
「p-進保型形式と志村多様体」のレジュメ (不完全版, サマースクール期間中随時
更新予定)

中村　健太郎

Abstract. このレジュメは, 講演「p-進保型形式と志村多様体」ではおそらく正
確な定義を省略するであろう部分の解説を行うという目的で書き始めたものであ
るが, 書いているうちに報告集の原型のようなものになってしまった. §4は現在
執筆中.
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1. 記号
• p ≧ 3: 奇素数. K : Qpの有限次拡大体, OK : Kの整数環.
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• Cp : = K̂ : Kの代数閉包Kの p進完備化, v : C×
p → Q : v(p) = 1となる付

値. | − | : |p| = 1/pとなるCp上の絶対値.
• g ≧ 2, N ≧ 3: 整数, (p,N) = 1と仮定.
• YIw → Y (= Yg(N)) : Siegelモジュラー多様体 (Y : 主レベルN 構造を持つ
g次元主偏極アーベル多様体のモジュライ空間, YIw : 主レベルN 構造と岩
堀レベル p構造を持つ g次元主偏極アーベル多様体のモジュライ空間, それ
ぞれ Spce(OK)上定義されているとする).
• スキーム X に対して, GLg/X ⊃ B/X(上半三角行列)⊃ T/X(対角行列),
U/X(べき単行列) (X上の代数群として考える).

• X(T ) := Hom(T,Gm)
∼→ Zg :

 t1
. . .

tg

 7→ tk11 · · · t
kg
g

 7→ (k1, · · · , kg).

• X+(T )(⊂ X(T ))
∼→ {(k1, · · · , kg) ∈ Zg | k1 ≧ · · · ≧ kg}.

2. 論文 [AIP15]の主定理
本講演の目的は, 論文 [AIP15]に従い, Siegel保型形式を p進補間する Siegelモ

ジュラー固有多様体の存在定理に関する解説を行うことである.
[AIP15]では, 以下で Y, YIw(p)上の対象として定義されるものを, より一般に

Y, YIw(p)のOK 上定義されたトロイダルコンパクト化X,XIw(p)上でも (Y, YIw(p)
上の対象の自然な一般化として)定義している. 本講演では簡単のため Y, YIw(p)上
の定義のみを与えることにする.

2.1. Siegel保型形式. G→ Y をY 上の普遍的アーベルスキームとし, e : Y → Gを
単位元切断, ωG := e∗(Ω1

G/Y )をGの不変微分形式の層とする. T := HomY (Og
Y , ωG)

(つまり, T は Y 上のスキーム Sに対して HomOS
(Og

S, ωG ⊗OY
OS) を対応させる

関手を表現する Y 上のスキーム), T × := IsomY (Og
Y , ωG) とおく. これらはGLg/Y

の自然な右作用を持ち, 特に T ×は, この作用によって Y 上のGLg-torsorになる.
構造射を π : T → Y とおく.

X(T )の対合 (involution)κ 7→ κ′ を, 同型 X(T )
∼→ Zg によって Zg 上の対合

(k1, · · · , kg) 7→ (−kg, · · · ,−k1)に対応するものとする. κ ∈ X+(T )に対して, Y 上
のOY 加群層 ωκを

ωκ := (π∗OT ×)[κ′] := {φ ∈ OT × |φ(fh) = κ′(h)φ(f), ∀f ∈ T ×, ∀h ∈ B/Y }

(つまり, Y 上局所的に代数的な誘導 Ind
GLg

B (κ′)alg/Y となる層)と定義する. ωκは
有限局所自由 OY 加群層になる. G, ωG, T ×, ωκ などを YIw 上に引き戻したも
の, X,XIw(p)上へ自然に拡張したものなども, 同じ記号でG, ωGなどと表す. 以
上のもとで, (OK 上のレベル N 岩堀レベル p)重さ κの Siegel保型形式の空間を
H0(XIw(p), ω

κ)によって定義する. また, 重さ κの尖点的 Siegel保型形式の空間を
H0

cusp(XIw(p), ω
κ) := H0(XIw(p), ω

κ(−D)) ⊆ H0(XIw(p), ω
κ)

で定義する. ここで, D := XIw(p) \ YIw(p)とし, ωκ(−D)はDでゼロとなる切断か
らなる ωκの部分層とする.
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2.2. 重さ空間. Zp[[T (Zp)]]を副有限アーベル群 T (Zp)(
∼→ (Z×

p )
g)に付随する Zp係

数の岩澤代数とする. Wを Spf(Zp)上の許容的形式スキーム Spf(Zp[[T (Zp)]])に付
随するQp上のリジッド解析的多様体 (Berthelot生成ファイバー)とする. 生成ファ
イバーの定義から, 特に, Wは

W(Cp) = Spf(Zp[[T (Zp)]])(OCp) = {κ : T (Zp)→ C×
p : 連続準同型 }

を満たしている. より一般に, Qp上の各アフィノイド代数 Aに対して, W(A) =
{κ : T (Zp)→ A× : 連続準同型 }も成り立つ. Wを重さ空間 (weight space)と呼ぶ.
自然な制限写像 κ 7→ κ|T (Zp)による埋め込みX(T ) ⊂ Wが存在する. X+(T )はW
の中で Zariski稠密であることが知られており, その意味でW はX+(T )を p進補
間するリジッド解析的多様体とみなせる.

v ∈ Qに対して, pv ∈ Cpを v(p) = vとなる元 (特に固定しない)とする. アフィノ
イド代数A, a ∈ A, r ∈ |C×

p | ⊆ Rに対して, B(a, r)/AをA上定義された中心 a半径
rの開円盤とする. 例えば pv ∈ Aの時は, B(a, 1/pv)/A = Spm(A{ T

pv
})となる. ここ

で, A{ T
pv
} := {

∑
n≧0 an(

T
pv
)n ∈ A[[T ]] | an → 0 (n→∞)}とする. w ∈ Q>0とする.

連続準同型 κ : T (Zp)→ A×がリジッド解析的写像T (Zp)B(1, 1/pw)g/A → (Gm)an/A
に延びるとき, κは w-解析的であるという. ここで, T (Zp)B(1, 1/pw)g/A は, (同
型 T (Zp)

g ∼→ (Z×
p )

g で両辺を同一視して) (
∪

a∈Z×
p
B(a, 1/pw)/A)

g ⊂ ((Gm)an/A)
g

で定義される A上のリジッド解析的多様体とする. 任意の A, 任意の連続準同型
κ : T (Zp)→ A×に対して, あるwが存在して κはw-解析的となることが知られて
いる.

2.3. 局所解析的過収束保型層. Y ,X ,YIw(p),XIw(p)を Y,X, YIw(p), XIw(p)に付随
するK 上のリジッド解析的多様体とする. 特に, Y(Cp) = Y (Cp)などとなってい
る. x ∈ Y(Cp)に対して, GxをGの xへの底変換とする. v ∈ [0, 1] ∩ Qに対して,
Y(v) ⊂ Yを

Y(v) := {x ∈ Y |Hdg(Gx) ≦ v}
と定義する. ここで, Hdg(Gx) ∈ [0, 1]はGのHodge高さと呼ばれる不変量 (後述).
Y(v)は Y の許容的開集合となる. YIw(p)(v) ⊂ YIw(p)も同様に定める. トロイダ
ルコンパクト化に対しても同様に, X (v),XIw(v)を定義することができる.

κ ∈ W(K)を w(∈ Q>0)-解析的な連続準同型とする. [AIP15]では, wに対して
十分小さい v ∈ [0, 1] ∩ Q (より正確には, v < 1

2pn−1 (p ≧ 5), v < 1
3pn−1 (p = 3)

かつ w ∈ (n − 1 + v
p−1

, n − v pn−1
p−1

]を満たす n ∈ Nが存在するような v)に対して
XIw(p)(v)上のBanach層 ω†,κ

w を定義した (Banach層という用語, 及び ω†,κ
w の定義

については後述).

定義 2.1. 重さ κのw-解析的 v-過収束 Siegel保型形式の空間を
M †κ

w (XIw(p)(v)) := H0(XIw(p)(v), ω
†κ
w )

で定義し, 重さ κの局所解析的過収束 Siegel保型形式の空間を
M †κ(XIw(p)) := lim−→

v→0,w→∞
M †κ

w (XIw(p)(v))
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で定義する.

Banach層の一般論 (後述)により, M †κ
w (XIw(p)(v))には自然にBanach K加群の

構造が入る.
κ ∈ X+(T )とする. このとき, 自然な埋め込み

ωκ|XIw(p)(v) ↪→ ω†κ
w

が存在し, さらにこの埋め込みは, 埋め込み
H0(XIw(p), ω

κ) ↪→ H0(XIw(p)(v), ω
†κ
w )

を誘導する.
アフィノイド開集合Spm(A) ⊆ Wに対して, Aへの (普遍的な)連続準同型κuniv :

T (Zp)→ A×を

κuniv : T (Zp)
h7→[h]−−−→ Zp[[T (Zp)]]

× can−−→ OW
res−→ A×

で定義する. κuniv : T (Zp) → A× は w-解析的であるとし, v は上と同様に取る.

[AIP15]では, より一般に, XIw(p)(v) × Spm(A)上の Banach層 ω†κuniv

w で任意の
x ∈ Spm(A)に対して (κxを xに対応する準同型とすると),

ω†κuniv

w ⊗̂AKx
∼→ ω†κx

w

となるものを構成している. Banach層の一般論により, H0(XIw(p)(v)×Spm(A), ω†κuniv

w )
はBanach A加群となる.

H0(XIw(p), ω
κ)のときと同様にして, 尖点的局所解析的過収束保型形式の空間

H0
cusp(XIw(p)(v), ω

†κ
w ), H0

cusp(XIw(p)(v)×Spm(A), ω†κuniv

w )を定義することができる.

2.4. Hecke環. 各素数 l ̸ |NpでのHecke環 Tl := Z[GSp2g(Ql)//GSp2g(Zl)] (ここ
で, (−)//(−)は両側剰余類を表すとする)の制限直積を T(Np) := ⊗′

l ̸|NpTlと表す.

Up := Z[Up,1, · · · , Up,g]とし, T := T(Np) ⊗Upとおく. Siegel保型多様体上のHecke
対応で定まる作用により,

H0(XIw(p), ω
κ),H0(XIw(p)(v), ω

†κ
w ),H0(XIw(p)(v)× Spm(A), ω†κuniv

w )

上への T作用を定義することができる (Up,gの作用の定義については後述).
0 ̸= f ∈ H0(XIw(p)(v), ω

†κ
w )を T作用に関する同時固有形式とする. 固有値を対

応させる射をΘf : T→ K : T 7→ Θf (T )と表す (つまり, Tf = Θf (T )f となる).
固有多様体の構成において, Up,g作用に関する次の性質は極めて重要である :

• 作用Up,gはBanach加群H0(XIw(p)(v), ω
†κ
w )及びH0(XIw(p)(v)×Spm(A), ω†κuniv

w )
上のコンパクト作用素 (後述)になる.

この性質と関連して, 次で定義される概念は固有多様体の理論において重要と
なる.

定義 2.2. 同時固有形式 0 ̸= f ∈ H0(XIw(p)(v), ω
†κ
w )が, 全ての 1 ≦ i ≦ gに対して

Θf (Up,i) ̸= 0を満たすとき, f は有限スロープを持つという.

4



注意 2.3. Up は, 実際には Atkin-Lehner環と呼ばれる pでの岩堀 Hecke環の部
分環であり, 各 Up,iは岩堀Hecke環の中では可逆であることが知られているので,
H0(XIw(p), ω

κ) (κ ∈ X+(T ))の同時固有ベクトルは全て有限スロープになる.

2.5. Siegelモジュラー固有多様体の存在定理. U :=
∏

1≦i≦g Up,i ∈ Tとおく. 次の
定理が [AIP15]の主定理である.

定理 2.4. ([AIP15] Theorem1.1, Theorem1.2) W上のリジッド解析的多様体
w : E → W

と環準同型Θ : T→ OE の組 (E ,Θ)で以下の性質を満たすものが存在する :

1. Θ(U) ∈ O×
E .

2. E は同次元 gかつ局所的有限射.
3. 各 κ ∈ W(K)に対して, 写像w−1(κ)→ Homring(T, K) : x 7→ Θx ( ΘxはΘ
の xへの底変換とする )は全単射

w−1(κ)
∼→ {Θ: T→ K |有限スロープを持つHecke固有形式 f ∈ M†κ

cusp(XIw(p))

が存在して Θ = Θfとなる }
4. E(K)の部分集合

Ecl := {x ∈ E(K) |κ ∈ X+(T ) とHecke固有形式 f ∈ H0
cusp(XIw(p), ω

κ)

が存在して Θx = Θfとなる }
は E の中で Zariski稠密である.

注意 2.5. 主定理の主張において, 扱う対象をM†κ(XIw(p))全体ではなく尖点的な
過収束保型形式M†κ

cusp(XIw(p))に制限していることは (少なくとも [AIP15]におけ
る証明では)本質的である. これに関して, [AIP15]で証明されている次の二つの性
質が重要である.

• H0
cusp(XIw(p)(v)× Spm(A), ω†κuniv

w ) は射影的Banach A加群.

• 各x ∈ Spm(A) ⊆ Wに対して,自然な射H0
cusp(XIw(p)(v)×Spm(A), ω†κuniv

w )→
H0

cusp(XIw(p)(v)× Spm(Kx), ω
†κx
w )は全射.

射影的という条件は, Colemanの p進スペクトル理論を適用するために必要な条件
である. 全射性は, 同型を

H0
cusp(XIw(p)(v) × Spm(A), ω†κuniv

w )⊗̂AKx
∼→ H0

cusp(XIw(p)(v) × Spm(Kx), ω
†κx
w )

誘導する. これらの性質の証明は, [AIP15]の論文で技術的に最も難しい部分であ
る. 証明では, トロイダルコンパクト化XIw(p)だけではなく, YIw(p)の極小コンパ
クト化も用いる.

2.6. 過収束保型形式の古典性定理. 定理 2.4の性質 4は次に述べる古典性定理の帰
結である.

κ ∈ X+(T ), a = (a1, · · · , ag) ∈ Rg
≧0とする. 各 iに対してUp,iの固有値が ai未満

となる {Up,i}1≦i≦gの同時一般化固有ベクトルの生成するM †κ(XIw(p))⊗K Kの部
分K加群のK上の自然なモデルをM †κ(XIw(p))

<a(⊂M †κ(XIw(p))) と表す.
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定理 2.6. ([AIP15]Theorem7.1.1)
M †κ(XIw(p))

<a ⊆ H0(XIw(p), ω
κ)

3. Colemanの p進スペクトル理論
3.1. Banach 加群上のコンパクト作用素. AをK-アフィノイド代数, | − |をA上
のノルムとする.

定義 3.1. A-加群Mと関数 | − | : M → R≧0 が以下の性質を満たすとき, (M, | − |)
をノルム付きA加群とよぶ:

1. m ∈M に対して, |m| = 0となることとm = 0となることは同値,
2. 各m,n ∈M に対して, 不等式 |m+ n| ≦ sup{|m|, |n|}が成り立つ,
3. 各 a ∈ A, m ∈M に対して, 不等式 |am| ≦ |a||m|が成り立つ.

ノルム | − |から定まる位相に関して完備となるノルム付き A加群 (M, | − |)を
Banach A加群という.

ノルム付きA加群 (M, | − |)に対して, M 上の別のノルム関数 | − |′が | − |と同
相な位相をM に誘導することと, | − |′が | − |と (ノルムとして)同値となること
は同値である. そこで, 以下では Banach A加群を (位相的A加群と見て) 単にM
と表し, ノルム | − |は特に固定しないことにする.

M をA加群, A0をAの有界開部分OK 代数, M0を p-進完備なM の部分A0加
群でM0[1/p] = M となるものとする. このとき, M にはM0が単位球となるよう
なBanach A 加群の構造が自然に入る.
二つの Banach A加群M , M ′に対して, Banach A 加群M⊗̂AM

′をセミノルム
付き A加群M ⊗A M ′の分離完備化として定義する. ここで, x ∈ M ⊗A M ′のセ
ミノルムは, infx=∑

i mi⊗m′
i
{supi{|mi||m′

i|′}}と定義される (| − |, | − |′はそれぞれ
M ,M ′上のノルム).

定義 3.2. 1. 集合 Iに対して, A加群C(I)を
C(I) := {f : I → A | limi→∞f(i) = 0},

と定義する. supノルム (つまり, |f | :=
∑

i∈I |f(i)|で定義されるノルム)に
より, C(I)はBanach A加群となる.

2. Banach A加群M に対して, 集合 I が存在して C(I)
∼→ M となるとき, M

は正規直交化可能 (orthonormalizable)という.
3. Banach A加群M に対して,集合 I と Banach A加群M ′が存在してM ⊕

M ′ ∼→ C(I)となるとき, M は射影的であるという.

AをK上のアフィノイド代数, | − |をA上のノルムとする. M,N を二つのBa-
nach A加群とする. MからNへの連続A加群準同型のなすA加群をHom(M,N)

と表す. f ∈ Hom(M,N)に対して, ノルム |f | :=
∑

m∈M\{0}
|f(m)|
|m| と定義する

ことで, Hom(M,N)は Banach A加群となる. Im(f)が有限生成 A加群となる
f ∈ Hom(M,N)全体からなるHom(M,N)の部分A加群をHom(M,N)finと表す.
Hom(M,N)finのHom(M,N)内での閉包をHom(M,N)compで表す. Hom(M,N)comp

の元をコンパクト作用素という.
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3.2. Colemanの p進スペクトル理論. 以下, 次のデータ (A,M,T, U)を固定する.

• Spm(A) : K上の被約かつ同次元 (equidimensional)アフィノイド.
• M : 射影的Banach A加群.
• T : End(M) := Hom(M,M)の可換部分A代数.
• U ∈ T : コンパクト連続A自己準同型.

注意 3.3. Siegelモジュラー固有多様体への応用では, Spm(A)は重み空間Wのア
フィノイド開集合, MはA上の局所解析的過収束尖点的保型形式の空間, TはHecke
環, U =

∏
1≦i≦g Up,iに対して理論を適用する.

この状況で, M ヘのT作用の同時固有値をパラメトライズするA上のリジッド
解析的多様体 (固有多様体と呼ばれる)Eを構成したい. ここで, MがA上有限生成
であると仮定すると, Tは有限A代数End(M)の可換部分A代数となるので, Tは
K上のアフィノイドの構造を持ち,

E : = Spm(T)→ Spm(A)

が求める固有多様体となる.
一般の場合に E を構成する基本的なアイデアは（大雑把には), コンパクト作用

素の理論を用いてM をU 作用の一般化固有ベクトルの空間に分解し, A上有限生
成となる一般化固有ベクトルの空間それぞれに対して前段の方法で定義した固有
多様体を貼り合わせることで全体の固有多様体を作るというものである. コンパ
クト作用素の理論により, 一般化固有ベクトルの空間が有限生成となるためには固
有値が可逆元 (有限スロープ)という条件が必要である. 従って, 正確には, E は U
の固有値が非ゼロとなる Tの同時固有値をパラメトライズする空間になる.
各 x ∈ Spm(A)に対して, M の xでの底変換の完備化として得られる射影的

Banach Kx加群 (Kxは xでの剰余体)をMxと表し, T, U のMxへの底変換を Tx,
Uxと表す. UxはMxのコンパクト作用素となる. よって, fn 7→ Ux (n→∞)とな
る {fn}n∈N ⊂ End(Mx)finが存在するが, このとき次の式の右辺

det(1− TUx|Mx) := limn→∞det(1− Tfn|Im(fn)|Im(fn)) ∈ Kx[[T ]]

は収束し, {fn}n∈Nの取り方によらないことが証明できる.
さらに, det(1− TUx|Mx)は, 任意の x ∈ Kxに対して det(1− xUx|Mx)が収束す

るという強い収束性を持つことも知られている. さらに, Mが射影的という我々の
状況では, 以上の定義をA上に自然に拡張することができる. つまり,

P (T ) := det(1− TU |M) ∈ A[[X]]

で, 各 x ∈ Spm(A)に対して det(1−TU |M)の xでの底変換が det(1−TUx|Mx)と
なるものを自然に定義することができる. 上で述べた det(1 − TUx|Mx)の持つ収
束性により, P (T )はK上のリジッド解析的多様体 Spm(A)×A1

an上のリジッド解
析的関数になる.

定義 3.4. P (T ) = 0で定まる Spm(A) × A1
anの Zariski閉部分多様体を Z で表す.

Zを (A,M,U)に付随するスペクトル多様体と呼ぶ.
7



注意 3.5. (x, λ) ∈ Spm(A) × A1
an に対して, x ∈ Z であることと, λ ̸= 0かつ

Uxm = λ−1mとなるm ∈Mx ⊗Kx Kx \ {0}が存在することは同値となる. つまり,
Zは U 作用の有限スロープな固有値をパラメトライズする空間である.

M の U 作用に関する “一般化固有ベクトル分解”に関して, 次が成り立つ.

命題 3.6. p1 : Z → Spm(A)を自然な射影とする. このとき, Zの許容的開アフィ
ノイド被覆 {Ui}i∈I で以下の性質を満たすものを取ることができる :

1. Vi := p1(Ui)は Spm(A)のアフィノイド開集合 (Vi = Spm(Ai)とおく)とな
り, かつ p1 : Ui → Viは有限平坦となる,

2. Pi(T ) ∈ Ai[[X]] を P (T ) の Ai ヘの底変換とする. このとき, Pi(T ) =
Qi(T )Ri(T )で, Qi(T ) ∈ 1+Ai[T ], Ri(T ) ∈ 1+Ai[[T ]], (Qi(T ), Ri(T )) = 1
となる Pi(T )の分解で, Ui = Spm(Ai[T ]/Q

∗
i (T )) ⊂ Vi × A1

anとなる (ここ
で, Q∗

i (T ) := T degQi(T )Qi(1/T )とする).

さらに, このとき次が成り立つ.

3. Mi をM の Ai ヘの底変換とすると, Q∗
i (U)が Ni 上ゼロで, Fi 上可逆に

作用するような U 作用と両立する閉 Ai加群の分解Mi = Ni ⊕ Fiが一意
的に存在する. さらにこのとき, Niは階数 degQi(T )の射影的 Ai加群で,
det(1− UT |Ni) = Qi(T )となる.

4. 対応 Ui 7→ M(Ui) := Niは, Z上の連接OZ 加群層Mを定める.

分解の一意性から Tは, Ni, Fiに作用することに注意.

定義 3.7. Tの像で生成されるEndOZ (M)の連接部分OZ代数に付随するリジッド
解析的多様体を E と記す. E をデータ (A,M,T, U)に付随する固有多様体と呼ぶ.

構成から, 以下がわかる. 自然な射 w : E → Z → Spm(A)があり, 構成から, w
は局所的に有限射であり, E は同次元でその次元 Spm(A)と等しい.

x ∈ Spm(A)に対して,集合w−1(x)は, Uxでの固有値が非ゼロとなるMx⊗KxKx

への Tx作用の同時固有値の集合と一対一に対応する.

4. 局所解析的過収束保型形式の定義
4.1. 基本的なアイデア. 岩堀部分群 {g ∈ GLg(Zp) | g ( mod p) ∈ B(Fp)}を I(Zp)
で表す. I(Zp)をGLg(Zp)の下三角行列 gで g( mod p) = 1となる元からなる部分
群とする. 岩堀分解から写像 I−(Zp)× T (Zp)×U(Zp)→ I(Zp) : (i, t, b) 7→ itbは同
相写像である. w ∈ Q>1とする. 連続関数 f : I(Zp) → Aが w-解析的であるとは,

(I(Zp)
∼→ (pZp)

g(g−1)
2 となる自然な同相のもとで)

I−(Zp)B(0, 1/pw)
g(g−1)

2

/A := (
∪

a∈pZp

B(a, 1/pw)/A)
g(g−1)

2 (⊂ A
g(g−1)

2

an/A )
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上のリジッド解析的関数に延びることと定義する. κ ∈ W(K)を w-解析的な準同
型とする. このとき, w-解析的な誘導表現 V w−an

κ,A (または, V w−an
κ/Spm(A)とも書く)を

V w−an
κ,A : = {f : I(Zp)→ A : 連続 | f |I−(Zp) : w-解析的,

f(ib) = κ(b)f(i), ∀i ∈ I−(Zp),
∀b ∈ B(Zp)}

で定義する. w-解析的という条件により,関数の収束半径が固定されているので, sup
ノルムによってV w−an

κ,A はBanach A加群となる (本稿では用いないが, (g ·f)(g′) :=
f(g−1 · g′)により, V w−an

κ,A は I(Zp)のBanach表現になる).

局所解析的過収束保型層 ω†κ
w の定義の基本的なアイデアは, XIw(p)(v)上局所的

に V w−an
κ/XIw(p)(v)となるXIw(p)(v)上のBanach層を構成することである.

XIw(p) 上の層 ωκ (κ ∈ X+(T ))は局所的には代数的な誘導表現 Vκ′/XIw(p) :=

Ind
GLg

B (κ′)alg/XIw(p)と同型であったことと, V w−an
κ,A の持つ次の二つの性質 :

1. 任意の κ ∈ Wに対して定義できる,
2. κ ∈ X+(T )のときは, 自然な埋め込み Vκ/X ↪→ V w-an

κ/Xan
: f 7→ f |I(Zp)が存在

する (ここで, XはK上の代数多様体XanはXに付随するリジッド解析的
多様体とする),

とを見れば,上に述べたアイデアが自然なものであると感じることができるだろう.
κ ∈ X+(T )に対しては, GLg/XIw(p)は T × = IsomXIw(p)(OXIw(p), ωXIw(p)) への作

用として, 幾何的に自然なものとして現れた. そのため, ω†κ
w の構成では, XIw(p)(v)

上局所的に

I−(Zp)B(0, 1/pw)
g(g−1)

2

/A × T (Zp)B(1, 1/pw)g/A × U(Zp) · · · (∗)

となり, T ×と関係を持つ空間を構成する必要がある. (∗)は, I(Zp)とB(0, 1/pw)
g(g−1)

2

/A

×B(1, 1/pw)gの交わりを持つ積になっているが, I(Zp)の部分はXIw(p)(v)上の普
遍アーベル多様体Gの pn等分点G[pn]の標準的部分群と呼ばれる部分群への作用
として, B(0, 1/pw)

g(g−1)
2

/A ×B(1, 1/pw)g/Aの部分は ωGのフィルトレイションとして
現れる. この両者から, 積 (∗)を得るためには, 両者の交わりでの両者の関係を調
べる必要がある. これは, 標準的部分群とωGをHodge-Tate写像と呼ばれる写像で
結びつけることで行われる.
以下の小節では, 上に定義なしで述べたことの解説を行う.

4.2. 標準的部分群.

4.2.1. Hodge-Tate写像. S をスキームとし, Gを S 上有限表示平坦群スキームと
する. ωG := e∗(Ω1

G/S)を不変微分形式の層とする. G, ωG := e∗(Ω1
G/S)は対応,

S ′ 7→ G(S ′),Γ(S ′, ωG×SS′)によって, S上の fppf層とみなす. GD := Hom(G,Gm/S)
をGのCartier双対とする (つまり, GDは, S上の fpps層 S ′ 7→ HomS′−group(G×S

S ′,Gm/S′)を表現する S上の群スキーム). (GD)D
∼→ Gであることに注意. 標準的
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な不変微分形式 dT
T
∈ ωGmを用いて, Hodge-Tate写像HTG : G 7→ ωGD を

HTG(S
′) : GD(S ′) = HomS′′−group(G×S S ′,Gm/S′)→ Γ(S ′, ωG×SS′) : f 7→ f ∗(

dT

T
)

で定義される fpps層の射とする.

例として, G = µpn/S = Ker(Gm/S
x7→xp

−−−→ Gm/S)のとき, GD = (Z/pn)/S (定数群
スキーム)であり, ωG = (OS/p

n)dT
T
となる. このとき, HTGはHTG(S

′) : Z/pn →
(Γ(S ′,OS′)/pn)dT

T
: 1 7→ dT

T
となる写像になる. 特に, HTGは fppf OS 加群の同型

HTG ⊗ id : GD ⊗Z OS
∼→ ωGを導く.

pw ∈ Kが存在するw ∈ Q>0, OK 代数Rに対して, Rw := R/pwRとおく. Gを
OK 上の p-可除群とする.

4.2.2. 通常 p可除群. Xを Spf(OK)上局所有限型な形式スキーム, GをX上の p可
除群とする. n = 1に対して ( ⇐⇒ 全ての n ∈ Nに対して), X上の有限平坦群ス
キームの完全列

0→ G[pn]0 → G[pn]→ G[pn]ét → 0

でG[pn]ét : エタール, G[pn]0 : multiplicative type(つまり, (G[pn]0)Dがエタール)
となるものが存在するとき, Gを通常 (ordinary)という. このような拡大は (標準
的同型を除いて)一意に取れて, 従って, Gét := lim−→n

G[pn]ét, 及びG0 := lim−→n
G0[pn]

もX上の p可除群になる.
この場合, Hodge-Tate写像を用いると, (G[pn]0)Dと ωGと....(つづく).

4.2.3. Hasse不変量. S を pOS = 0となるスキームとする. Gを S 上の p可除
群 (p-divisible group)とする. OS 加群M 及び S上のスキームX に対して, 絶対
Frobenius写像 OS → OS : x 7→ xp による底変換をそれぞれM (p), X(p) と表す.
Gの Verschiebung V : G(p) → Gは, G, G(p) の不変微分形式の間への OS 準同
型 V ∗ : ωG → ωG(p) を誘導する. 自然な同型 ωG(p)

∼→ (ωG)
(p)が存在し, ωGは階

数 dimGの射影的OS 加群であるので, V ∗の行列式写像 det(ωG) → det(ωG(p))
∼→

(det((ωG)
(p))

∼→ (det(ωG))
⊗pはOS → (det(ωG))

⊗(p−1)を誘導する. この射による
1 ∈ OSの像をHa(G) ∈ (det(ωG))

⊗(p−1)と記し, これをGのHasse不変量と呼ぶ.

GをOK上のp可除群とする. OK,1 := OK/pとおく. 同型 (det(ωG⊗OK
OK,1

)⊗(p−1) ∼→
OK,1を取り, H ∈ OK を, この同型による Ha(G) := Ha(G ⊗OK

OK,1)の像のOK

への持ち上げとする. このとき, Hdg(G) := max{v(H), 1} ∈ [0, 1]と表し, これを
GのHodge高さと呼ぶ (Hdg(G)は, 同型や持ち上げHの取り方によらない).

GがOK 上のアーベル多様体のとき, Ha(G), Hdg(G)をGに付随する p可除群
のそれらと定義する.

5. 形式的Banach層とBanach層
5.1. 形式的Banach層. Xを Spf(OK)上平坦かつ局所有限型な形式スキームとす
る. 正の整数 n ≧ 1に対して, Xの法ϖn還元として得られる Spec(OK/ϖ

nOK)上
のスキームをXnと記す.
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定義 5.1. X上の層の族 F = (Fn)n∈Nで以下の性質を満たすものを形式的 Banach
層 (formal Banach sheaf)と呼ぶ:

1. FnはOK/ϖ
n上平坦な準連接OXn-加群,

2. 全ての n ≧ mに対して, i∗Fn = Fmを満たす (i : Xm ↪→ Xnは自然な閉埋
め込みとする).

逆極限 lim←−n
Fnとして定義されるX上の層を同じ記号でFと記す. 形式的Banach

層 F = (Fn)n∈N が平坦であるとは, 各 n ∈ Nに対して Fnが平坦OXn加群となるこ
ととする. f : X′ → Xを Spf(OK)上平坦かつ局所有限型な形式スキームの間の射,
F = (Fn)n∈Nを X上の形式的 Banach層とする. このとき, Fの f による引き戻し
を f ∗F := (f ∗Fn)n∈Nで定義する.これは, X′上の形式的Banach層となる.

5.2. Banach層.

定義 5.2. X はK上のリジッド空間とする. X 上のOX 加群層F が以下を満たす
とき, F をBanach層という:

1. X の各アフィノイド開部分集合 U に対して, OX (U)加群 F(U)は Banach
OX (U)加群になる,

2. 制限射は連続,
3. X の許容的アフィノイド開被覆U = {Ui}i∈Iがあり, 各 i ∈ I及び各 V ⊂ Ui
に対して, 制限射により誘導される射

OX (V)⊗̂OX (Ui)
F(Ui)→ F(V)

はOX (V)加群の同型になる.

上記 3の条件を満たす許容的アフィノイド被覆 U = {Ui}i∈I で, 各 i ∈ I に対し
てF(Ui)が射影的 Banach OX (Ui)加群となるものが取れるとき, F は射影的であ
るという.

AをK 上のアフィノイド代数とし, X はK 上の準コンパクトかつ準分離的な
リジッド空間とする. F を X × Spm(A)上の Banach層であるとする. このとき,
H0(X × Spm(A),F)は自然なBanach A加群の構造を持つ.

5.3. 形式的Banach層のリジッド生成ファイバー. XをSpf(OK)上の平坦かつ局所
有限型な形式スキームとし, X をXのリジッド生成ファイバーとする. F = (Fn)n∈N
をX上の形式的Banach層とする.

Fは平坦であると仮定する. この仮定のもとで, Fに付随するX 上のBanach層F
を以下のようにして定義する. そのためには, X の各準コンパクト (quasi compact)
開集合 U に対してF(U)を定義すればよい. U をX の準コンパクト開集合とする.
Raynaudの定理により準コンパクトかつ準分離的なリジッド解析的多様体は, 形
式的スキームを許容的ブローアップにより局所化した圏を用いて記述できるので,
ある許容的ブローアップ h : X′ → Xで U がX′の開集合 U′の生成ファイバーとな
るものを取ることができる. このときF(U)を

F(U) := (h∗F)(U′)⊗OK
K
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によって定義する. Fが平坦という仮定のもとで, F(U)は (標準的な同型は除いて)
h : X′ → Xの取り方によらない ([AIP15]Lemma A.2.2.2). こうして定義されたX
上のBanach層F を Fのリジッド生成ファイバーと呼ぶ.
この構成を我々の設定に対して (つまり, 過収束保型層に対して)適用するため

には, 構成を次のような (一般には平坦ではない)場合へ拡張する必要がある. g :
X→ Yを Spf(OK)上の平坦かつ局所有限型形式スキームの間の有限射とし, その
リジッド生成ファイバー (に誘導される射)を f : X → Yと表す. FをX上の形式
的 Banach層とし, そのリジッド生成ファイバーを F とする. 有限群Gが Xに Y
上の同型として作用し, かつFもこの作用と両立するGの作用を持つとする. ここ
で, g∗は完全関手なので g∗F := (g∗Fn)n∈NはY上の形式的Banach層であることに
注意する.
以上の設定で, 各 n ∈ Nに対してY上の前層

U ⊂ Y 7→ (g∗F(U))
G ⊗OK

OK/ϖ
n

の層化を (g∗Fn)
Gと表し, (g∗F)

G := ((g∗Fn)
G)n∈Nとおく. (g∗F)

GはY上の (一般
には平坦ではない)形式的Banach層になる.

命題 5.3. ([AIP15]PropositionA.2.2.4) 層 (f∗F)Gは Y 上の Banach層になる. さ
らに, 各許容的ブローアップ h : Y′ → Yと各開部分形式スキームV ⊂ Y′に対し
て (V ⊂ Yをそのリジッド生成ファイバーとすると ),

(f∗F)G(V) = h∗(g∗F)
G(U)⊗OK

K

が成り立つ. ここで, VはVのリジッド生成ファイバーとする.

平坦な場合と同様に, (f∗F)Gを (g∗F)
Gのリジッド生成ファイバーと呼ぶ.

注意 5.4. XIw(p)をXIw(p)の p進完備化として得られる Spf(OK)上の形式スキー
ムとする. XIw(p)(v)のモデルとして, XIw(p)(v) → XIw(p) を自然に定義すること
ができる. [AIP15]では, まず, XIw(p)(v)上の形式的 Banach 層w†,κ

w を定義し, こ
れのリジッド生成ファイバーとしてXIw(p)(v)上のBanach層ω†κ

w を定義している.
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