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志村多様体の整モデル

清水　康司 ∗

概要

数論への応用に向けて志村多様体の整モデルについて解説する．Siegel モ
ジュラー多様体の整モデルの例からはじめて，整正準モデルの定義を紹介し，不
分岐 PEL 型やアーベル型の志村多様体の整正準モデルについて説明する．ま
た議論に必要な p 可除群や整 p 進 Hodge 理論に関連する話題についても簡単
に触れる．

1 はじめに
複素上半平面の合同部分群による商として得られるモジュラー曲線は複素数体上の
代数曲線としての構造をもつ．さらにモジュライ解釈によりモジュラー曲線は代数体
上定義されるので，その整モデルを考え，還元の様子などの幾何学的性質を調べるこ
とができる．志村や Deligneによる保型形式に伴う Galois表現の構成，Mazurによ
る有理数体上の楕円曲線の等分点の構造の決定，Gross–Zagier 公式などモジュラー
曲線の整モデルの研究は様々な結果をもたらしてきた．本稿では数論への応用に向け
てモジュラー曲線の一般化である志村多様体の整モデルについて解説する．
志村データから定まる Hermite対称領域の数論的商の直和は代数多様体の構造（志
村多様体）をもち，リフレックス体とよばれる代数体上定義されることを思い出そ
う．モジュラー曲線の場合と同様に志村多様体のさらなる幾何的な性質あるいはその
エタールコホモロジーを調べるために志村多様体の整モデルを考えたい．例えばモ
ジュラー曲線や Siegel モジュラー多様体はその自然なモジュライ解釈を考えること
で，Z上準射影的な整モデルをもつことがわかる．一般の志村多様体については自然
なモジュライ解釈が知られているわけではないので「自然な整モデル」を定式化する
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ことからして自明ではない．志村多様体がよい還元をもつ場合は延長条件という普遍
性を用いて自然な整モデルを定義することができる．この整モデルは整正準モデルと
よばれ，本稿のテーマとなる．
より詳しく本稿の内容を説明しよう．第 2 節では GSp に伴う志村多様体，すな
わち Siegel モジュラー多様体の整モデルを扱う．[越川] で扱われたように Siegel モ
ジュラー多様体はアーベル多様体とその偏極およびレベル構造からなるモジュライ
解釈をもつ．そこで第 2節では主偏極の場合に Z上でそのようなモジュライ解釈を
考え（定義 2.4），その表現可能性（第 2.2小節）および平滑性（第 2.3小節）を議論
する．
第 3節ではよい還元をもつ素点での志村多様体の整モデルの満たすべき性質を考え
ることで，整正準モデルという概念を導入する（定義 3.1）．これは整モデルが平滑で
あること（よい還元をもつこと）と，延長条件についての普遍性を満たすことを要請
するものである．整正準モデルを導入したのちはアーベルスキームの延長について復
習し，第 2 節で扱った Siegel モジュラー多様体の整モデルが整正準モデルになるこ
とをみる（定理 3.14）．
第 4 節では不分岐 PEL 型志村多様体について扱う．不分岐 PEL 型志村多様体
は Galois 表現の構成などでも頻繁に使われる重要なクラスの志村多様体であり，
Kottwitz らにより整モデルが構成され，その還元も調べられている．第 4 節では
Kottwitzの整モデルの構成を紹介し，その整モデルが整正準モデルになることをみ
る（定理 4.21）．なおこの節で扱う整モデルは例えば [三枝]や [千田]において応用さ
れる．
第 5 節ではアーベル型志村多様体の整正準モデルの存在についての結果を紹介す
る．これは [今井]で説明されたような Deligneの議論を用いることで Hodge型志村
多様体の整正準モデルの構成に帰着される．そこで第 5節では Hodge型志村多様体
の整正準モデルに焦点を当てる．Siegel モジュラー多様体の整正準モデルを用いて
Hodge 型志村多様体の整モデルを定義し，そのモデルの平滑性を示すことが構成の
ポイントとなる．第 5節では p可除群と整 p進 Hodge理論を用いて平滑性を示すと
いう [Kis10]の議論を紹介する．
付録 Aと付録 Bでは第 5節で使う道具について簡単に解説している．付録 Aでは

p可除群と Dieudonné理論の概要を説明し，その応用となる p可除群の変形につい
て必要となることをまとめた．付録 Bは Kisinによる整 p進 Hodge理論について最
低限のことをまとめている．残念ながら一般の p進 Hodge理論や，整 p進 Hodge理
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論の証明について触れることはできなかった．これらについては日本語でも解説があ
るのでそれらを参照していただきたい．
第 2 節から第 5 節においては議論のおおまかな流れがわかるよう必要に応じて証
明の概略を説明するようにした．一方で，アーベルスキームの性質や，幾何学的不変
式論，変形理論などの重要な事実については結果を引用するだけになってしまった．
本稿で詳しく説明できなかったことについてはできるかぎり参考文献をあげるように
したので必要に応じてそれらを参照していただきたい．

2 Siegelモジュラー多様体の整モデル
この節では Siegel モジュラー多様体をモジュライ問題として定義し，レベルが大
きいときには Z上の準射影的スキームで表現されることをみる．

2.1 Siegelモジュラー多様体の定義

以下では特に断らない限り，局所ネータースキームのことを単にスキームというこ
とにする．スキーム S に対して S スキームのなす圏を Sch/S であらわす．アフィン
スキーム S = SpecR に対しては Sch/S を Sch/R とかく．さらに射影的アーベルス
キームを単にアーベルスキームということにする*1．アーベル多様体やアーベルス
キームについての基礎事項は [石塚]を参照せよ．
この小節では Siegel モジュラー多様体を主偏極付きアーベルスキームとその等分
点上のシンプレクティック・レベル構造の組のなすモジュライとして定義する．まず
はシンプレクティック・レベル構造について復習しよう．N を正整数とする．

定義 2.1 シンプレクティック Z/NZ加群とは，次のデータからなる 3つ組 (L,M, e)
のことをいう．

• Lは有限階数自由 Z/NZ加群．
• M は階数 1の自由 Z/NZ加群．
• e : L× L→M は交代 Z/NZ線形形式．

*1 S が局所ネーターでない場合や射影的でないアーベルスキームを扱う場合については [Lan13,
1.3.2.4, 1.4.3] を参照せよ．
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シンプレクティック Z/NZ加群の射 (L1,M1, e1)→ (L2,M2, e2)とは，Z/NZ準
同型の組 (f : L1 → L2, g : M1 →M2)であって，

e2
(
f(x), f(y)

)
= g

(
e1(x, y)

)
(x, y ∈ L1)

を満たすもののことをいう．さらに f, g がともに同型のとき，シンプレクティック
Z/NZ加群の同型射であるという．

同様にしてシンプレクティック Z加群あるいはシンプレクティック Af 加群やその
間の射も定義することができる（もちろん一般の環上でも同様に定義できる．[Lan13,
Definition 1.1.4.7]も参照せよ）．また，スキームを関手としてみることで，シンプレ
クティック Z/NZ加群スキームやその間の射も自然に定義することができる．

定義 2.2 スキーム S 上の相対次元 n の主偏極付きアーベルスキーム (A →
S, λ : A → A∨) を考える．(A, λ) のシンプレクティック・レベル N 構造とは，S
上の有限平坦群スキームの同型射 ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ]と α : (Z/NZ)S → µN,S

の組 (ηN , α)であって，シンプレクティック Z/NZ加群スキームの同型(
(Z/NZ)2n

S , (Z/NZ)S , estd
) ∼= (

A[N ], µN,S , eλ,N

)
を定めるもののことをいう．ここで estd は (Z/NZ)2n

S の標準的なシンプレクティッ
ク構造 estd : (Z/NZ)2n

S × (Z/NZ)2n
S → (Z/NZ)S , ((u, v), (z, w)) 7→ u tw − v tz

(u, v, z, w ∈ (Z/NZ)n)であり，eλ,N は主偏極 λに伴う A[N ]上のWeilペアリング
である．なお以後は (ηN , α)を単に ηN とかくことが多い．

注意 2.3 スキーム S に対してシンプレクティック・レベル N 構造をもつアーベル
スキームが存在するとする．このとき定義より S 同型 (Z/NZ)S

∼= µN,S が存在す
る．よって OS は 1の原始 N 乗根をもち，N ∈ O×

S となる．

Siegelモジュラー多様体のモジュライ問題を定義しよう．nを正整数とする．

定義 2.4 関手 An,N : Sch/Z −→ Set をスキーム S に対し組 (A, λ, ηN )の同型類の
なす集合を対応させるものとする．ただし，

• Aは S 上の相対次元 nのアーベルスキーム．
• λ : A→ A∨ は Aの主偏極．
• ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ]は Aのシンプレクティック・レベル N 構造．
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組 (A, λ, ηN )と (A′, λ′, η′
N )が同型であるとは，アーベルスキームの同型 f : A→ A′

であって，λ = f∨ ◦ λ′ ◦ f および η′
N = f ◦ ηN を満たすものが存在することをいう．

シンプレクティック・レベル N 構造の存在より関手の射 An,N → SpecZ は
SpecZ[1/N ]を経由することに注意しよう．
次の定理を示すことがこの節の目標である．

定理 2.5 N ≥ 3のとき An,N は Z上滑らかな準射影的スキームで表現される．ス
キーム An,N を Siegelモジュラー多様体とよぶ．

なお N = 1, 2のときも An,N は Deligne–Mumfordスタックになり粗モジュライ
スキームをもつことが証明からわかる．

注意 2.6 モジュライ問題に出てくる偏極やレベル構造の定義を変えることでより一
般の Siegelモジュラー多様体を考えることもできる．より一般の Siegelモジュラー
多様体でもレベルを十分大きくとると準射影的スキームで表現される．一方で，本
節で扱う Siegel モジュラー多様体が滑らかであることは，偏極として主偏極のみを
扱っていること，シンプレクティック・レベル構造を考えていることに基づく結果で
あり，一般には成立しない（例えばモジュラー曲線を考えよ）．
より一般の志村多様体 ShK(G,X)についても Gや K の条件により滑らかな整モ
デルをもつとは限らない．第 3節では滑らかな整モデルについて整正準モデルという
性質を導入し，その後は滑らかな整モデルをもつことが期待される条件を Gおよび
K に課して議論を行う．

注意 2.7 本稿の定義と文献の定義との関連について簡単に述べておこう．

• 定義 2.4 で導入した関手 An,N は SpecZ \ SpecZ[1/N ] 上では空である．シ
ンプレクティック・レベルN 構造の定義を変更して (Z/NZ)n

S ×µn
N,S と A[n]

を比べることにすると，対応する関手は SpecZ \ SpecZ[1/N ] 上でも空でな
く通常（ordinary）アーベル多様体をとらえることができる．
• Siegelモジュラー多様体のモジュライ問題は定義 2.4のようにアーベルスキー
ムの同型類を用いる他にも，同種類を用いる方法もある．モジュライの表現可
能性を示す際には同型類を用いる方が便利であるが，志村多様体の文脈では同
種類を考えることも多い．Siegelモジュラー多様体の同種類による解釈につい
ては定義 2.29を参照せよ．
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• 定義 2.4では主偏極の場合のみを扱っているが，より一般の偏極についてもモ
ジュライ問題を定めることができる．これについては定義 2.31も参照せよ．
• [MFK94] の本文ではシンプレクティック・レベル構造は考えていない
（[MFK94, Definition 7.2]）．なお付録（[MFK94, Appendix to Chapter
7-A]）では通常アーベル多様体をとらえるシンプレクティック・レベル構造の
モジュライ問題について簡単に解説している．
• [FC90]では 2箇所でややことなる定義が紹介されている（[FC90, I.1.8, IV.6.1-

6.2]）．[FC90, IV.6.1]のモジュライ問題は Z[1/N, ζN ]上で定義されている（1
の原始 N 乗根 ζN ∈ Cを固定している）．これは本稿の An,N を

An,N (S)→
(
SpecZ[1/N, ζN ]

)
(S) :

(
A, λ, (ηN , α)

)
7→ ηN (1) = ζN

により Z[1/N, ζN ]のモジュライ問題としてみれば一致する (Z[1/N ]スキーム
S について構造射 S → SpecZ[1/N, ζN ]を与えることは OS の 1の原始 N 乗
根を 1つ指定することに他ならない)．
• [GN09]の定義を主偏極の場合に考えたものは本稿の定義と一致する（[GN09,

2.3]）．
• [Lan13]では PEL構造付きのアーベルスキームのモジュライ問題を考えてい
る．本稿の定義 2.4との関連については [Lan13, 1.3.6.1]とその後の段落を参
照せよ．

以下では定理 2.5の証明の概略を述べる．まず第 2.2小節で Hilbertスキームの理
論と幾何学的不変式論を用いて An,N が準射影的スキームで表現されることをみる．
その後，第 2.3小節ではアーベルスキームの変形理論の結果を紹介し，An,N が滑ら
かであることをみる．なお第 2.4小節で定理 2.5の別証明の方針についても簡単に説
明している．

2.2 An,N の表現可能性の証明

この小節では [MFK94]にしたがって An,N の表現可能性の証明を紹介する．
S をスキームとし，π : A → S を S 上の相対次元 n のアーベルスキーム，P を

A×A∨ 上の Poincaré束とする．
まずアーベルスキームのコホモロジーについて思い出しておこう．
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定理 2.8 Lを A上の π に関して豊富な可逆層とする．このとき次が成り立つ．

(1) i > 0に対し，Riπ∗L = 0．
(2) π∗Lは S 上の局所自由層．
(3) L の定める偏極 φL : A → A∨ を考える．π∗L の階数を r とするとき，φL の
次数は r2 である．

(4) k ≥ 3に対して，E := π∗L⊗k は閉埋め込み A→ PS(E)を定める．

証明 [MFK94, Proposition 6.13]を参照せよ．なお S が代数閉体のスペクトラムの
ときは [Mum70, §16-17]にも説明がある．

さてAの主偏極 λ : A→ A∨が 1つ与えられたとする．λを用いてAの射影空間へ
の閉埋め込みを構成する議論を復習しよう．Lλ = (idA, λ)∗P および Eλ = π∗(L⊗3

λ )
とおく．このとき次が成り立つ．

命題 2.9 Eλ は S 上の階数 6n の局所自由層であり，閉埋め込み A ↪→ PS(Eλ)を定
める．またこの閉埋め込みの（変数 tについての）Hilbert多項式は 6ntn である．

証明には次の事実を用いる（例えば [MFK94, Proposition 6.10]を参照せよ）．

事実 2.10 Lλ の定める偏極 φLλ
: A→ A∨ は 2λに等しい．

命題 2.9の証明 事実 2.10より φL⊗3
λ

= 6λである．λは主偏極であったので 6λの
次数は 62n となる，よって，命題の前半の主張は定理 2.8 (2)-(4)よりしたがう．ま
た同様にして任意の k ≥ 1に対して Eλ = π∗(L⊗3k

λ )は階数 (6k)n = 6nkn の局所自
由層であり，さらに定理 2.8 (1)より i > 0に対して Riπ∗(L⊗3k

λ ) = 0となる．よっ
て，Hilbert多項式は 6ntn である．

簡単のためm = 6n − 1とおく．局所自由層 Eλ の自明化を固定することは S 同型
Φ: PS(Eλ) → Pm

S を定めることに他ならず，これは閉埋め込み A ↪→ PS(Eλ) → Pm
S

を定める．このような S 同型 Φ を A の線形剛化 (linear rigidification) とよぶ．
このとき対応する閉埋め込みの Hilbert多項式は (m+ 1)tn となる．
線形剛化があると A は Pm

S の閉部分スキームとみなせる．Hilbert 多項式が
(m + 1)tn となる Pm

S の閉部分スキームは Hilbert スキームにより表現されるので，
まずは An,N に出てくるデータ (A, λ, ηN )にさらに線形剛化 Φを加えたモジュライ
関手を考え，その表現可能性について調べることにする．
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定義 2.11 Hn,N : Sch/Z → Setをスキーム S に対し組 (A, λ, ηN ,Φ)の同型類を対
応させる関手とする．ただし，

• A→ S は相対次元 nのアーベルスキーム．
• λ : A→ A∨ は Aの主偏極．
• ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ]は Aのシンプレクティック・レベル N 構造．
• Φ: PS(Eλ)→ Pm

S は Aの線形剛化．

上の対応が関手を定めることをみるためには線形剛化が底変換と整合的であること
を示す必要がある．そのためには S 上の組 (A, λ, ηN ,Φ)とスキームの射 f : T → S

に対して，f∗Eλ
∼= Ef∗λ となることをいえばよい．これは定理 2.8 (1)と，コホモロ

ジーと底変換の定理からしたがう．また線形剛化を忘却することにより自然な関手の
射Hn,N → An,N があることに注意しよう．
さてHn,N の表現可能性については次が成り立つ．

定理 2.12 Hn,N は Z上準射影的なスキームで表現される．

定理 2.12は以下で述べる定理 2.15からしたがう．なお An,N の表現可能性を示す
には，射 Hn,N → An,N の「商をとること」に関する議論が必要なので，定理 2.15
の後に説明する．
定理 2.15 を述べるためにまずは Hilbert スキームについて復習しよう．詳細は

[Gro95]や [Nit05]を参照せよ．また [MFK94, § 0.5]にも要約がある．

定理 2.13 P (t)を有理数係数多項式とする．HilbP (t)
Pm : Sch/Z → Setをスキーム S

に対し次のデータの同型類のなす集合を対応させる関手とする．

S 上平坦な Pm
S の閉部分スキーム Z であって，任意の点 s ∈ S に対し閉埋め

込み Zs ⊂ Pm
s の Hilbert多項式が P (t)となるもの．

このとき HilbP (t)
Pm は Z上射影的なスキームによって表現される．これをHilbertス

キームという．

系 2.14 W ⊂ Pm ×HilbP (t)
Pm を普遍閉部分スキームとし，k 回ファイバー積

HilbP (t),k
Pm := W ×HilbP (t)

Pm
· · · ×HilbP (t)

Pm
W

を考える．このとき HilbP (t),k
Pm は Z 上射影的であり，スキーム S に対し，組
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(Z, σ1, . . . , σk) の同型類のなす集合を対応させる関手を表現する．ここで Z は
HilbP (t)

Pm (S)の元であり，σ1, . . . , σk : S → Z は構造射 Z → S の切断である．

Hn,N (S) の元 (A → S, λ, ηN ,Φ) が与えられたとする．アーベルスキーム
A → S の単位元を ε : S → A で表す．またシンプレクティック・レベル N 構造
ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ]と，(Z/NZ)2n の標準基底 (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)か
ら定まる 2n個の切断 S → Aを σ1, . . . , σ2n とおく．
以下では P (t) = (m+ 1)tn とおく．さて定理 2.15を述べよう．

定理 2.15 関手の射Hn,N → HilbP (t),2n+1
Pm を各スキーム S ごとに

(A→ S, λ, ηN ,Φ) 7−→ (A ↪→ PS(Eλ) Φ→ Pm
S , ε, σ1, . . . , σ2n)

と対応させることで定める．この射により Hn,N は HilbP (t),2n+1
Pm の局所閉部分ス

キームとして表現される．

定理 2.12は定理 2.15からただちにしたがうことに注意しておこう．

定理 2.15の証明の概略 まず写像 Hn,N (S) → HilbP (t),2n+1
Pm (S) が単射であるこ

とを示す．このためには (ΦA : A ↪→ PS(Eλ) Φ→ Pm
S , ε, σ1, . . . , σ2n) から (π : A →

S, λ, ηN ,Φ)が一意的に決まることをみればよい．
アーベルスキームの剛性定理（例えば [MFK94, Proposition 6.1]）より εを単位元
とする A 上のアーベルスキーム構造は一意的である．またシンプレクティック・レ
ベル N 構造 ηN も σ1, . . . , σ2n から一意的に定まる．

ΦA と εから λが復元されることをみる．ε∗Lλ = ε∗(idA, λ)∗P ∼= OS を用いると
Eλ および ΦA の定義より，

Φ∗
AOPm

S
(1) ∼= L⊗3

λ ⊗ π
∗ε∗Φ∗

AOPm
S

(1)

が成り立つことがわかる．これより

Φ∗
AOPm

S
(1)⊗ π∗ε∗Φ∗

AOPm
S

(−1) ∼= L⊗3
λ (2.1)

を得る．よって，ΦA と ε から L⊗3
λ が復元される．ここで事実 2.10 より φL⊗3

λ
=

6λ : A→ A∨ であり，Hom(A,A∨)はねじれ元をもたないので，λも ΦA と εから一
意的に定まることがわかる．Φも λと ΦA から一意的に定まるので，所望の単射性を
得る．
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さて Hn,N が HilbP (t),2n+1
Pm の局所閉部分スキームとして表現されることを示そ

う．H0 = HilbP (t),2n+1
Pm とおく．Hilbert スキーム H0 上の普遍閉部分スキーム

を Z0 ⊂ Pm
H0
，普遍切断を τ0, . . . , τ2n : H0 → Z0 とおく．また x ∈ H0 に対して

Z0 → H0 の xでのファイバーを Z0,x とかくことにする．
証明のポイントは局所閉部分スキームの列 H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ H6 であって，

H6 ∼= Hn,N を満たすものを構成することにある．以下では構成の概略を紹介する．
なお詳細は [MFK94, §7.2]を参照せよ*2．
部分関手 H1 ⊂ H0 を

H1 = {x ∈ H0 | Z0,x は滑らかかつ幾何的連結 }

で定める*3．これは H0 の開部分スキームを定める．
部分関手 H2 ⊂ H1 を

H2 = {x ∈ H1 | Z0,x は τ0(x)を単位元とするアーベル多様体の構造をもつ }

で定める．アーベル多様体の変形理論（次小節で述べる定理 2.25）よりH2 はH1 の
開かつ閉な部分スキームとなる．さらに A2 = Z0 ×H0 H2 とおくと，定理 2.25より
A2 → H2 は τ0 を単位元とするアーベルスキームになる．以下では τ0 を εとかくこ
とにする.
部分関手 H3 ⊂ H2 を

H3 = {x ∈ H2 | 任意の 1 ≤ i ≤ 2nに対して Nτi(x) = ε(x)}

で定めると，H3はH2の閉部分スキームとなる（対角閉部分スキーム∆ ⊂ A2×H2A2

を用いよ）．これは切断 τ1, . . . , τ2n が N 等分点となる跡である．
部分関手 H4 ⊂ H3 ⊗Z Z[1/N ] ⊂ H3 を

H4 = {x ∈ H3 ⊗Z Z[1/N ] | τ1(x), . . . , τ2n(x)は A2,x のシンプレクティック・
レベル N 構造を定める }

で定める．これは H3 の開部分スキームを定める．

*2 厳密には本稿の Hn,N と [MFK94] で扱う関手は定義が少し異なるので議論を修正する必要があ
る．

*3 正確には各スキーム S に対しH1(S)を定める必要があるが，以後このように略記することにする．
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次に偏極の条件を考える．アーベルスキーム A2 → H2のH4への制限を π : A4 →
H4 とおく．また普遍閉埋め込み A4 ↪→ Pm

H4
を ΦA4 とおく．A4 上の可逆層

L4 := Φ∗
A4
OPm

H4
(1)⊗ π∗ε∗Φ∗

A4
OPm

H4
(−1)

を考える（条件 (2.1) と比較せよ）．このとき次の条件を満たす閉部分スキーム
H5 ⊂ H4 が存在する（詳細は [MFK94, Proposition 6.11]）：

スキーム S について射 S → H4 が H5 を経由することと，S 上のアーベルス
キーム A4 ×H4 S の主偏極 λS が存在して L4|A4×H4 S

∼= L⊗3
λS
となることは同

値である．

最後に線形剛化の条件を考える．アーベルスキーム π : A4 → H4 の H5 への制限
を π : A5 → H5 とおく．同様に L4,ΦA4 の A5 への制限を L5,ΦA5 とおく．このと
き A5 は L5 ∼= L⊗3

λ5
を満たす偏極 λ5 : A5 → A∨

5 をもつ．L5 は定義より

L5 = Φ∗
A5
OPm

H5
(1)⊗ π∗ε∗Φ∗

A5
OPm

H5
(−1)

であるので，H5 上の層の射

H0(Pm
Z ,OPm

Z
(1)

)
⊗ ε∗Φ∗

A5
OPm

H5
(−1)→ π∗L⊗3

λ5
(2.2)

を得る．
開部分スキームH6 ⊂ H5 を射 (2.2)が同型になる跡として定める．A5, λ5,ΦA5 の

H6 上への制限を A6, λ6,ΦA6 とかくことにする．H6 上では同型射 (2.2)により同型
PH6(Eλ6)

∼=→ P
(
H0(Pm

Z ,OPm
Z

(1)
))
が定まる．このとき合成

A6 ↪→ PH6(Eλ6)
∼=→ P

(
H0(Pm

Z ,OPm
Z

(1)
))

は同一視 Pm
H6

= P
(
H0(Pm

Z ,OPm
Z

(1)
))
のもとで ΦA6 に一致する．これより関手の射

Hn,N → HilbP (t),2n+1
Pm = H0 は同型 Hn,N

∼= H6 ⊂ H0 を誘導することがわかる．
よって，Hn,N は HilbP (t),2n+1

Pm の局所閉部分スキームとして表現される．

An,N の表現可能性
さて N ≥ 3のときに An,N がスキームによって表現されることをみよう．
関手の射

Hn,N −→ An,N : (A, λ, ηN ,Φ) 7−→ (A, λ, ηN )
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を考える．今までの議論より Hn,N は Z 上準射影的なスキームで表現されることは
わかっている（定理 2.12）．
Hn,N −→ An,N のファイバーをみてみよう．各 (A, λ, ηN ) ∈ An,N (S) に対して

Aの線形剛化 Φ: PS(Eλ) → Pm
S が 1つ与えられたとする．S が連結ならば他の線形

剛化は AutS(Pm
S ) = PGL(m+ 1)の元 σ を用いて σ ◦ Φと一意的にかける．

この考察より大雑把には An,N は Hn,N の PGL(m + 1)による商として得られる
はずである．これは次のように定式化することができる：

命題 2.16（[MFK94, Proposition 7.6]） もしも Z 上準射影的なスキーム A と
PGL(m+ 1)捻子Hn,N → Aが存在するならば，Aは An,N を表現する．

命題の条件を満たす Aをスキームとして構成するためにはスキームの群作用によ
る商についての考察が必要になる．例えば PGL(m + 1)が自然に作用する Pm につ
いても，PGL(m + 1) による「良い商」はスキームの圏では存在しない．このよう
な問題に関連して Mumford は [MFK94] においてスキームの簡約群による商の研
究を行い，安定性という概念を導入した（幾何学的不変式論）．以下では Hn,N 上の
普遍アーベルスキームとそのレベル構造から定まる切断を用いて PGL(m + 1)捻子
Hn,N → A を構成するという Mumford の議論のあらすじを紹介する*4．鍵となる
のは次の事実である．簡単のため以下では Pm

Z を単に Pm とかく．

定理 2.17 m′ > mとする．次の条件により (Pm)m′+1の開部分スキーム (Pm)m′+1
stable

を定めることができる．
(Pm)m′+1 の幾何的点 x = (x(0), . . . , x(m′))が任意の線形部分空間 L ⊊ Pm

k(x) に対
して

|{x(i) ∈ L}|
m′ + 1

<
dimL+ 1
m+ 1

を満たすとき x ∈ (Pm)m′+1
stable とする．

さらに，このとき Z 上の準射影的スキーム Xm′ であって，PGL(m + 1) 捻子
(Pm)m′+1

stable → Xm′ を定めるものが存在する．

証明は [MFK94, Theorem 3.8]を参照せよ．なお [Hid04, §6.2]にも Siegelモジュ

*4 Mumford の議論ではレベル構造という補助的なデータを用いて商の議論を行っているので，完全
に幾何学的不変式論にのっとった証明とはいえないかもしれない．より幾何学的不変式論らしい議
論については [MFK94, Appendix to Chapter 4 C]およびその参考文献をみられたい．
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ラー多様体の議論に必要となる幾何学的不変式論の基礎が簡潔に説明されている．
大雑把には (Pm)m′+1 の中で PGL(m + 1) による「良い商」がとれる開部分ス
キームが (Pm)m′+1

stable である．よって適切な m′ について PGL(m + 1) 同変な射
Hn,N → (Pm)m′+1

stable を構成したい．そのためにシンプレクティック・レベル N 構造
を用いる．
Zn,N → Hn,N を普遍アーベルスキームとし，ηN : (Z/NZ)2n

Hn,N
→ Zn,N [N ]をそ

のシンプレクティック・レベル N 構造とする．Zn,N は自然に PGL(m + 1)同変な
埋め込み Zn,N → Pm

Hn,N
をもつ（ただし PGL(m + 1)は Pm

Hn,N
= Pm ×Z Hn,N の

両方に作用する）．
各 x ∈ (Z/NZ)2n はスキームの射

φx : Hn,N
x−→ (Z/NZ)2n

Hn,N

ηN−→ Zn,N −→ Pm
Hn,N

−→ Pm

を定めることに注意しよう．

定理 2.18 N > 6n
√
n!のとき，∏

x∈(Z/NZ)n

φx : Hn,N → (Pm)N2n

は PGL(m+ 1)同変な射 φ : Hn,N → (Pm)N2n

stable を誘導する．

証明 [MFK94, Proposition 7.7, Theorem 7.8]を参照せよ．

系 2.19 N > 6n
√
n!のとき，An,N は Z上の準射影的スキームで表現される．

証明の概略 証明の方針を述べる（詳細は [MFK94, Propositions 7.1, 7.4]を参照せ
よ）．φ : Hn,N → (Pm)N2n

stable は PGL(m+ 1)同変であるので，次の可換図式を得る．

PGL(m+ 1)×Hn,N

act
��

pr2

��

id×φ
// PGL(m+ 1)× (Pm)N2n

stable

act
��

pr2

��

Hn,N
φ

// (Pm)N2n

stable.

定理 2.17より PGL(m+ 1)捻子 (Pm)N2n

stable → XN2n−1 が存在するので，PGL(m+
1) × (Pm)N2n

stable
∼= (Pm)N2n

stable ×XN2n−1
(Pm)N2n

stable を得る．この図式と同型を用いる
ことで Hn,N に（射 (Pm)N2n

stable → XN2n−1 に関する）降下データを定めることがで
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き，さらにHn,N 上の豊富な可逆層について議論をすることで，降下データが効果的
であることがわかる．
よって降下の議論により Z上準射影的なスキームAと PGL(m+ 1)捻子Hn,N →
Aが存在することがわかり，命題 2.16とあわせて主張がしたがう．

N ≤ 6n
√
n! のときは次の Serre の剛性補題を用いる（証明は [Mum70, §21

Theorem 5]を参照せよ）．

補題 2.20（Serreの剛性補題） N ≥ 3のとき，代数閉体上のアーベル多様体 A上
の自己同型で A[N ]に自明に作用するものは恒等射のみである．

3 ≤ N ≤ 6n
√
n!のときは Serreの剛性補題により，大きな N ′ に対応する An,N ′

の有限群による商として An,N が表現される．なお構成より An,N は準射影的で
ある．
以上より N ≥ 3 のとき An,N が準射影的スキームで表現されることがわかった．
なお証明より N = 1, 2のときも An,N は Deligne–Mumford スタックで表現される
ことがわかる．

2.3 An,N の平滑性の証明

前小節でAn,N は Z上準射影的なスキームで表現されることを示した．定理 2.5を
示すために本小節では An,N → SpecZが滑らかであることを示す．この射は準射影
的であるので，特に有限表示である．よって，この射が形式的に滑らかであることを
示せば十分である．射 An,N → SpecZが SpecZ[1/N ]を経由することにから，次を
示せば十分である．

Rを N が可逆な Artin局所環とする．Rのイデアル I で I2 = 0を満たすも
のをとり，閉埋め込み S0 = SpecR/I ↪→ S = SpecR を考える．このとき
S0 ↪→ S を合成して得られる自然な写像 Hom(S,An,N )→ Hom(S0,An,N )は
全射である．

An,N のモジュライ問題を思い出すと，これは次のように言い換えられる．

上と同じ状況 S0 = SpecR/I ↪→ S = SpecR を考える．相対次元 n のアー
ベルスキーム A0 → S0，A0 の主偏極 λ0 : A0 → A∨

0 および A0 のシンプレ
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クティック・レベル N 構造 ηN,0 : (Z/NZ)2n
S0
→ A0[N ] が与えられていると

する．
このとき相対次元 nのアーベルスキーム A → S，Aの主偏極 λ : A → A∨ お
よび Aのシンプレクティック・レベルN 構造 ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ]であっ
て，(A, λ, ηN )×S S0 ∼= (A0, λ0, ηN,0) を満たすものが存在する．

以下ではアーベルスキームおよび主偏極付きアーベルスキームの持ち上げについて
の結果を紹介し，An,N が滑らかであることをみる．その後は，アーベルスキームの
付加構造の持ち上げについての記述や，局所モジュライ問題についても簡単に紹介
する．

アーベルスキームの変形理論
アーベルスキームの持ち上げについて考えよう．
R ↠ R0 を核 I が冪零である全射環準同型とし，S0 ↪→ S を対応するアフィンス
キームの閉埋め込みとする．

定義 2.21 アーベルスキーム A0 → S0 の S への持ち上げとは，アーベルスキーム
A→ S と S0 群スキームの同型 A×S S0 ∼= A0 の組のことをいう．

以下では Aが A0 の持ち上げであるなどともいう．同様に偏極付きアーベルスキー
ム (A0 → S0, λ0 : A0 → A∨

0 )の持ち上げも定義できる．
アーベルスキームの持ち上げについては次が成り立つ．

定理 2.22 (1) 任意のアーベルスキーム A0 → S0 は S への持ち上げをもつ．
(2) A0 → S0 をアーベルスキームとし，λ0 : A0 → A∨

0 をその偏極とする．このと
き Kerλ0 が S0 上エタールならば，偏極付きアーベルスキーム (A0, λ0)の持
ち上げは存在する．

定理 2.22 (2)において λ0 が主偏極ならば仮定が満たされることに注意しよう．

証明 証明は [Oor71, 2.4.1]や [Lan13, 2.2.4.4]を参照せよ．以下では証明の鍵とな
る変形理論の考え方を簡単に説明する．I2 = 0のときに示せば十分である．
一般に滑らかな射 f : X → Y は局所的にはエタール射とアフィン空間の射影

An
Y → Y でかけることを思い出そう．Y = S0 のとき，An

S0
→ S0 は持ち上げ

An
S → S をもち，さらに An

S0
→ An

S は冪零イデアルによる閉埋め込みなので，An
S0
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上のエタールスキームのなす圏と，An
S 上のエタールスキームのなす圏とは圏同値で

ある．よって，滑らかなスキーム f0 : X0 → S0 に対しては次が成り立つ．

X0 のアフィン開被覆 {U0i}であって，各 fU0i : U0i → S0 は S への持ち上げ
fi : Ui → S をもつものが存在する．

もしも {U0i → S0}および fi : Ui → S をうまくとることで，Ui を貼り合わせるこ
とができれば，f0 : X0 → S0 の持ち上げを得ることができる．もちろん一般には貼
り合わせがうまく行くわけではないが，「貼り合わせのずれ」をコホモロジーの元と
して定式化することでX0 → S0 の S への持ち上げが存在する条件を記述することが
できる（詳細は [SGA1, III-6] をみよ．また [Oor71, 2.2.5] や [Lan13, 2.1.2.2] ある
いは [Ill05]にも解説がある）．
X0 がアーベルスキームのときは，その群構造を用いることで，変形の障害類が消
えることを示すことができ，定理 2.22 (1)がしたがう．

アーベルスキームの変形理論の帰結を述べておこう．なお定理 2.25は定理 2.15の
証明で使われていたものである．
S を連結な局所ネータースキームとし，X → S を射影的かつ滑らかな射とする．
さらに切断 ε : S → X が与えられているとする．

命題 2.23 関手 F : Sch/S → Setを S スキーム f : T → S に対し，(ε ◦ f, idT )を単
位元とする X ×S T 上のアーベルスキームの構造の同型類を対応させるものとして
定めると，F は S の開部分スキームにより表現される，

証明 [MFK94, Proposition 6.16]を参照せよ．

また Néronモデルの議論より次がわかる（なお Néronモデルについては定義 3.7
で簡単に復習する）．

命題 2.24 S が離散付値環 Rに対応するアフィンスキームであるとし，η をその生
成点とする．もしもXη が ε(η)を単位元とする FracR上のアーベル多様体の構造を
もつならば X は εを単位元とするアーベル多様体の構造をもつ．

これらを組み合わせることで次を得る．

定理 2.25 S を連結な局所ネータースキームとする．π : X → S を射影的かつ滑ら
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かな射とし，ε : S → X を π の切断とする．このとき，ある S の幾何学的点 sに対
してXs が ε(s)を単位元とする k(s)上のアーベル多様体の構造をもつならば，X は
εを単位元とする S 上のアーベルスキームの構造をもつ．

証明 命題 2.23の記法の元で F = S を示せばよい．命題 2.23より F は S の開集合
である．一方で，命題 2.24より F は S の閉集合である．仮定より S は連結であり，
F は空でないので F = S を得る．

An,N の平滑性
さて今までの議論を用いて An,N → SpecZが滑らかであることを示そう．
Rを N が可逆な Artin局所環とする．Rのイデアル I で I2 = 0を満たすものを
とり，閉埋め込み S0 = SpecR/I ↪→ S = SpecRを考える．相対次元 nのアーベル
スキーム A0 → S0，A0 の主偏極 λ0 : A0 → A∨

0 および A0 のシンプレクティック・
レベル N 構造 ηN,0 : (Z/NZ)2n

S0
→ A0[N ]が与えられているとする．

このとき相対次元 n のアーベルスキーム A → S，A の主偏極 λ : A → A∨ お
よび A のシンプレクティック・レベル N 構造 ηN : (Z/NZ)2n

S → A[N ] であって，
(A, λ, ηN )×S S0 ∼= (A0, λ0, ηN,0) を満たすものが存在することを示せばよい．
定理 2.22 (2)より組 (A0, λ0)の S への持ち上げ (A, λ)は存在する．あとはこの状
況で η0 の持ち上げが存在することを示せばよい．N は S で可逆なので A[N ] は S

上有限エタールである．S0 ↪→ S は普遍同相な閉埋め込みなので，S 上有限エター
ルなスキームのなす圏と S0 上有限エタールなスキームのなす圏とは圏同値となる．
よって，S0 群スキーム同型 ηN,0 : (Z/NZ)2n

S0
→ A0[N ] はある S 群スキームの同型

ηN : (Z/NZ)2n
S → A[N ]に持ち上がり，Aのシンプレクティック・レベル N 構造を

定める．以上より主張が示された．
前小節の内容と合わせることで定理 2.5の証明が完了した．

最後にアーベルスキームの持ち上げについて関連する話題をまとめる．これは第 4
節（主張 4.14）で用いられる．

アーベルスキームの付加構造の持ち上げ
S0 = SpecR/I ↪→ S = SpecR がアフィンスキームの閉埋め込みで，定義イデア
ル I は I2 = 0を満たすとする．A0 → S0 をアーベルスキームとするとき定理 2.22
より A0 の持ち上げは存在する．このとき A0 の持ち上げや，その偏極や自己準同型
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の持ち上げをより簡単に記述することはできないだろうか．ここではその問いについ
て 1つの解答を与える．なおこれは付録 Aで述べる Grothendieck–Messing理論の
雛形にもなっている．

定理 2.26 S0 = SpecR/I ↪→ S = SpecRがアフィンスキームの閉埋め込みで，定
義イデアル I は I2 = 0を満たすとする．A0 → S0 をアーベルスキームとするとき，
以下が成り立つ．

(1) A,A′ を A0 の S への持ち上げとする．このとき局所自由 R加群の自然な同型
H1

dR(A/S) ∼= H1
dR(A′/S) が存在する．そこで A0 の S への持ち上げ A を 1

つとり，D(A0)S = H1
dR(A/S)とおくと，これは A0 の持ち上げのとりかたに

よらない．このとき，さらに D(A0)S ⊗OS
OS0 = H1

dR(A0/S0) が成り立つ．
(2) 任意の A0 の S への持ち上げ A に対し，Hodge フィルトレーション Fil1 =

H0(A,Ω1
A/S) = (LieA/S)∗ ⊂ D(A0)S は D(A0)S の許容フィルトレーション

である．ただし Fil1 が D(A0)S の局所自由 OS 部分加群で，その商もまた局
所自由 OS 加群であり，Fil1 ⊂ D(A0)S の S0 の引き戻しは (LieA0/S0)∗ ⊂
H1

dR(A0/S0)に一致するとき，Fil1 を許容フィルトレーションという．
(3) 関手

(A→ S) 7−→
(
A×S S0, (LieA/S)∗ ⊂ D(A×S S0)S

)
は S 上のアーベルスキームのなす圏と，S0 上のアーベルスキーム A0 と
D(A0)S の許容フィルトレーションの組 (A0,Fil1 ⊂ D(A0)S)のなす圏との圏
同値を与える．

(4) 偏極 λ0 : A0 → A∨
0 であって，Kerλ0 が S0 上エタールなものが与えられた

とする．このとき λ0 は D(A0)S の完全ペアリング 〈 , 〉λ0 を定める．さらに
A0 の S への持ち上げ A について，λ0 が A 上の偏極に持ち上がることと，
(LieA/S)∗ が D(A0)S の 〈 , 〉λ0 に関する完全等方部分加群になることは同値
である．

注意 2.27 定理の定式化は [Lan13, 2.2.4.8]に沿った（なお [Lan13]では de Rham
ホモロジーを用いているが，ここではあとの都合に合わせて de Rham コホモロジー
を使っている）．付録 A.2 で紹介する Grothendieck–Messing 理論と違い，素数や
PD構造についての条件がないことに注意しよう．実際，モジュライ問題を考えると
きにはこの定理が使いやすく，[Lan13]ではこの定理のみで変形理論に関する議論は
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済ましている．
定理 2.26の S がアフィンであるという仮定は証明において「アフィンスキームの
準連接層の高次コホモロジーは 0である」という形で用いられる．正標数でアフィン
とは限らない状況においても PD構造（定義 A.11，注意 A.15）を用いることで定理
2.26のような主張を示すことができる．
なお Kisinによる志村多様体の整正準モデルの存在の証明では変形環の記述を整 p

進 Hodge 理論を用いて，志村データと結びつける必要があるため，Grothendieck–
Messing理論を使っている（定理 5.1，定理 5.4および第 5.2小節）．

2.4 Siegelモジュラー多様体についての補足

代数的スタックとコンパクト化を使う証明について
本稿では定理 2.5の証明としてMumfordによる幾何学的不変式論を用いた議論を
紹介した．証明は次の 3つのステップからなったことを思い出そう．

• 線形剛化も含めたモジュライ問題Hn,N を考え，その表現可能性を Hilbertス
キームの理論により示す．
• 安定性の議論を行いHn,N の商として An,N の表現可能性を議論する．
• アーベルスキームとその付加構造の変形理論を考えることで平滑性を示す．

他にも代数的スタックとコンパクト化を使うことで定理 2.5を示すことができる．
おおまかには次の 3つのステップにわけて証明される．

• An,N の局所モジュライ問題を考え，アーベルスキームとその付加構造の変形
理論を用いて，その表現可能性（prorepresentability）と形式的平滑性を示す．
• Artin の定理を用いて An,N が Deligne–Mumford スタックになることを示
す*5：これは An,N の局所モジュライ問題についての上記の考察と，An,N の
簡単な性質を確かめるだけでよい（さらにN ≥ 3のときは Serreの補題より代
数的空間になる）．なお本稿の議論のように Artin の定理の代わりに Hilbert
スキームの理論を使って An,N が Deligne–Mumfordスタックになることを示
すこともできる（[FC90, I.4.11]）．

*5 厳密にはここで考える An,N は category fibered in groupoidsである．
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• An,N の最小コンパクト化を考え，それが射影的スキームとなることを示す．
この事実より N ≥ 3のときに An,N がスキームとなることを導く．

このうち最初の 2つについては見通しよく議論することができるので，An,N が代数
的空間であることを示すだけでいいならこの方針の方が簡明だろう．ただし，さらに
スキームであることをいうには最小コンパクト化を考える必要があり，そのためには
別のコンパクト化（トロイダルコンパクト化）も必要となるので，結果としては本稿
の方法のほうが簡単かもしれない．代数的スタックとコンパクト化を使う方針につい
ては [FC90]と [Lan13]を参照されたい．

An,N の性質

命題 2.28 M,N を 3以上の自然数とし，さらに N がM を割り切るとする．この
とき，自然な射 An,M → An,N はエタールである．

証明 問題の射は An,M → An,N ⊗ Z[1/M ] ↪→ An,N とかける．Serre の剛性
補題より An,M → An,N ⊗ Z[1/M ] は An,M の有限群 Ker

(
GSp2n(Z/MZ) →

GSp2n(Z/NZ)
)
の自由な作用による商となることがわかる．よってこの射はエ

タールであり，2つ目の射は開埋め込みであるのでよい．

同種類による解釈
定義 2.4では主偏極付きアーベルスキームの同型類によりモジュライ問題を定式化
した．一方で，同種類によりモジュライ問題を定式化することも可能であり，志村多
様体の文脈では同種類を考えることも多い．以後の話のためにも同種類による解釈を
復習しよう．詳細は [越川]を参照せよ．

GSp2n(Af )のコンパクト開部分群K を 1つとる．

定義 2.29 モジュライ関手 An,K : Sch/Z −→ Set をスキーム S に対し組 (A, λ, η)
の同種類を対応させるものとする．ただし，

• A→ S は相対次元 nのアーベルスキーム．
• λ : A→ A∨ は Aの主偏極．
• ηは AのレベルK 構造．すなわち，S が連結のときはシンプレクティック Af
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加群の同型

η :
(
(Af )2n,Af , estd

) ∼=−→
(
H1(As,Af ),Af (1), eλ

)
の K 軌道 η = ηK であって，π1(S, s) の作用によって保たれるもの．ここ
で s は S の幾何的点であり，H1(As,Af ) は As の Tate Af 加群 VfAs :=(∏

` T`As

)
⊗Z Qを π1(S, s)加群とみなしたもの．S が連結でないときは，連

結成分ごとに考える*6．

K として主合同部分群K(N) = Ker
(
GSp2n(Ẑ)→ GSp2n(Z/NZ)

)
をとると次が

成り立つ．

命題 2.30 自然な関手の同型 An,K(N) ∼= An,N がある．

証明 [越川, 注意 4.7]を参照せよ．

一般の偏極からなる Siegelモジュラー多様体
定義 2.4ではモジュライ問題として主偏極付きのアーベルスキームのみを考えた．
一般の偏極付きアーベルスキームのなすモジュライ問題については [Lan13] で扱わ
れている（特に [Lan13, §1.3.6]）．[Lan13] で考察されているように一般の偏極を考
える場合には，シンプレクティック・レベル構造に「持ち上げ条件」を課す必要が
ある．ここでは Z(p) 上のモジュライ問題に制限して，一般の偏極からなる Siegelモ
ジュラー多様体について触れておく*7．詳細は [Lan13]を参照されたい．

(Λ,Z, 〈 , 〉) をシンプレクティック Z 加群とする．さらに 〈 , 〉 : Λ × Λ → Z は
非退化，すなわち，〈 , 〉 は単射 Λ ↪→ Λ∨ := HomZ(Λ,Z) を誘導すると仮定する．
rank Λ = 2n, |Λ∨/Λ| = d2 とおく*8．以後，簡単のため (Λ,Z, 〈 , 〉)を Λで表す．
N を正整数とする．pを dN と互いに素な素数とする．Λ/NΛで Λから定まるシ
ンプレクティック Z/NZ加群 (Λ/NΛ,Z/NZ, 〈 , 〉)を表すことにする，

定義 2.31 関手 AΛ,N,p : Sch/Z(p) −→ Set を Z(p) スキーム S に対し組 (A, λ, ηN )
の同型類を対応させるものとする．ただし，

*6 局所ネータースキームのみを考えていることを思い出そう．
*7 第 5.1小節で必要となる．
*8 Λ はシンプレクティック構造をもつので，その階数は偶数である．また，|Λ∨/Λ| は 〈 , 〉 に対応す
る交代行列の行列式の絶対値に等しい．パフィアンの理論より，これは平方数となる．
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• A→ S は相対次元 nのアーベルスキーム．
• λ : A→ A∨ は次数が pと素な Aの偏極．
• ηN : (Λ/NΛ)S → A[N ] は A のシンプレクティック・レベル N 構造であっ
て，持ち上げ条件を満たすものとする．ただしシンプレクティック・レベ
ル N 構造 ηN が持ち上げ条件を満たすとは，各 S の連結成分ごとにある幾
何的点 s が存在して次が成り立つことをいう．シンプレクティック Z/NZ
加群の同型 ηN,s : Λ/NΛ → As[N ] はシンプレクティック Ẑp 加群の同型
ηs : Λ⊗Z Ẑp → H1(As, Ẑp) :=

∏
6̀=p T`As に持ち上がる．

組 (A, λ, ηN )と (A′, λ′, η′
N )が同型であるとは，アーベルスキームの同型 f : A→ A′

であって，λ = f∨ ◦ λ′ ◦ f および η′
N = f ◦ ηN を満たすものが存在することをいう．

なおシンプレクティック・レベル N 構造の存在より，偏極 λの次数は d2 となる．

注意 2.32 (Λ,Z, 〈 , 〉) = (Z2n,Z, estd) のとき，AΛ,N,p はAn,N ⊗Z Z(p) に他ならな
い．これをみるためには，Z(p) スキーム S 上の主偏極付きアーベル多様体 (A, λ)と
そのシンプレクティック・レベル N 構造 ηN : (Λ/NΛ)S → A[N ] が与えられたとし
て，ηN が持ち上げ条件を満たすことをいえばよい．S の幾何的点 sに対して，シン
プレクティック Ẑp 加群 (H1(As, Ẑp), Ẑp(1), eλ)を考える．λは主偏極なので，シン
プレクティック Ẑp 加群の同型

((Ẑp)2n, Ẑp, estd) η′

−→ (H1(As, Ẑp), Ẑp(1), eλ)

が存在する．このときある g ∈ GSp2n(Z/NZ)が存在して，η′ ⊗Ẑp Z/NZ = ηN ◦ g
とかける．GSp2n(Ẑp) → GSp2n(Z/NZ) は全射なので，g の GSp2n(Ẑp) への持ち
上げ g′ を 1つとると，η′ ◦ (g′)−1 が ηN の持ち上げを与える．

定理 2.33 N ≥ 3のとき，AΛ,N,p は滑らかな準射影的 Z(p) スキームで表現される．

証明は定理 2.5の証明と本質的に同じである．なお表現可能性については [MFK94]
も，平滑性については [Lan13, 2.2.4.13]も参考にせよ（[MFK94, §7.2]の記法An,d,N

を用いると，本稿の関手 AΛ,N,p は An,d,N ⊗Z Z(p) の（シンプレクティック条件から
定まる）開かつ閉な部分スキームにより表現される）．

注意 2.34 主偏極とは限らない場合でも同種類によりモジュライ問題を定式化し，
レベルが大きいときには準射影的スキームにより表現されることを示すことができ
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る．詳細は例えば [Lan13] をみよ．なお一般には Siegel モジュラー多様体はレベル
および偏極の次数が可逆なスキーム上でのみ滑らかになる（定理 2.33 の設定では p

は dN と互いに素であり，Z上ではなく Z(p) 上でモジュライ問題を考えているので
平滑性がしたがう）．

3 志村多様体の整正準モデル
前節でみたように Siegelモジュラー多様体は Z上の準射影的なスキームとみなせ
る．これを志村多様体の文脈で考えると，Qスキーム ShK(N)(GSp2n,H

±
n )は自然な

Z上の整モデル An,N をもつと言い換えられる．同様のことを一般の志村多様体で考
えよう．
そもそもなぜ志村多様体の整モデルを考えるのだろうか？その理由の 1つは整モデ
ルにより志村多様体の法 pでの還元を考えられることである．例えば志村多様体のエ
タールコホモロジーから得られる Galois表現を調べる際には志村多様体の法 pでの
還元の幾何を調べることが重要な役割を果たす（[三枝]）．なおこのような手法を用い
る際には各素数 pに対して Z(p) 上のモデルを考えれば十分である*9．よって，以後
は Z(p) などの局所環上のモデルを考えることにする．
それでは「自然な整モデル」を定める方法はあるだろうか？モジュラー曲線や

Siegelモジュラー多様体 ShK(N)(GSp2n,H
±
n )の例のように，考えている志村多様体

が Z上や Z(p) 上で自然なモジュライ解釈をもてば，そのモジュライ問題を表現する
スキームをもって自然な整モデルとするというのが 1つの方法だろう．
本節の方法はこれとは異なり普遍性による定義を用いる．よい還元をもつ素点での
志村多様体の整モデルについては，整正準モデルという延長条件についての普遍性で
特徴付けられるよい整モデルの定義が提唱されている．そこで本節は整正準モデルの
定義を紹介し，Siegelモジュラー多様体の整モデルが整正準モデルになることを証明
する*10．
本節に続く第 4節では不分岐 PEL型志村多様体が整正準モデルをもつことをみる．
このクラスの志村多様体は応用上よく使われるもので，Siegelモジュラー多様体の場

*9 もちろん Z上のモデルを考えることも重要であり，例えば [Lov17]といった研究もある．
*10 なお技術的な問題によりいくつか異なる整正準モデルの定義が提唱されている．本項では簡単のた
めリフレックス体上の不分岐な素点でのモデルについてのみ考える (この場合は様々な文献の定義
が一致する)．
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合と同様に実際にモジュライ問題を考えることで，整正準モデルの存在をいう．そし
て第 5節ではアーベル型志村多様体が整正準モデルをもつという結果を紹介する．

(G,X)を志村データとし，E = E(G,X)をそのリフレックス体とする．pを素数
とし，pの上にある E の素点 v を 1つとる．また G(Qp)のコンパクト開部分群 Kp

を 1つとり，

ShKp
(G,X) = Sh(G,X)/Kp = lim←−

Kp

ShKpKp(G,X)

とおく．ShKp
(G,X)は G(Ap

f )の連続作用をもつ E 上のスキームである．
ただしスキーム S への G(Ap

f ) の作用が連続であるとは，共終な G(Ap
f ) のコンパ

クト開部分群の集合 {Kp}で添字付けられた，推移射が有限射となるスキームの射影
系 (SKp)Kp が存在して S = lim←−Kp

SKp とかけ，さらに各 g ∈ G(Ap
f )と Kp に対し

射 ρKp(g) : SKp → Sg−1Kpg が存在して次を満たすことをいう：

(1) k ∈ Kp ならば ρKp(k) = idSKp となる．
(2) K ′p がKp の正規部分群のときは (ρK′p(k))k∈Kp が SK′p への有限群Kp/K ′p

の作用を定め，さらに SK′p/(Kp/K ′p) ∼= SKp となる．

さっそく志村多様体の整正準モデルを定義しよう．

定義 3.1 O で局所環 OE,(v) または完備局所環 OEv をあらわすことにする．

(1) ShKp
(G,X)の O上の整モデルとは，G(Ap

f )の連続作用付きの忠実平坦 Oス
キーム S と，G(Ap

f )同変な同型 S Frac O ∼= ShKp
(G,X) ⊗ FracO の組のこ

とである*11．
(2) ShKp(G,X)のO上の整モデルS が滑らかであるとは，G(Ap

f )のあるコンパ
クト開部分群Kp

0 が存在して，任意のコンパクト開部分群Kp
1 ⊂ K

p
2 ⊂ K

p
0 に

対して S /Kp
1 が滑らかな O スキームであり，S /Kp

1 −→ S /Kp
2 がエター

ル射となることをいう．
(3) ShKp(G,X) の O 上の整モデル S が延長条件 (extension property) を満た
すとは，任意の O 上形式的滑らかな正則スキーム T に対して射 TFrac O →
S Frac O が O 上の射 T → S に一意的に延長されることをいう.

*11 S Frac O := S ⊗O Frac O とおいた．以下ではスキームや加群の係数拡大に関するこのような略
記を断りなく用いる．
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(4) 延長条件を満たす滑らかな整モデルを整正準モデルという．

定義より整正準モデルは滑らかであるので，「よい還元をもつ素点での志村多様体
の整モデル」を考えている．また定義 3.1 (3)において試験スキーム T は O 上有限
型でなくてもいいことに注意しよう．

注意 3.2 より一般の状況では，延長条件の定義に用いる試験スキームのクラスを修
正する必要があり，文献により定義が異なることがある（[Moo98, 3.4, 3.9]）．

次の命題から整正準モデルは普遍性で特徴付けられた「自然な整モデル」であるこ
とがわかる．

命題 3.3 滑らかな整モデルは O 上形式的滑らかな正則スキームである．特に整正
準モデルは存在すれば同型の差を除いて一意的である．

証明 後半の主張は前半の主張よりしたがう．よって，前半の主張を示す．S =
lim←−Kp

S Kp を ShKp
(G,X)の滑らかな整モデルとする．

S がO上形式的に滑らかであることは，十分小さいKp に対してS Kp がO上滑
らかであることからしたがう．

S が正則スキームであることを示す．S の点 s を任意にとり，s の SKp におけ
る像を sKp とおく．このとき OS ,s = lim−→Kp

O(S Kp ),sKp となる．R := OS ,s とお
く．G(Ap

f ) のコンパクト開部分群 Kp
0 を一つ固定する．すると各 Kp ⊂ Kp

0 に対
し S Kp → S Kp

0
はエタールである．よって，R0 := O(S K

p
0

),sK
p
0
とおき，R0 の強

Hensel 化を Rsh
0 とおくと，R0 ⊂ R ⊂ Rsh

0 となる．ここで R0 および Rsh
0 はネー

ター局所環である．これより R がネーター局所環で，その強 Hensel 化が Rsh
0 とな

ることが示せる（詳細は [Mil92, 2.4]を参照せよ）．
R が正則であることを示すには R の極大イデアル m が dimR 個の元で生成され
ることをみればよい．ここで dimR = dimRsh

0 = dimR0 であり，mは R0 の極大イ
デアルの生成元で生成される．よって R0 の正則性より Rの正則性もしたがう．

さて滑らかな整モデルが期待されるような GやKp の性質を定式化しよう．

定義 3.4 F を Qp の有限拡大体とする．F 上の簡約群 G が不分岐であるとは，G
が F 上準分裂であり，かつ F のある不分岐拡大上で分裂することをいう．F の剰余
体は有限体であるので，G が不分岐であることと，G を一般ファイバーとしてもつ
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OF 上の簡約群 GOF
が存在することは同値である*12．このとき K = GOF

(OF )は
G（の F 値点のなす群）のコンパクト開部分群になる．このようにして得られる G

のコンパクト開部分群を超特殊部分群 (hyperspecial subgroup)という．
また K は極大コンパクト開部分群になることが知られている．なお通常は

Bruhat–Tits の building の理論を用いて超特殊部分群を定義する．詳細について
は [Tit79, 3.8]を参照せよ．

第 5節では，アーベル型の志村データ (G,X)であって，G⊗QQpが不分岐かつKp

が G(Qp)の超特殊部分群のときに整正準モデルが存在することをみる（定理 5.1）．

例 3.5 Qp 上のシンプレクティック空間 (V, ψ)から定まる一般斜交群GSp(V, ψ)に
対して，V の Zp 格子 VZp

の固定部分群として得られる極大コンパクト開部分群 K

を考える．このときK が超特殊部分群であることと VZp が ψ について自己双対であ
ることは同値である．

命題 3.6 GQp
が不分岐であるとする．このときリフレックス体 E = E(G,X)の素

点 v で pの上にあるものは常に Q上不分岐である．

証明 [Mil94, 4.7]をみよ．

本節の残りでは第 2 節で考察した Siegel モジュラー多様体が整正準モデルを与え
ることを示す（定理 3.14）. その証明のために Néronモデルとアーベルスキームの延
長について復習しよう．

Néronモデルとアーベル多様体のよい還元
Rを Dedekind整域とし，Lをその商体とする．S = SpecRとおく．

定義 3.7 AL を L上のアーベル多様体とする．AL の R 上の Néronモデルとは，
滑らかかつ分離的有限型 S スキーム A→ S と L同型 A×S L ∼= AL の組であって，
次の延長条件を満たすもののことをいう．

任意の滑らかな S スキーム T に対して Lスキームの射 TL → AL が S スキー
ムの射 T → Aに一意的に延長される．

*12 例えば https://mathoverflow.net/a/184548を参照せよ．
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延長条件より AL の Néronモデル Aは存在すれば一意的であり，さらに Aは L同
型 A ×S L ∼= AL を群スキームの同型とするような S 群スキームの構造が唯一存在
する．

定理 3.8 AL を L上のアーベル多様体とする．このとき AL の R上の Néronモデ
ルは存在する．

証明 [BLR90]を参照せよ．

定義 3.9 R が離散付値環であるとする．L 上のアーベル多様体 AL が R におい
てよい還元をもつとは，R上の Néronモデルが固有であることをいう．これは R上
のアーベルスキーム Aであって，A×R L ∼= AL を満たすものが存在することと同値
である（そのようなアーベルスキーム Aは AL の Néronモデルになる）．
一般に R が Dedekind 整域で，R の極大イデアル p が与えられているとする，L
上のアーベル多様体が Rp においてよい還元をもつとき，そのアーベル多様体は pに
おいてよい還元をもつという．

R が離散付値環とする．より一般に L 上の固有かつ滑らかなスキーム XL が
R においてよい還元をもつとは，R 上の固有かつ滑らかなスキーム X と L 同型
X ×R L ∼= XL が存在することをいう．L上のアーベル多様体についてはこれら 2つ
の定義は同値である．
Rが離散付値環であるとし，Rの剰余体を kとおく．`を kの標数と異なる素数と
する．L上のアーベル多様体ALがRにおいてよい還元をもつかどうかは，̀ 進 Tate
加群 T`AL への Galois群 Gal(Lsep/L)の作用により判定できる．まず用語を復習し
よう．自然な群準同型 Gal(Lsep/L) → Gal(ksep/k) の核を惰性群とよぶ．T`AL に
惰性群が自明に作用するとき，Gal(Lsep/L) の T`AL への作用は不分岐であるとい
う．Lに離散付値 vが与えられているときや，Rが Dedekind整域でその極大イデア
ル pが 1つ与えられているときも，v の定める離散付値環や Rp を考えることで，同
様の状況を考えることができる．このときは v において不分岐，pにおいて不分岐な
どという．

定理 3.10（Néron–Ogg–Shafarevichの判定法） 離散付値 vをもつ体 Lと，vの剰
余体の標数と異なる素数 ` が与えられているとする．このとき L 上のアーベル多様
体が v でよい還元をもつことは，その `進 Tate加群が v において不分岐であること
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と同値である．

証明 [ST68]を参照せよ：アーベル多様体がよい還元をもつときにその `進 Tate加
群が不分岐であることは，エタールコホモロジーに関する底変換定理の帰結とみるこ
とができる．逆の含意については Néronモデルの剰余体での還元の様子をみる必要
がある．

アーベルスキームの延長
アーベルスキームやその偏極の延長についての結果をまとめる．

命題 3.11 S を正規スキームとし，A1, A2 を S 上のアーベルスキームとする．また
U を Sの稠密開部分スキームとする．このとき任意の U 準同型A1×SU → A2×SU

は S 準同型 A1 → A2 に一意的に延長される．特に U 上のアーベルスキーム AU に
ついて，AU の S への延長は存在すれば同型を除いて一意的である．

証明 [FC90, I.2.7]，[Mil92, 2.11]を参照せよ．

命題 3.12 S を正規スキームとし，Aを S 上のアーベルスキームとする．また U を
S の稠密開部分スキームとする．このとき U 上の偏極 λU : A×S U → A∨ ×S U は
S 上の偏極に一意的に延長される．

証明 [FC90, I.1.9, 1.10(b)]，[Mil92, 2.14]を参照せよ．

定理 3.13（Faltings, Vasiu–Zink） Oを分岐指数が p− 1以下の混標数 (0, p)の離
散付値環とする．このとき任意の O 上形式的滑らかな正則スキーム S は次の延長条
件を満たす：閉部分スキーム Z ⊂ S であってその補集合 U := S \ Z が一般ファイ
バー S ⊗ FracO および全ての余次元 1の点を含むものを考える．このとき任意の U

上のアーベルスキームは S 上のアーベルスキームに一意的に延長される．

証明 [VZ10, Corollary 5] を参照せよ．なお [FC90, V.6] でも延長問題が扱われて
いるが証明の一部に誤りがある（[Moo98, 3.4, 3.6]）．

Siegelモジュラー多様体の整正準モデル
以上の準備のもとで Siegelモジュラー多様体の整正準モデルについて議論しよう．
すなわち G = GSp2n および X = H±

n（次数 nの Siegel上下半空間）とする．また
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Gの超特殊部分群 GSp2n(Zp)をKp とおく．このとき第 2節（定義 2.29）で扱った
An,K(N) が志村多様体 ShKp

(GSp2n,H
±
n )の整正準モデルを与える．

定理 3.14 任意の素数 p に対して lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p) は ShKp(GSp2n,H
±
n ) の

Z(p) 上の整正準モデルである.

証明 lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p) が滑らかな整モデルであることは定理 2.5，命題 2.28
および命題 2.30よりしたがう．よってこれが延長条件を満たすことを示す．
Z(p) 上の形式的滑らかな正則スキーム T と射 TQ →

(
lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p)

)
Q が

任意に与えられたとする．各An,K(N) ∼= An,N のモジュライ解釈より次を得る：アー
ベルスキーム AQ → TQ，AQ の主偏極 AQ → A∨

Q，pと互いに素な N について AQ

のシンプレクティック・レベル N 構造 ηN,Q : (Z/NZ)2n
TQ
→ AQ[N ]であって，N |M

のとき ηM,Q ⊗Z/MZ Z/NZ = ηN,Q を満たすもの．
射 TQ →

(
lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p)

)
Q が射 T → lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p) に一意的に

延長されることはモジュライ解釈より次と同値である：AQ → TQ が T 上のアーベル
スキームに，AQ 上の主偏極 λQ が A上の主偏極に，そして AQ のシンプレクティッ
ク・レベル構造 (ηN,Q)N が N について整合的に A上のシンプレクティック・レベル
構造へそれぞれ一意的に延長される．
AQ → TQ が T 上のアーベルスキームに一意的に延長されることを示す．はじめ
に T が離散付値環 Rに対応するアフィンスキームであるときを考える．Lを Rの商
体とし，pと異なる素数 `を 1つとる．各 m ≥ 1に対してシンプレクティック・レ
ベル `m 構造を考えることにより Gal(L/L) 加群としての同型 Z2n

`
∼= T`AQ を得る．

Galois群は左辺には自明に作用するので，特に AQ の `進 Tate加群は不分岐である．
よって，Néron–Ogg–Shafarevichの判定法（定理 3.10）より AQ → TQ = SpecLは
T = SpecR上のアーベルスキームに一意的に延長される．
T が一般のときは，上の議論より AQ が任意の余次元 1の点上まで延長されること
がわかる．それらを貼り合わせることである T の稠密開集合 U であって TQ と余次
元 1の点を含むものの上まで AQ を延長できる．よって定理 3.13より AQ は T 上に
一意的に延長される．以上より AQ → TQ は T 上のアーベルスキームに一意的に延
長されることがわかった．このアーベルスキームを A→ T とおく．
次に AQ 上の主偏極 λQ が A 上の主偏極に一意的に延長されることを示す．

(AQ)∨ = (A∨)Q に注意すると，命題 3.12より λQ は A上の偏極 λに一意的に延長
される．ここで Kerλは T 上の有限平坦群スキームであり，TQ 上では階数が 1なの
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で，T 上でも階数は 1であり，λは主偏極であることがしたがう．
最後に AQ のシンプレクティック・レベル構造 (ηN,Q)N が N について整合的に A

上のシンプレクティック・レベル構造へ一意的に延長されることを示す．N が p と
互いに素であることから A[N ] は T 上の有限エタール群スキームである．T 上の有
限エタール群スキーム (Z/NZ)2n

T と A[N ]は TQ 上では同型であるので，特に A[N ]
は T 上の定数群スキームである．よって，N について整合的な TQ 上の同型 ηN,Q は
T 上の同型に一意的に延長され，N について整合的なシンプレクティック・レベル構
造を定めることがしたがう．
以上より射 TQ →

(
lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p)

)
Q は射 T → lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p) に

一意的に延長されることがわかった．よって，lim←−p∤N An,K(N) ⊗ Z(p) は延長条件を
満たす滑らかな整モデル，すなわち整正準モデルである．

4 不分岐 PEL型の志村多様体の整正準モデル
第 3 節では整正準モデルの定義を紹介し，Siegel モジュラー多様体が整正準モデ
ルとなることをみた．これからはより広いクラスの志村多様体について整正準モデ
ルを構成することが目標となる．この節では [Kot92]および [Lan13]に沿って不分岐
PEL型の志村多様体の整正準モデルを構成する．これは第 5節で説明するアーベル
型志村多様体の整正準モデルの存在の特殊な場合とみることができるが，第 5節の証
明とは異なり，具体的なモジュライ問題とその表現可能性を考えることで，整正準モ
デルの存在を示す．不分岐 PEL 型の志村多様体は数論へのいろいろな応用があり，
本節で扱うモジュライ問題は本報告集の他の稿でも使われる（[三枝]，[千田]）．

4.1 不分岐 PEL型の志村データ

この小節では以後の議論で必要となる記号を導入する．以下のような PEL デー
タ*13(B, ∗, V, 〈 , 〉, h)およびそれに伴うデータを考えよう（[今井, §4.1]）．
B を有限次元半単純 Q代数とし，B の中心を F とおく．また B の Z整環 OB で
あって，OB ⊗ Zp が BQp

の極大整環となるものを 1 つとる*14．Wedderburn の定

*13 ここでは偏極 (Polarization)および自己準同型 (Endomorphism)に関するデータのみを考えるの
で PEデータとよぶべきかもしれない．

*14 [Kot92]の OB は本稿の OB ⊗Z Z(p) に対応する．
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理より，体 k上の有限次元半単純代数は有限次元単純 k代数の直積であり，有限次元
単純 k 代数は k 上の斜体の行列環で尽くされる．特に F は Qの有限拡大体の直積で
ある．
∗ : B → BをB上の正な反対合であって，OB を保つものとする．ただしB上の反
対合が正であるとは任意の 0でない BR := B⊗QRの元 xについて trBR/R(xx∗) > 0
となることをいう．このような組 (B, ∗)の分類は知られている（Albertの定理）．特
に F の ∗不変部分環を F0 とおくと，これは総実体の直積となる．
V を 0 でない有限生成左 B 加群とする．また 〈 , 〉 を V 上の Q 値非退化交代
形式であって，任意の b ∈ B および v, w ∈ V に対して 〈bv, w〉 = 〈v, b∗w〉 とな
るものとする．C := EndB(V ) とおく．これは中心が F となる単純 Q 代数で，
〈f(v), w〉 = 〈v, f∗(w)〉 により定まる反対合 f 7→ f∗ をもつ．
Gを Q上の代数群で R値点が以下で与えられるものとする．

G(R) = {x ∈ C×
R |xx

∗ ∈ R×}.

また G0 を F0 上の代数群で R′ 値点が G0(R′) = {x ∈ (C ⊗F0 R
′)× |xx∗ = 1} で

与えられるものとする（F0 代数 R′ について CR′ := C ⊗Q R
′ と C ⊗F0 R

′ の違い
に注意せよ）．最後に G1 := ResF0/QG0 とおく．これは Q 上の代数群で R 値点は
G1(R) = {x ∈ C×

R |xx∗ = 1}となる．
h : C→ CR を ∗準同型であって，〈v, h(i)w〉が正定値となるものとする（Cの反対
合として複素共役を考える）．また hの G(R)共役類のなす集合を X とおく*15．こ
のとき組 (G,X)は志村データとなる．
E := E(G,X)を (G,X)のリフレックス体とする．これは次のようにして定義す
ることができる．
BC 加群としての分解 VC = V1 ⊕ V2 を，h(z) が V1 および V2 にそれぞれ z お
よび z で作用するものとして定める（定義より h(z) は B の作用と可換なので
V1 および V2 は VC の BC 部分加群となる）．このとき E ⊂ C は BC の複素表
現 V1 の同型類の定義体である．すなわち，E は Aut(C) の部分群 {σ ∈ Aut(C) |
V1 と V1 ⊗C,σ Cは BC 加群として同型 }の固定体である．
最後に m := [F : F0](dimF C)1/2 とおく．h が存在することから m は偶数にな
る．そこでm = 2nとおく．

*15 [Kot92] では h−1 の共役類を X とかいている．この違いは正準モデルの定義の違いによる
（cf. [越川, 注意 5.21]）．本稿では [Mil05, 越川, 今井]の定義にしたがう．
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Bが単純Q代数のとき，対応するGは次の 3つの型に分類される（[Kot92, p.391]．
B が単純とは限らない場合も [Lan13, 1.2.3.11]で扱われている）．

A型： [F : F0] = 2のとき．このとき CR ∼= Mn(C)[F0 : Q] となり，G1(R)はユニタ
リ群となる．

C型： F = F0 かつ G1(R) がシンプレクティック群のとき．このとき CR ∼=
M2n(R)[F0 : Q] となる．

D型： F = F0 かつ G1(R)が四元数直交群のとき．このとき CR ∼= Mn(H)[F0 : Q] と
なる．

A型および C型において Gは（連結）簡約群になる．D型の場合，Gは 2[F0:Q] 個
の連結成分をもつ．以下では簡単のため B が単純 Q代数であるとし，さらに A型お
よび C型のみを考える．

第 3節で扱った GQp
が不分岐かつ Kp が超特殊部分群という状況を考えるために

以後はさらに次を仮定する．

(1) BQp は Qp の不分岐拡大体上の行列環の直積と同型である．
(2) 次の条件を満たす OB の作用で安定な V の Z格子 Λが存在する：
〈 , 〉は Λ上の Z値非退化交代形式を誘導し，さらに ΛZp

:= Λ⊗Z Zp は 〈 , 〉に
ついて自己双対的である．

このとき GQp は Qp 上の不分岐簡約群となる．Kp を ΛZp の固定部分群として得
られる G(Qp)の超特殊部分群とし，Kp を G(Ap

f )のコンパクト開部分群とする．

最後にモジュライ問題の定式化で必要となる多項式を導入しておこう．OB ⊗ Z(p)

の Z(p) 基底 α1, . . . , αr を 1 つ固定し，detV1 := det(t1α1 + · · · + trαr;V1) とお
く．これは t1, . . . , tr を変数とする次数が dimC V1 の複素斉次多項式である．この
とき detV1 の係数は C の部分環 OE ⊗ Z(p) に含まれる．実際，リフレックス体 E

の定義より V1 の同型類は E 上定義されるので，detV1 の係数は E に含まれる．一
方で，V1 自体が定義される E の有限拡大体 E′ を 1 つとると，適切な V1 の基底
について各 αi の V1 への作用の行列表示の成分は全て OE′ ⊗ Z(p) に入る．よって
detV1 の係数は OE′ ⊗ Z(p) にも含まれる．これらを合わせることで detV1 の係数は
OE ⊗ Z(p) = E ∩

(
OE′ ⊗ Z(p)

)
に含まれることがしたがう．
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以上のデータから志村多様体 ShKpKp(G,X) が考えられる．第 4.2 小節では
OE ⊗ Z(p) 上のモジュライ問題 SKp を定義してその表現可能性を示す．そして続く
第 4.3小節では志村多様体 ShKpKp(G,X)が SKp の一般ファイバーの連結成分とし
てあらわれることを示し，ShKp

(G,X)の整正準モデルの存在を導く．

4.2 モジュライ関手 SKp の定義と表現可能性

[Kot92, §5]および [Lan13, 1.4.2.1]にしたがってモジュライ問題を導入しよう．記
号は前小節と同じとする．

定義 4.1 関手 SKp : Sch/OE⊗Z(p) −→ Set を（局所ネーター）スキーム S に対して
Kottwitz の行列式条件を満たす 4 つ組 (A, λ, i, ηp) の同値類のなす集合を対応させ
るものとして定める．ただし

• A→ S はアーベルスキーム．
• λ : A→ A∨ は Z×

(p) 偏極*16．
• i : OB ⊗Z Z(p) → End(A)⊗Z Z(p) は ∗準同型*17．
• ηp は AのレベルKp 構造．すなわち，S が連結のときは歪エルミート BAp

f
加

群の同型
ηp :

(
VAp

f
,Ap

f , 〈 , 〉
) ∼=−→

(
H1(As,Ap

f ),Ap
f (1), eλ

)
の Kp 軌道 ηp = ηpKp であって，π1(S, s) によって保たれるもの．ここで s

は S の幾何的点であり，H1(As,Ap
f )は As の Tate Ap

f 加群を π1(S, s)加群と
みなしたもの．なお S が連結でないときは，連結成分ごとに考える．

ただし (A, λ, i, ηp)がKottwitzの行列式条件を満たすとは Lie(A)上の OS 線形
写像 t1α1 + · · · + trαr の行列式が OS 係数の斉次多項式として detV1 に一致するこ
とをいう．
また組 (A, λ, i, ηp), (A′, λ′, i′, η′p)は次の条件を満たすとき同値であるという：OB

の作用と可換な Z×
(p) 同種射 f : A→ A′ と（S の各連結成分ごとに）r ∈ Z×

(p),>0 が存

*16 アーベルスキームの間の準同種 f : A → B は，次数が pと素な同種射 A′ → A,A′ → B によって
表せるとき，Z×

(p) 同種であるという．さらに B = A∨ のとき Z×
(p) 同種 f : A → A∨ が Z×

(p) 偏極
であるとは，ある自然数 N が存在して [N ] ◦ f が偏極になることをいう．

*17 Im i ⊂ End(A) ⊗ Q が λ から定まる Rosati 対合で保たれ，さらに i は反対合を保つことを意味
する．
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在して，λ = rf∨ ◦λ′ ◦ f が成り立ち，(η′p)−1 ◦H1(f,Ap
f ) ◦ ηp ∈ EndV ⊗Ap

f は恒等
写像の Kp 軌道に含まれ，さらに α′−1 ◦ α ∈ (Ap

f )× は r の Kp ⊂ G(Ap
f ) → (Ap

f )×

による軌道にはいる（ここで α : Ap
f → Ap

f (1) は ηp の定義にでてくる同型を表す．
α′ についても同様）．

注意 4.2 定義に現れる Kottwitzの行列式条件はモジュライ空間 SKp を志村多様体
ShKpKp(G,X)と結びつけるために必要となる．詳細は定理 4.17の証明をみよ．

次がこの小節の主定理である．

定理 4.3 十分小さい Kp に対し SKp は OE ⊗ Z(p) 上の滑らかな準射影的スキーム
で表現される．

注意 4.4 定理 4.3の証明の概要は [Kot92, §5]に与えられている．ここでは [Lan13]
で解説されている整レベル構造によるモジュライ問題の言い換えを用いて，Kottwitz
による証明を解説する．なお [GN09]にも解説がある．

注意 4.5 本稿では扱わないが SKp については次も重要である．

(1) C := EndB(V )が斜体のときは，SKp は OE ⊗ Z(p) 上射影的となる．これを
みるためには局所ネータースキームについての固有射の付値判定法（[EGAII,
7.3.8]）を用いる．[Kot92, p. 392]を参照せよ．

(2) Gの代数的表現 ξ が与えられたとき，射影 G(Ap
f ) → G(Q`)と合成すること

で，ξ に伴う G(Ap
f ) の連続 ` 進表現を考えることができる．これより各 Kp

に対して SKp 上の ξ に伴う `進局所系が定まり，そのエタールコホモロジー
を考えることが応用上重要である（[Kot92, §6]）．これについては [三枝]で解
説されている．

定理 4.3の証明の概略
N ≥ 3を pと互いに素な自然数とし，Kp

N = Ker
(
G(Ẑp)→ G(Z/NZ)

)
⊂ G(Ap

f )
とおく*18．

補題 4.6 p と互いに素な任意の自然数 N ≥ 3 に対し定理 4.3 が Kp
N について成

*18 C の Z格子 EndOB
(Λ)を用いることで，G(Ẑp)および G(Z/NZ)を定義する．
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り立つとする．このとき定理 4.3 は次を満たす任意の Kp について成り立つ：ある
N ≥ 3についてKp ⊂ Kp

N となる．

証明 {Kp
N ′}N |N ′,(N ′,p)=1 は Kp

N の部分群からなる単位元の開近傍を与える．特に
Kp ⊃ Kp

N ′ を満たす p と互いに素な自然数 N ′ が存在しする．このとき仮定より
SKp

N′
は OE ⊗ Z(p) 上の滑らかな準射影的スキームで表現される．

N ≥ 3かつ Kp ⊂ Kp
N であるので Serreの剛性定理より SKp

N′
の有限群 Kp/Kp

N ′

による商スキームが存在して，SKp はその商スキームにより表現されることがわか
る．SKp

N′
→ SKp は有限エタール射なので SKp も OE ⊗Z(p) 上の滑らかな準射影的

スキームで表現される．

以下では Kp = Kp
N のときに定理 4.3 を示す．第 2 節の議論でみたように表現可

能性の証明においては同種類によるモジュライ解釈よりも同型類によるモジュライ解
釈を用いるほうが議論がしやすい．そこでまずは SKp

N
の同型類によるモジュライ解

釈を考える．

定義 4.7 N ≥ 3を pと互いに素な自然数とする．関手 SB,N : Sch/OE⊗Z(p) → Set
をスキーム S に対して Kottwitzの行列式条件を満たす 4つ組 (A, λ, i, ηN )の同型類
のなす集合を対応させるものとして定める．ただし

(1) A→ S はアーベルスキーム．
(2) λ : A→ A∨ は次数が pと素な偏極*19．
(3) i : OB → End(A)は ∗準同型．
(4) ηN : (Λ/NΛ)S → A[N ]は Aの OB ⊗Z Z/NZ同変なシンプレクティック・レ
ベル N 構造であって，持ち上げ条件を満たすもの．ただしシンプレクティッ
ク・レベルN 構造 ηN が持ち上げ条件を満たすとは，各 S の連結成分ごとにあ
る幾何的点 sが存在して次が成り立つことをいう：シンプレクティック Z/NZ
加群の同型 ηN,s : Λ/NΛ→ As[N ]はある OB ⊗Z Ẑp 同変なシンプレクティッ
ク Ẑp 加群の同型 ηs : Λ⊗Z Ẑp → H1(As, Ẑp)に持ち上がる．

ただし組 (A, λ, i, ηN )と (A′, λ′, i′, η′
N )が同型であるとはアーベルスキームの同型

f : A→ A′ であって，λ = f∨ ◦ λ′ ◦ f , f ◦ i = i′ ◦ f および η′
N = f ◦ ηN を満たすも

のが存在することをいう．

*19 [Lan13, 1.4.1.2]の定義には誤植がある．[Lan13, 1.3.6.1]も参照せよ．
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注意 4.8 S が連結であるとする．S のある幾何的点において持ち上げ条件が成り立
つならば，S の任意の幾何的点について持ち上げ条件が成り立つ（[Lan13, 1.3.6.7]）．

注意 4.9 B = Qのとき G = GSp2n(Λ, 〈 , 〉)である．命題 2.30および定義 2.31の
記号のもとで，Kp

N はK(N) ⊂ GSp2n(Af ) = GSp2n(Ap
f )×GSp2n(Qp) の Ap

f 成分
であり，SQ,N

∼= AΛ,N,p となる，特に SQ,N は Z(p) 上の滑らかな準射影的スキーム
で表現される（定理 2.33）．

補題 4.10 関手の自然な同型 SB,N
∼= SKp

N
がある．

証明 まず関手の射 SB,N → SKp
N
があることを説明する．

S ∈ Sch/OE⊗Z(p) とし，(A, λ, i, ηN ) ∈ SB,N (S) を任意にとる．簡単のため S が
連結であるとし，S の幾何的点 sを 1つとる．Aのシンプレクティック・レベル N

構造 ηN から AのレベルKp
N 構造 ηp が定義されることをみればよい．

ηN は持ち上げ条件を満たすので，s における ηN の持ち上げ ηs : Λ ⊗Z Ẑp →
H1(As, Ẑp) を 1つとる．このとき任意の ηN,s の持ち上げ η′

s はある k ∈ Kp
N につい

て ηs ◦ kとかける．よって ηs のKp
N 軌道 ηsK

p
N は持ち上げのとり方によらない．ま

た π1(S, s) は As[N ] に自明に作用するので，ηsK
p
N は π1(S, s) の作用で保たれる．

よって，ηp := ηs ⊗ Ap
f : VAp

f
→ H1(As,Ap

f ) とおくと ηp := ηpKp
N は持ち上げのと

り方によらない AのレベルKp
N 構造を定める．

(A, λ, i, ηN ) に対して (A, λ, i, ηp) の同種類を対応させることで写像 SB,N (S) →
SKp

N
(S) が定まる．これは S について関手的なので，関手の射 SB,N → SKp

N
を定

める．
次に写像 SB,N (S) → SKp

N
(S) が単射であることを示す．SB,N (S) の元

(A, λ, i, ηN ), (A′, λ′, i′, η′
N ) をとり，それらの像 (A, λ, i, ηp), (A′, λ′, i′, η′p) が

SKp
N

(S)において同値であるとする．よって，ある OB 同変な Z×
(p) 同種 f : A→ A′

と r ∈ Z×
(p),>0 が存在して，λ = f∨ ◦ rλ′ ◦ f かつ f は ηp を η′p にうつす．特に，

H1(f)(H1(As, Ẑp)) = H1(A′
s, Ẑp)がしたがい，f はアーベルスキームの同型である

ことがわかる．さらにレベル構造の条件から r ∈ Z×
(p),>0 ∩

(
Ẑp

)×，すなわち r = 1
がしたがい，f は SB,N (S) における同型 (A, λ, i, ηN ) ∼= (A′, λ′, i′, η′

N ) を定めるこ
とがわかる．
最後に写像 SB,N (S)→ SKp

N
(S)が全射であることを示す．(A, λ, i, ηp) ∈ SKp

N
(S)

を任意にとる．このとき ηp(Λ ⊗Z Ẑp) ⊂ H1(As,Ap
f ) は π1(S, s) および OB の作
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用で安定である．よって，あるアーベルスキーム A′ → S，次数が p と素な偏極
λ′ : A′ → A′∨，∗準同型 i′ : OB → End(A′) と OB 同変 Z×

(p) 同種 f : A → A′ が存
在して，H1(f)−1(H1(A′

s, Ẑp)) = ηp(Λ⊗Z Ẑp) となる．
このときある r ∈ Z×

(p),>0 が存在して，rλ
′ は同種射となり，(A, λ, i, ηp) と

(A′, rλ′, i′,H1(f) ◦ ηp) は同値になることがわかる（詳細は [Lan13, 1.4.3.4] をみ
よ）．H1(f) ◦ ηp から A′ の持ち上げ条件を満たす OB ⊗Z Z/NZ 同変なシンプレク
ティック・レベル N 構造 ηN が定められるので，全射性がしたがう．

この補題よりKp = Kp
N のときに定理 4.3を示すには忘却関手

SB,N −→ SQ,N , (A, λ, i, ηN ) 7−→ (A, λ, ηN )

が相対的に表現可能であることを示せばよい（SQ,N のモジュライ問題において ∗準
同型 Z→ End(A)は一意的に定まるので省略している）．

補題 4.11 S を OE ⊗ Z(p) スキームとし，関手の射 S → SQ,N が与えられていると
する．このとき関手 SB,N ×SQ,N

S は（各連結成分が）S 上射影的な S スキームに
よって表現される．

証明 まず次の主張を示す．

主張 4.12 A → S をアーベルスキームとする．このとき S スキーム T に対し集合
EndT (A ×S T ) を対応させる関手は表現可能であり，さらに表現スキームの各連結
成分は S 上射影的である．

主張の証明の方針 アーベルスキームの自己準同型 f : A×S T → A×S T に対してそ
のグラフ Γf ⊂ (A×SA)×S T を対応させることで EndT (A×S T )は (A×SA)×S T

の閉部分スキームのなす集合に含まれる．よって，まずは関手 T 7→ EndT (A×S T )
が A×S Aの Hilbertスキームの局所閉部分スキームで表現されることをみる．その
後，このスキームの各連結成分が S 上射影的であることを命題 3.11と固有性付値判
定法から導く．詳細は例えば [GN09, 3.4.4]や [Lan13, 1.3.3.7]を参照せよ．

補題の証明を続ける．S → SQ,N が定める S 上のデータを (A, λ, ηN )とおく．こ
のアーベルスキーム A→ S に主張を適用して得られるスキームを E とおく．
OB の Z基底 (e1, . . . , er)であって ∗の作用で閉じているものをとる．このとき，

S スキーム T に対して ∗準同型 OB → End(A ×S T )全体のなす集合を対応させる
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関手は Er の閉部分スキームで表現されることが確かめられる．この閉部分スキーム
を EB とおく．
さらに EB(T )に対応する ∗準同型 iT : OB → End(A×S T )が，

• Kottwitzの行列式条件を満たし，
• ηN,T : (Λ/NΛ)T → (A×S T )[N ]は持ち上げ条件を満たすOB ⊗Z Z/NZ同変
なシンプレクティック・レベル N 構造を与える

という条件は EB のいくつかの連結成分の合併で表現されることがわかる．このス
キームが SB,N ⊗SQ,N

S を表現する．EB の各連結成分は S 上射影的なので補題がし
たがう．

以上の議論から次を得た．

主張 4.13 N ≥ 3を pと互いに素な自然数とするとき，SKp
N

= SB,N は各連結成分
が OE ⊗ Z(p) 上準射影的となるスキームで表現される．

次に平滑性について考えよう．

主張 4.14 N ≥ 3を pと互いに素な自然数とするとき，SKp
N

= SB,N → SpecOE⊗
Z(p) は滑らかである．

主張の証明の方針 証明のポイントは定理 2.26 を用いて， シンプレクティック空間
の議論に帰着することにある．
SB,N → SpecOE ⊗ Z(p) は局所有限表示なので SB,N の各閉点で形式的に滑らか
であることをいえばよい．xを SB,N の閉点とし，(Ax → Spec k(x), λx, ix, ηN,x)を
xに対応する組とする（特にこの組は Kottwitzの行列式条件を満たす）．
R を剰余体が k(x) となる Artin 局所 W (k(x)) 代数とする．ここで W (k(x)) は

k(x)のWittベクトルのなす環である（なお k(x)は有限体であることに注意せよ）．
Rのイデアル I で I2 = 0を満たすものを任意にとる．
この状況で自然な写像 SB,N (R) → SB,N (R/I) が x ∈ SB,N (k(x)) の上で全射
であることを示せば十分である．SB,N (R/I)の元 (A0 → SpecR/I, λ0, i0, ηN,0)で
あって，R/I ↠ k(x) により (Ax → Spec k(x), λx, ix, ηN,x) にうつるものを 1 つ
とる．(A0 → SpecR/I, λ0, i0, ηN,0) が SB,N (R) の元に持ち上がることを示せばよ
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い*20．
(A0 → SpecR/I, λ0, i0, ηN,0) の R への持ち上げは常に Kottwitz 条件を満たす
ことがわかる（詳細は [Lan13, 2.2.2.9] を参照せよ）．また R 上の有限エタールス
キームのなす圏と R/I 上の有限エタールスキームのなす圏は圏同値である．よって，
(A0 → SpecR/I, λ0, i0)の Rへの持ち上げがあれば R/I 上の OB ⊗Z Z/NZ同変な
シンプレクティック・レベル N 構造 ηN,0 は R へ一意的に持ち上がり，さらに持ち
上げ条件を満たす．
よって，あとは (A0 → SpecR/I, λ0, i0) が（R を適当なエタール拡大にとり
かえたのちに）R へ持ち上がることをいえばよい．これには定理 2.26 を用いる．
(A0 → SpecR/I, λ0, i0) は R 加群 D(A0)R と，その上の完全ペアリング 〈 , 〉λ0 お
よび各 b ∈ OB に対し R 準同型 i(b) ∈ EndR D(A0)R を定める．定理 2.26 より
D(A0)R の許容フィルトレーション Fil1 であって，〈Fil1,Fil1〉λ0 = 0かつ各 b ∈ OB

について i(b)(Fil1) ⊂ Fil1 を満たすものが存在することをいえばよい．これはシン
プレクティック空間の問題に帰着することで示される．詳細は [Lan13, 2.2.4.9]を参
照せよ*21．

補題 4.6 と主張 4.13 および主張 4.14 より，十分小さい Kp に対し SKp は各連結
成分が OE ⊗ Z(p) 上滑らかかつ準射影的なスキームで表現されることがわかった．
次節で SKp の C値点をみることで，SKp → OE ⊗ Z(p) が有限型であることを示す
（注意 4.18）*22．この事実と合わせることで定理 4.3がしたがう．

4.3 整正準モデルの構成

前小節で定義したモジュライ空間 SKp と志村多様体 ShKpKp(G,X) の関係を調べ
よう．リフレックス体EはCの部分体なので，自然な射OE⊗Z(p) ↪→ Cがあり，C値
点のなす集合 SKp(C)を考えることができる．まずは SKp(C)を ShKpKp(G,X)(C)
と結びつける．そのために記号を 1つ導入する．

定義 4.15 ker1(Q, G) := ker
(
H1(Q, G) →

∏
v≤∞ H1(Qv, G)

)
と定める．

ker1(Q, G)は Q上の次元が dimQ V となる歪エルミート B 加群であって，Qの各素

*20 なお Rを適当なエタール拡大にとりかえたのちに持ち上がることを示せば十分である．
*21 なお [Lan13]では de Rhamホモロジーを使うので D(A0)R の双対を考えている．
*22 証明には定理 4.3は使わない．
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点 v について Qv 上へ係数拡大すると VQv
と同型になるようなものの同型類のなす

（点付き）集合である．

定義より ker1(Q, G)が 1点集合であることと次は同値である：

歪エルミート B 加群W が dimQW = dimQ V を満たし，全ての素点 v につ
いてWQv

∼= VQv
となるならばW は V と歪エルミート B 加群として同型で

ある．

このとき Gについて Hasse原理が成立するという．ker1(Q, G)について次の事実が
知られている．

定理 4.16

(1) Gが A型かつ nが偶数であるとき，または Gが C型のとき ker1(Q, G)は 1
点集合である．

(2) Gが A型かつ nが奇数であるとき，ker1(Q, G)は有限集合である．

以上の準備のもとでモジュライ空間 SKp と志村多様体 ShKpKp(G,X) の関係を述
べよう．

定理 4.17 SKp(C) は ShKpKp(G,X)(C) を
∣∣ker1(Q, G)

∣∣ 個直和したものと同一視
される．

注意 4.18 定理より SKp の連結成分は有限であることがわかる．特に SKp →
OE ⊗ Z(p) は有限型である．

定理 4.17の証明 SKp(C)の元 (A, λ, i, ηp)を任意にとる．簡単のため Q係数 1次
ホモロジー群 H1(A(C),Q)を H とおく．λおよび iにより H は歪エルミート B 加
群の構造をもつ．なおレベル Kp 構造が存在するので dimQH = dimQ V がしたが
う．さて各素点 v について HQv

と VQv
を比べよう．

主張 4.19 任意の素数 `に対し歪エルミート BQ`
加群の同型 HQ`

∼= VQ`
が存在す

る．同様に歪エルミート BR 加群の同型 HR ∼= VR が存在する．

主張の証明の概略 HQ`
は A の有理 ` 進 Tate 加群 H1(A,Q`) = T`A ⊗Z`

Q` と歪
エルミート BQ`

加群として同型である．
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` 6= pとする．レベルKp 構造 ηp = ηpKp に現れる同型

ηp :
(
VAp

f
,Ap

f , 〈 , 〉
) ∼=−→

(
H1(As,Ap

f ),Ap
f (1), eλ

)
の `成分は歪エルミート BQ`

加群の同型 HQ`
∼= VQ`

を定める．なお B → BQ`
は忠

実平坦なので，これより H と V が B 加群として同型であることもしたがう．
` = pのときを考える．λは Z×

(p) 偏極なので TpA ⊂ H1(A,Qp)は λの定める歪エ
ルミート形式について自己双対な OB ⊗ Zp 部分加群である．同様に ΛZp ⊂ VQp は
〈 , 〉の定める歪エルミート形式について自己双対な OB ⊗ Zp 部分加群である．特に
GQp

は Zp 上の連結簡約群としてのモデルをもつ．その特殊ファイバーに Langの定
理を適用することで，(TpA)/p(TpA)と ΛZp

/pΛZp
は歪エルミート OB/pOB 加群と

しての同型であることがわかる．この同型は歪エルミート OB ⊗ Zp 加群として同型
TpA ∼= ΛZp に持ち上がることが確かめられるので，特に歪エルミート BQp 加群の同
型 HQp

∼= VQp
を得る．議論の詳細は [Kot92, 7.2]を参照せよ．

最後に歪エルミート BR 加群の同型 HR ∼= VR が存在することを示す．H と V は
B 加群として同型なので，BR 加群の同型 HR ∼= VR は存在する．HR および VR の
BC 加群の構造を考える（HR の C加群としての構造は HR = H1(A(C),R) = LieA
から定まる）．BC 加群としての分解 VC = V1 ⊕ V2 を思い出そう．同様にして BC 加
群としての分解 HC = HR ⊗R C = H1 ⊕H2 を，h(z)が H1 および H2 にそれぞれ
z および z で作用するものとして定める．Kottwitz の行列式条件より BC 加群とし
ての同型 H1 ∼= V1 を得るので，BC 加群の同型 HR ∼= VR も得られる．さらに HR お
よび VR は歪エルミート形式 〈 , 〉から定まる正定値形式 (v, w) 7→ 〈v, h(i)w〉をもつ．
これより HR と VR は歪エルミート BC 加群として同型であることがしたがう．議論
の詳細は [Kot92, 4.2]を参照せよ．

V (1) = V, V (2), . . . , V (m) を歪エルミート B 加群であって，歪エルミート加群
V

(i)
Q`

∼= VQ`
および VR ∼= VR が成立するものの代表類とする（これは ker1(Q, G) の

元と一対一に対応するのであった）．各 V (i) について V と同様にして Q上の代数群
G(i) を定義する．このとき同型 G

(i)
Q`

∼= GQ`
および G

(i)
R
∼= GR が得られる．

SKp(C)(i) := {(A, λ, i, ηp) ∈ SKp(C) |H1(A(C),Q) ∼= V (i)}

とおく（ただし H1(A(C),Q) ∼= V (i) は歪エルミート B 加群として同型であること
を要請している）．主張 4.19より SKp(C) =

⨿
1≤i≤m SKp(C)(i) となる．
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以上の準備のもとで各 SKp(C)(i) が ShKpKp(G(i), X)(C) = G(i)(Q)\
(
X ×

(G(Af )/KpK
p)
)
と同一視されることを確かめよう．（G と G(i) は各素点上では同

型なので G(Af ) = G(i)(Af )などが成立することに注意せよ）．
ここでは簡単のため i = 1のときのみ扱う．(A, λ, i, ηp) ∈ SKp(C)(1) を任意にと
る．H = H1(A(C),Q)とおくと，定義よりH と V は歪エルミート B 加群として同
型である．
歪エルミート B 加群の同型H ∼= V を 1つ固定する．このとき TpA ⊂ HQp

∼= VQp

は 〈 , 〉の定める歪エルミート形式について自己双対な OB ⊗ Zp 部分加群なので，あ
る gp ∈ G(Qp)により TpA = gpΛZp

とかける．さらに gp は G(Qp)/Kp の元として
一意に定まる．また固定した同型 HAp

f

∼= VAp
f
のもとで ηp は gp ∈ G(Ap

f )/Kp を一
意的に定める．最後に BR 加群の同型 HR ∼= VR のもとで HR = LieAのもつ C加群
の構造は VR の C加群の構造を定め，これは ∗準同型 h′ : C → CR を定める．h′ は
h と共役なので X の元を定める．以上より同型 H ∼= V から X × (G(Af )/KpK

p)
の元

(
h′, gpg

p
)
が定まった．

この構成は歪エルミート B 加群の同型 H ∼= V に依存し，同型を H ∼= V
g−→ V

(g ∈ G(Q))によりとりかえると，対応する元は (ghg−1, g ◦ (gpg
p))になる．よって，

(A, λ, i, ηp)から G(Q)\
(
X × (G(Af )/KpK

p)
)
の元が一意的に定まることがわかっ

た．この構成は逆にたどることができるので全単射

SKp(C)(1) ∼= G(Q)\
(
X × (G(Af )/KpK

p)
)

= ShKpKp(G,X)(C)

を得る．
最後に i > 1のときは Gの中心 Z をとり ker1(Q, Z)→ ker1(Q, G)を調べること
で，自然な同型 SKp(C)(i) ∼= SKp(C)(1) が存在することがわかる（詳細は [Kot92,
p.400]を参照せよ）．

系 4.20 SKp の一般ファイバーは

SKp ⊗ E =
⨿

|ker1(Q,G)|

ShKpKp(G,X)

と直和分解する．

証明の概略 定理 4.17の証明の全単射 SKp(C)(i) ∼= G(i)(Q)\
(
X×(G(Af )/KpK

p)
)

および SKp(C)(i) ∼= SKp(C)(1) は Aut(C/E)作用と整合的であることが確かめられ
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るので，E スキームとしての直和分解

SKp ⊗ E =
⨿

1≤i≤m

ShKpKp(G(i), X)

および同型 ShKpKp(G,X) ∼= ShKpKp(G(i), X)を得る．詳細は [越川, 今井]（Siegel
モジュラー多様体のとき）および [Kot92, p. 400] を参照せよ（脚注*15 に注意せ
よ）．

次に SKp の直和分解を考えよう．記号の区別をしやすくするため上の証明に現れ
た E スキームの直和分解 SKp ⊗ E =

⨿
1≤i≤m ShKpKp(G(i), X)を用いる．SKp に

おける ShKpKp(G(i), X)の閉包をS KpKp(G(i), X)とおく．SKp はOE ⊗Z(p) 上分
離的かつ平坦なので，これは OE ⊗ Z(p) スキームの直和分解

SKp =
⨿

1≤i≤m

S KpKp(G(i), X)

を定める（分離性より右辺の合併が直和であること，平坦性より右辺が SKp を尽くす
ことがしたがう）．これより特に S KpKp(G,X) := S KpKp(G(1), X)は OE ⊗ Z(p)

上滑らかかつ準射影的であることもわかる．
S KpKp(G,X)を用いて ShKp

(G,X)の整正準モデルを構成しよう．vを pの上に
ある E の素点とする．OE の v における局所化を OE,v とおく．

定理 4.21 S Kp ⊗OE,v = lim←−Kp
S KpKp(G,X)⊗OE,v は志村多様体 ShKp(G,X)

の OE,v 上の整正準モデルである．

証明 S Kp
⊗OE,v が滑らかな整モデルであることは定理 4.3の帰結としてすでに確

かめた．よって，この整モデルが延長条件を満たすことを示せばよい．
OE,v 上の形式的滑らかな正則スキーム T と射 TE → S Kp ⊗E が任意に与えられ
たとする．

lim←−
Kp

S KpKp(G,X)⊗ E = lim←−
N≥3,(N,p)=1

S KpKp
N

(G,X)⊗ E

よりこれは pと互いに素なN ≥ 3について整合的な射 TE → S KpKp
N

(G,X)⊗E を
考えることに他ならない．ここで各S KpKp(G,X)⊗E ⊂ SKp

N
⊗E = SB,N ⊗E の

（同型類としての）モジュライ解釈より次を得る：アーベルスキームAE → TE，∗準同
型 iE : OB → End(AE)，次数が pと互いに素なAE 偏極AE → A∨

E，pと互いに素な
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N について AE のシンプレクティック・レベル N 構造 ηN,E : (Z/NZ)2n
TE
→ AE [N ]

であって，N |M のとき ηM,E ⊗Z/MZ Z/NZ = ηN,E を満たすもの．
定理 3.14の証明と同様にして，定理 3.10および定理 3.13より AE → TE が T 上
のアーベルスキーム A→ T に一意的に延長されることがわかる．また AE 上の偏極
λE は A上の次数が pと素な偏極に一意的に延長される．実際 (AE)∨ = (A∨)E に注
意すると，命題 3.12より λE は A上の偏極 λに延長される．ここで Kerλは T 上の
有限平坦群スキームであり，TE 上では階数が pと素になるので，T 上でも階数は p

と素となり主張がしたがう．
また，iE : OB → End(AE)は ∗準同型OB → End(A)に一意的に延長される．実
際，Néron モデルの性質より iE は T の余次元 1 の点上にのびる．これはさらに T

の稠密な開集合上にのびるので，命題 3.11より ∗準同型 OB → End(A)が一意的に
定まる．
最後に AE のシンプレクティック・レベル構造 (ηN,E)N の延長について考える．
定理 3.14の証明と同様にして，(ηN,E)N は N について整合的に A上のシンプレク
ティック・レベル構造 (ηN )N へ一意的に延長されることがわかる．T は OE,v 上平
坦なので，T の各連結成分と TE との交わりは空でない．特に，その交わり上の幾何
的点については持ち上げ条件が満たされるので，シンプレクティック・レベル N 構
造 ηN は持ち上げ条件を満たす．
以上より射 TE → S KpKp

N
(G,X)⊗EはN について整合的に射 T → SKp

N
⊗OE,v

に延長されることがわかった．これは明らかにS KpKp
N
⊗OE,v ⊂ SKp

N
⊗OE,v を経

由する．よって，射 TE → S Kp ⊗E は射 T → S Kp ⊗OE,v に一意的に延長される．
すなわち整モデルS Kp

⊗OE,v は ShKp
(G,X)の整正準モデルである．

5 アーベル型の志村多様体の整正準モデル
この節ではアーベル型の志村多様体の整正準モデルの存在について解説する．

5.1 アーベル型の志村多様体の整正準モデルの存在定理

(G,X)を志村データとし，E = E(G,X)をそのリフレックス体，O = OE を E

の整数環とする．pを素数とし，pの上にある E の素点 v を 1つとる．Gは pで不
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分岐であるとし，Kp を G(Qp)の超特殊部分群とする（定義 3.4）．今までと同様に

ShKp
(G,X) = lim←−

Kp

ShKpKp(G,X)

とおく．

定理 5.1 p > 2かつ (G,X)がアーベル型*23のとき，ShKp
(G,X)は O(v) 上の整正

準モデルをもつ．

注意 5.2 [Kis10]において定理 5.1が示されている（なお [KMP16]において p = 2
でも主張が正しいことが示されている）．また [Kis17]では [Kis10]の手法を用いて整
正準モデルの特殊ファイバーの点を記述し，Langlands–Rapoport予想への応用を与
えている（これは Kottwitz予想への進展と言える）．

注意 5.3 [KP18]ではKp が G(Qp)のパラホリック部分群である場合に（Gについ
ていくつか仮定を置いた上で）ある種の延長条件を満たす整モデルが構成されてい
る．[KP18]の整モデルは以下で述べる超特殊部分群の場合の構成と同様の方法で定
義され，さらにその特異点の様子は局所モデルにより記述される．局所モデルを用い
た整モデルの研究とその応用については [Rap05]も参照せよ．なお [KP18]を含めた
整モデルの研究の概説論文として [Kis20, Pap18]がある．

アーベル型の場合の証明は Hodge 型の場合の証明に帰着される．そこでまずは
Hodge 型の場合を考えよう．なお Hodge 型の志村多様体の定義や例については
[今井, §4.2]を参照せよ．

Hodge型のとき
以下では p > 2 かつ (G,X) を Hodge 型とする．よって，ある有限次元 Q ベ
クトル空間 V および V 上の非退化交代形式 ψ について志村データの埋め込み
i : (G,X) ↪→ (GSp,H±)がとれる（ただし GSp := GSp(V, ψ)とおいた）．

GSpに伴う志村多様体（Siegelモジュラー多様体）の整モデルにおける ShK(G,X)
の閉包の正規化として Hodge型志村多様体 ShK(G,X)の整モデルを構成し，その平
滑性を示すことが定理 5.1の証明の方針である．そのために次のように補助的なデー
タをとる（[Kis10, 2.3.2]）.

*23 アーベル型の志村多様体の定義や例については [今井, §4.3]を参照せよ．
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V の Z格子 VZ であって，次を満たすものが存在する：GL(VZ(p))におけるGの閉
包として定まる Z(p) 上の代数群 GZ(p) は一般ファイバーが G となる簡約群になり，
さらにKp = GZ(p)(Zp)となる*24．
また G(Ap

f ) のコンパクト開部分群 Kp を十分小さくとると K = KpK
p は VẐ

を保つ．そこで K ′
p ⊂ GSp(Qp) を VZp

の固定化群とする．さらに GSp(Ap
f ) の

コンパクト開部分群 K ′p を十分小さくとり K ′ = K ′
pK

′p とおくと，閉埋め込み
ShK(G,X) ↪→ ShK′(GSp,H±)E が誘導され，K ′ は VẐ を保つようにできる．こ
のとき適切なモジュライ問題を考えることで ShK′(GSp,H±) の Z(p) 上の整モデル
S K′(GSp,H±)を構成することができる（注意 2.34）．さらに定理 3.14の証明と同
様の議論により，S K′

p
(GSp,H±) := lim←−K′p

S K′
pK′p(GSp,H±)は ShK′

p
(GSp,H±)

の Z(p) 上の整正準モデルであることがわかる．
S K′(GSp,H±)O(v) における ShK(G,X)の閉包を S −

K(G,X)とおく．このとき
次が成り立つ．

定理 5.4（[Kis10, Proposition 2.3.5]） 閉点 x ∈ S −
K(G,X) を任意にとる．こ

のとき，S −
K(G,X) の x における完備化の各既約成分は O(v) 上形式的に滑らかで

ある．

ここではまず定理 5.4を認めて，定理 5.1の証明を完結させる．定理 5.4の証明は
次小節で説明する．

S −
K(G,X)の正規化をS K(G,X)とおき，S Kp = lim←−Kp

S KpKp(G,X)とおく．
Hodge型の場合の定理 5.1は次の定理よりしたがう．

定理 5.5 S K(G,X) は O(v) 上滑らかである．また，S Kp
は延長条件を満たす．

特に，S Kp
は ShKp

(G,X)の O(v) 上の整正準モデルである．

証明 S −
K(G,X)はエクセレントスキームなので，定理 5.4 よりS K(G,X)はO(v)

上滑らかである（[EGAIV-II, 7.8.3(iii)]）．このことと構成よりS Kp は ShKp(G,X)
の O(v) 上滑らかな整モデルであることが確かめられる．あとは S Kp

が延長条件を
満たすことをいえばよい．
O(v) 上形式的滑らかな正則スキーム T と射 TE → ShKp(G,X) を任意にとる．

*24 なお Zarhin’s trick により VZ を Hom(VZ, VZ)4 に取り替えることで VZ が ψ について自己双対
となるようにすることもできる（[Kis17, 1.3.3]）．
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S K′
p
(GSp,H±) は ShK′

p
(GSp,H±) の Z(p) 上の整正準モデルであるので，合成射

TE → ShKp
(G,X) → ShK′

p
(GSp,H±)E は T → S K′

p
(GSp,H±)O(v) に一意的に延

長される．
各S −

K(G,X)はS K′(GSp,H±)O(v) における ShK(G,X)の閉包として定義され
ていたので，射 TE → ShKp

(G,X) は T → lim←−Kp
S −

KpKp(G,X) に一意的に延長
されることがわかる．最後に，T は正則，特に正規なので，この射は T → S Kp

→
lim←−Kp

S −
KpKp(G,X)と一意的に経由する．これが延長条件に他ならない．

注意 5.6 S K(G,X)は延長条件を満たすことから，特にこの構成は (G,X)および
Kp のみにより，志村データの埋め込み iには依存しないこともわかる．

アーベル型のとき
アーベル型志村多様体についての定理 5.1を Hodge型の場合へ帰着する議論の方
針を簡単に説明する．基本的にはアーベル型志村多様体の正準モデルの存在をHodge
型の場合に帰着させる議論と同じことを行う．詳細は [Kis10, §3]を参照せよ．

(G,X)がアーベル型であるとする．すなわち，Hodge型の志村データ (G′, X ′)と
中心的同種 G′ der → Gder であって，同型 (G′ ad, X ′ ad)

∼=−→ (Gad, Xad)を誘導する
ものが存在するとする．このとき次の 3つを示すことで定理 5.1が (G,X)について
成り立つことがわかる．

• 中心的同種 G′ der → Gder は Z(p) 上の簡約群の中心的同種 G′ der
Z(p)
→ Gder

Z(p)
に

延長される．
• GZ(p) および G′

Z(p)
から定まる群A := A(GZ(p))およびA′ := A(G′

Z(p)
)◦ が存

在して，ShKp
(G,X)は ShK′

p
(G′, X ′)の幾何的連結成分 ShK′

p
(G′, X ′)+ から

次のように復元される：

ShKp(G,X)
∼=−→ [A× ShK′

p
(G′, X ′)+]/A′.

主張にでてくる記号等の詳細は [Kis10, §3] を参照せよ．(G′, X ′) は Hodge
型なので ShK′

p
(G′, X ′) の幾何的連結成分 ShK′

p
(G′, X ′)+ も滑らかな整モデル

S K′
p
(G′, X ′)+ をもち，さらに整正準モデルと同様の延長条件を満たす．そこで

S Kp(G,X) := [A×S K′
p
(G′, X ′)+]/A′
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とおき，これを O(v) 上に降下させることで ShKp
(G,X)の整正準モデルが構成され

る（[Kis10, Theorem 3.4.10]）．

5.2 定理 5.4の証明

定理 5.4の証明の方針について
定理 5.4 の証明をはじめる前に証明の方針を述べておこう．証明のポイントは

S K(G,X)の閉点での完備局所環を p可除群の「G構造付き」変形環と結びつける
ことにある．

S K(G,X) の閉点での完備局所環は，対応する剰余体上のアーベル多様体とその
付加構造の変形の様子を記述する．ここで剰余体は標数 pの有限体であり，アーベル
多様体の変形は，対応する p可除群の変形でわかる．そこで付加構造をどう捉えるか
がポイントになる．

Hodge 型の志村多様体は閉埋め込み G ⊂ GSp をもち，この閉埋め込みはテンソ
ルの有限集合により定義される．よって志村多様体の C 値点は（偏極とレベル構造
付き）アーベル多様体と，テンソルの有限集合の組としてとらえられる．同様にして
Faltingsは [Fal99, §7]において，p可除群の変形問題の文脈で「テンソル付きの変形
問題」を考え，その変形環が形式的に滑らかであることを示した．

[Kis10] の方針は S K(G,X) の閉点での完備局所環の各既約成分が Faltingsの変
形環と同型であることを示すことで，その形式的平滑性を導くというものである（な
おこのアイデアは [Vas99]による．[Vas99]も定理 5.4の証明を与えているが，その
一部にはギャップがあるといわれている．これについては [Moo98]をみよ）．
この方針の証明ではG ⊂ GSpを定義するテンソルから Faltingsの理論に用いるテ
ンソルを構成することが難しい．[Kis10]では Breuil–Kisin加群という整 p進Hodge
理論の道具を用いることで所望のテンソルを構成する（命題 5.10）．
以下では 6つのステップに分けて定理 5.4の証明を紹介する．なお証明に用いる p

可除群や Breuil–Kisin加群の基本性質についてはそれぞれ付録 A，付録 Bにまとめ
ておいたので必要に応じて参照されたい．

Step 1. 種々のコホモロジーのテンソルについての準備
前小節の定理 5.4 までに導入した記号を引き続き用いる．テンソルの有限集合
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{sα,B} ⊂ V ⊗
Z(p)

*25であって，その固定部分群が簡約部分群GZ(p) ⊂ GL(VZ(p))となる
ものを 1つ固定する．Step 1の目標は ShK(G,X)の各点に対応するアーベル多様体
の種々のコホモロジー上に sα,B に対応するテンソルを定めることである．
f : Auniv → ShK(G,X)を普遍アーベルスキームとし，V := R1f∗Ω• をその相対

1 次 de Rham コホモロジーとする．これは ShK(G,X) 上の局所自由層であり，V
に伴うベクトル束は可積分接続（Gauss–Manin接続）をもつ*26．V の ShK(G,X)C
への引き戻しを VC とかくことにする．
複素解析空間としての射

X ×G(Af )/K → ShK(G,X)C

を考えよう．f : Auniv → ShK(G,X)のX×G(Af )/K への引き戻しを f̃C : Ãuniv
C →

X ×G(Af )/K とおき，VC の X ×G(Af )/K への引き戻しを ṼC とおく．これらは
それぞれ複素解析空間の射および局所自由層であり，ṼC ∼= R1f̃C,∗Ω• となる．
X はエルミート対称領域，特に単連結であるので R1f̃C,∗(Z(p),Ãuniv

C
)は定数層であ

り，X ×G(Af )/K のモジュライ解釈より同型

R1f̃C,∗(Z(p),Ãuniv
C

) ∼= VZ(p),X×G(Af )/K

がある（ここで Z(p),Ãuniv
C
および VZ(p),X×G(Af )/K

は定数層を表す）．これと de Rham
同型より

(VZ(p),X×G(Af )/K
)⊗Z(p) OX×G(Af )/K

∼= R1f̃C,∗(Z(p),Ãuniv
C

)⊗Z(p) OX×G(Af )/K

∼=−→ R1f̃C,∗Ω• ∼= ṼC

を得る．
この同型により sα,B ∈ V ⊗

Z(p)
は Ṽ⊗

C の解析的切断 sα,dR を定める．また sα,B は
定義より G(Q) の作用で不変なので，sα,dR は V⊗

C の解析的切断に降下する．さら
に，de Rham同型と Gauss–Manin接続 ∇の関係より，sα,dR は ∇(sα,dR) = 0を
満たす．よって，sα,dR は V⊗

C の（代数的）切断を与えることがわかる（可積分接続

*25 一般に環 Rと，その有限階数自由 R加群M に対して，M⊗ で，M から双対，テンソル積，対称
積，外積をとるという操作で得られるすべての R加群を直和したものを表す．以下では同様の記号
を層などにも用いる．

*26 接続についての基礎事項は [大下, 付録 B]を参照せよ．
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付き解析的ベクトル束と，確定特異点をもつ可積分接続付き代数的ベクトル束の間の
Riemann–Hilbert対応）．
以下，Qp ↪→ Cを 1つ固定する．E を含む体 F と E 準同型 σ : F → Cを任意に
とる．F 値点 y ∈ ShK(G,X)(F )を任意にとり，y に対応する F 上のアーベル多様
体を Ay とおく．Ay 上の de Rham およびエタールコホモロジー上にテンソルを定
めよう．
Z(p) 加群 VZ(p) と H1

B(Ay,σ(C),Z(p)) との間には G(Z(p)) の作用の差を除いて標
準的な同型がある．定義より sα,B ∈ V ⊗

Z(p)
は G(Z(p))の作用で不変なので，sα,B は

H1
B(Ay,σ(C),Z(p))⊗ の元を定める．これを sα,B,y とおく．
比較同型

H1
B(Ay,σ(C),Z(p))⊗Z(p) Zp

∼= H1
ét(Ay,F ,Zp),

H1
B(Ay,σ(C),Z(p))⊗Z(p) C ∼= H1

dR(Ay)⊗F,σ C.

を考える．これらの同型を通じて sα,B,y はテンソル

sα,ét,y ∈ H1
ét(Ay,F ,Zp)⊗,

sα,dR,y ∈ (H1
dR(Ay)⊗F,σ C)⊗

を定める．なお sα,dR,y は SpecC σ−→ SpecF y−→ ShK(G,X)による sα,dR の引き
戻しに一致する．

定理 5.7 テンソル sα,ét,y, sα,dR,y について次が成り立つ．

(1) sα,ét,y は Gal(F/F )の作用で不変である．
(2) sα,dR,y は H1

dR(Ay)⊗ に含まれる．

証明の概略 (1)を示す．ShKp(G,X) := lim←−K′
p

ShKpK′
p
(G,X)とおく（ただし K ′

p

は Kp のコンパクト開部分群を動く）．K = KpK
p であったので，ShKp(G,X) →

ShK(G,X)はKp捻子である．ShKp(G,X)では普遍アーベルスキームの p冪等分点
は自明化されていることとH1

ét(Ay,F ,Zp) = Homcont(TpAy,F ,Zp)より，Gal(F/F )
の H1

ét(Ay,F ,Zp)への作用は，Kp 捻子 ShKp(G,X) → ShK(G,X)から定まる準同
型 Gal(F/F )→ Kp と，自然な Kp の H1

ét(Ay,F ,Zp)への作用の合成としてかける．
一方で，sα,B が G(Z(p))の作用で不変であることから，sα,ét,y は Kp ⊂ G(Zp)の作
用で不変であることを確かめることができる．以上を合わせて主張を得る．
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(2)の証明には Deligneの絶対 Hodgeサイクルの理論（[DMOS82]）を用いる．絶
対 Hodgeサイクルの理論より sα,dR,y ∈

(
H1

dR(Ay)⊗F F
)⊗ を得る．さらに (1)と，

絶対 Hodgeサイクルがエタール成分，de Rham成分どちらからでも一意的に決まる
ことを用いることで，

sα,dR,y ∈
((
H1

dR(Ay)⊗F F
)Gal(F /F ))⊗ = H1

dR(Ay)⊗

を得る．
(1)(2)ともに議論の詳細は [Kis10, 2.2.1]を参照せよ．

この定理において F として ShK(G,X)の既約成分の生成点をとることで次を得る
（σ は任意にとる）．

系 5.8 V⊗
C の切断 sα,dR は E 上定義される，すなわち，V⊗ の切断を定める．

F が E の有限拡大体であるときは，任意の埋め込み σp : F → Qp に対して比較
同型

H1
ét(Ay,σp,Qp

,Zp)⊗Zp BdR
∼=−→ H1

dR(Ay)⊗F,σp BdR

がある*27．次の定理 5.9は Step 5の命題 5.17の証明で用いられる．

定理 5.9（[Bla94], [Moo98, Theorem 5.6.3]） この比較同型の下で sα,dR,y は
sα,ét,y にうつる．

Step 2. 定理 5.4の設定の復習
定理 5.4 の設定を思い出しておこう．ShK′(GSp,H±) の O(v) 上の整正準モデ
ル S K′(GSp,H±)O(v) を考え，S K′(GSp,H±)O(v) における ShK(G,X) の閉包を
S −

K(G,X) と定義した．このとき任意の閉点 x ∈ S −
K(G,X) について S −

K(G,X)
の xにおける完備化の各既約成分が，O(v) 上形式的に滑らかであることを示すこと
が目標である．
kを xの剰余体とし，W = W (k)とおく．xが定める k上のアーベル多様体を Ax

とおき，Ax に対応する k上の p可除群 Ax[p∞]を G0 とおく（p可除群の定義や基本
性質は付録 A.1をみよ）．

*27 これは [Tsu99, Fal02, Niz08] からしたがう（cf. [Tsu02, Theorem A.1]）．なおこれらの論文で
得られている比較同型は一致する（[Niz09]）．
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S −
K(G,X) は ShK(G,X) の閉包として定義したので E の有限拡大体 F ⊂ E お

よび F 値点 x̃ ∈ S −
K(G,X)(F ) = ShK(G,X)(F ) であってその特殊化が x になる

ものがとれる．x̃に対応する F 上のアーベル多様体を Ax̃ とおく．
Step 1 の議論を y = x̃ に適用することでテンソル sα,B,x̃, sα,dR,x̃, sα,ét,x̃ を得る．
定理 5.7より sα,ét,x̃ ∈ H1

ét(Ax̃,E ,Zp)⊗ は Gal(E/F )不変である．
素点 v を延長する埋め込み E ↪→ Qp をとり，これもまた v と表すことにする．v
による F の像の閉包を Lとおく．このとき L ⊃W [1/p]は有限完全分岐拡大である．

Λ := H1
ét(Ax̃,Qp

,Zp) = H1
ét(Ax̃,E ,Zp)

とおき，Gal(Qp/L) の表現 Λ ⊗ Qp = H1
ét(Ax̃,Qp

,Qp) を考える．x̃ のとり方より
Ax̃ ⊗F Lの Néron モデルは特殊ファイバーが Ax となる OL 上のアーベルスキーム
である．よって，Λ⊗Qp はクリスタリン表現であり，Λは Gal(Qp/L)作用で安定な
Λ⊗Qp の Zp 格子である．
比較同型

Λ⊗Zp Bcris ∼= H1
cris(Ax/W )⊗W Bcris = D(G0)(W )⊗W Bcris

を考える．ここでD(G0)は G0に伴うDieudonnéクリスタルである（Dieudonné理論
については付録A.2を参照せよ）．この同型により sα,ét,x̃に対応する (D(G0)(W )⊗W

Bcris)⊗ の元を s′
α とおく．sα,ét,x̃ は Gal(Qp/L) 不変であるので，BGal(Qp/L)

cris =
W [1/p]より

s′
α ∈ ((D(G0)(W )⊗W Bcris)Gal(Qp/L))⊗ = (D(G0)(W )⊗W W [1/p])⊗

となることがわかる．構成より s′
α は ϕ不変である．

Step 3. テンソルの定める代数群の簡約性
以下，簡単のため MW := D(G0)(W ) とおく．Breuil–Kisin 加群を用いて s′

α ∈
(MW [1/p])⊗ の性質を調べよう．Breuil–Kisin 加群の定義および基本定理は付録 B
を参照せよ．
sα,ét,x̃ を Gal(Qp/L) 同変な射 sα,ét,x̃ : Zp → Λ⊗ とみなすと，対応する Breuil–

Kisin 加群の間の射M(sα,ét,x̃) : M(Zp) = S → M⊗ は ϕ 不変なM⊗ の元を定め
る．これを s′

α,M とかくことにする．定理 B.6 の同型 MW
∼= ϕ∗(M/uM) により

(ϕ∗(M/uM))⊗ ⊂ (MW [1/p])⊗ とみなす．このとき ϕ∗(s′
α,M mod u) は s′

α に一致
する．よって s′

α ∈M⊗
W を得る．
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命題 5.10 テンソルの有限集合 {s′
α} ⊂ M⊗

W の固定部分群 G′ ⊂ GL(MW ) は連結
簡約部分群である．

命題 5.10の証明は複雑である．まず {s′
α,M mod u} ⊂ (M/uM)⊗ の固定部分群

が GL(M/uM) の連結簡約部分群であることを示せばよいことに注意しよう．よっ
て命題 5.10は次に帰着される．

主張 5.11 あるW 線形同型

Λ⊗Zp W
∼=−→M/uM

であって，sα,ét,x̃ を s′
α,M mod uにうつすものが存在する．

主張 5.11 を示す．簡単のため Λ ⊗Zp S を M′ とおく．S 上のスキーム
HomS(M,M′)を考える．その部分スキーム

P ⊂ HomS(M,M′)

を，「S代数 Rに，R同型M⊗R→M′ ⊗Rであって s′
α ⊗ 1を sα,ét,x̃ ⊗ 1に対応

させるもののなす集合を対応させる関手」として定める．これは HomS(M,M′)の
部分スキームで表現される．このとき P → SpecSの各ファイバーは空集合である
か G捻子である．よって，主張 5.11は次からしたがう．

補題 5.12 P → SpecSは自明 G捻子である．すなわち射は平坦で，各ファイバー
は空でない．

補題 5.12 の証明の方針を述べる．まず P を SpecS(p) に制限すると G 捻子
になることをみる．定理 B.5 (2) よりこれは P ×Spec S SpecS(p) を忠実平坦射
SpecO‘Eur → SpecS(p) で引き戻すと自明な G 捻子になることからしたがう．この
事実を出発点にして Breuil–Kisin加群のもつ構造と Sが 2次元局所正則環であるこ
とを用いて P が G捻子であることを示す．詳細は [Kis10, 1.3.4]を参照せよ．
以上で命題 5.10の証明の説明を終える．

Step 4. ϕ不変テンソル付き変形環
S K(G,X)の xにおける完備化を記述したい．そのために G0 = Ax[p∞]の ϕ不
変テンソル付きの変形環として得られる形式的滑らかな完備局所環を考え，それと比
較することにする．
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引き続きMW = D(G0)(W )とおく．命題 5.10で示したように {s′
α}の固定部分群

G′ は GL(MW )の連結簡約部分群である*28．このとき次が成り立つ（証明は [Kis10,
1.4.3 (4)]を参照せよ）．

補題 5.13 Mk := MW ⊗W k = D(G0)(k)のフィルトレーション

Fil1k := Fil1 D(G0)(k) ⊂ D(G0)(k)

は G′ ⊗W k を経由する指標 µ0 : Gm → GL(Mk) によって定まる．すなわち，あ
る直和分解Mk = Fil1k ⊕Nk が存在して，それに対応する指標 µ0 : Gm → GL(Mk)
（µ0(z)は Fil1k 上 z 倍で，Nk 上 idで作用する）は G′ ⊗W k ⊂ GL(Mk)を経由する．

補題の条件を満たす直和分解Mk = Fil1k ⊕Nk を固定する．このときW 加群の直
和分解MW = Fil1W ⊕NW であって，Fil1W ⊗W k = Fil1k, NW ⊗W k = Nk が成り立
ち，さらに対応する指標 µ : Gm → GL(MW )が G′ ⊂ GL(MW )を経由するようなも
のが存在する．
G0 の普遍変形環の記述（付録 A.3）を思い出そう．NW ⊂ MW の固定部分群を

P ◦ とおく．P ◦ は GL(MW )の放物型部分群であり，その冪単部分群を U◦ とかき，
U◦ の単位元での完備化を Û◦ とおく．このとき Runiv := Γ(Û◦,OÛ◦)は G0 の普遍
変形環と自然に同型になる．以下では Runiv 上の普遍変形を GRuniv とおく．
次に ϕ不変テンソル {s′

α}付き変形環について考えよう*29．G′ におけるNW の固
定部分群 P ′◦ ⊂ G′ は放物型部分群となる（[Kis10, 1.1.1]）．この冪単根基を U ′◦ と
おき，U ′◦ の単位元における完備局所環を Runiv

G′ とおく．構成より次が成り立つ．

命題 5.14 Runiv
G′ は Runiv の商であり，W 上形式的に滑らかでその相対次元は

dimU ′◦ = rankW gr−1 LieG′

となる．

Runiv
G′ 加群MRuniv

G′
:= MW ⊗W Runiv

G′ を考える．また，{s′
α} ⊂M⊗

W の像としてテ
ンソルの集合 {s′

α,Runiv
G′
} ⊂M⊗

Runiv
G′
を定める．このとき各 s′

α,Runiv
G′
は Runiv

G′ 上の自明

*28 本稿の G′ は [Kis10]では GW とかかれる．
*29 [Fal99] では Tate サイクルという概念が導入され，本稿の ϕ 不変テンソル付きの変形環は，Tate
サイクル付きの変形環とよばれている．
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なクリスタルからの射 1 → D(GRuniv⊗RunivR
univ
G′ )⊗ を与えることがわかる（[Kis10,

1.5.4]）．
L の素元 π ∈ L をとり，E(u) ∈ W [u] を π の最小多項式とする．W 代数

W [u,E(u)n/n!]n≥1 ⊂ (FracW )[u]の p進完備化を S とおく*30．S は ϕ(u) = up を
満たす Frobenius射 ϕをもつ．また u 7→ π により定まる全射 S → OL の核は自然
な PD構造をもつ（例えば γn(E(u)) = E(u)n/n!となる）．
このとき次が成り立つ（証明は [Kis10, 1.5.8] および [Kis17, (E.1)-(E.4)] を参照
せよ）．

命題 5.15 p > 2とする．$ : Runiv → OL が Runiv → Runiv
G′ を経由することと，次

の条件は同値である：ϕ不変なテンソルの集合 {s̃′
α} ⊂ D(G$)(S)⊗ で，以下を満た

すものが存在する．

(1) s̃′
α は s′

α ∈M⊗
W = D(G0)(W )⊗ の持ち上げである．

(2) s̃′
α の D(G$)(OL)⊗ への像を s′

α,OL
とおくとき，

s′
α,OL

∈ Fil0(D(G$)(OL)⊗)

が成り立つ．
(3) (s̃′

α)の固定部分群 G′
S ⊂ GL(D(G$)(S))は連結簡約部分群である．

命題 5.16 L′ を Lの有限拡大体とする．また射 $ : Runiv → OL′ が与えられたと
し，Λ′ := Tp(G∨

Runiv ⊗Runiv,$ OL′)(−1) とおく．さらに Gal(Qp/L
′) 不変なテンソ

ルの集合 {sα,ét,$} ⊂ Λ′⊗ であって次を満たすものが存在すると仮定する．

(1) {sα,ét,$}の固定部分群は GL(Λ′)の連結簡約部分群を定める．
(2) 比較同型

Λ′ ⊗Zp
Bcris

∼=−→MW ⊗W Bcris

で，sα,ét,$ は s′
α ∈M⊗

W にうつる．

このとき $ : Runiv → OL′ は Runiv → Runiv
G′ を経由する．

証明 必要なら Lおよび FracW をとりかえることで，L′ = Lの場合に帰着できる．
G$ := GRuniv ⊗Runiv,$ OL とおく．

*30 この S は付録 Bでも用いられる．
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Breuil–Kisin加群M′ := M(Λ′)を考える．Step 3の議論と同様に Gal(Qp/L)同
変な射 sα,ét,$ : Zp → Λ′⊗ は ϕ不変なテンソル s′

α,M′ ∈M′⊗ を定め，さらにテンソ
ルの集合 {s′

α,M′}の固定部分群は GL(M′)の連結簡約部分群になることがわかる．
定理 B.6より ϕ∗M′ をさらに係数拡大したM(M′)についてフィルトレーション
を保つ ϕ同変同型

M(M′)
∼=−→ D(G$)(S)

が存在する．特に ϕ∗s′
α,M′ から底変換により ϕ 不変なテンソル s̃′

α ∈ D(G$)(S)⊗

が定まり，{s̃′
α} の固定部分群は GL(D(G$)(S)) の連結簡約部分群になる．あとは

{s̃′
α}が命題 5.15の仮定 (1)(2)を満たすことを示せば十分である．
D(G$)(S)⊗ → D(G0)(W )⊗ ⊂ (MW ⊗W Bcris)⊗ において s̃′

α ∈ D(G$)(S)⊗ は s′
α

にうつることがわかる．よって仮定 (1)を得る．また定理 B.5 (2)の 2つ目の同型は
フィルトレーションを保つので仮定 (2)が満たされることもわかる．よって命題 5.15
より主張がしたがう．

Step 5. Runiv
G′ によるS −

K(G,X)の完備局所環の記述
S K′(GSp,H±) の x における完備化を Û ′

x とおき，Û ′
x ↪→ Spf Runiv を

S K′(GSp,H±) 上の普遍アーベルスキームに伴う p 可除群から誘導される射とす
る．Serre–Tateの定理（定理 A.36）より，アーベル多様体 Ax の変形と，p可除群
G0 = Ax[p∞] の変形は等価である．また Ax の変形には Ax の偏極とシンプレク
ティック・レベル構造が一意的に持ち上がる．よって，Û ′

x ↪→ Spf Runiv は閉埋め込
みである．

S −
K(G,X)の xにおける完備化を Ûx とおき，その既約成分で x̃の像を含むもの

を Z とおく．これにより閉埋め込み

j : Z ↪→ Ûx ↪→ Û ′
x ↪→ Spf Runiv

を得る．特に，Z はアフィン形式スキームであり，Z = Spf RZ とかける（RZ は
Runiv の商である）．RZ がW 上形式的に滑らかであることを示せば定理 5.4の証明
は完了する．

命題 5.17 j は Spf Runiv
G′ ↪→ Spf Runiv を経由する．

証明 射Runiv → RZ , Runiv → Runiv
G′ はともに全射なので，次を示せば十分である：
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L′ を L の有限拡大体とする．任意の射 $ : Runiv → OL′ は Runiv → Runiv
G′

を経由する．

F の有限拡大体 F ′ ⊂ E を任意にとる．F ′ ↪→ E
v
↪→ Qp も v とかく．F ′ 値点

x̃′ ∈ ShK(G,X)(F ′) を SpecF ′
v → SpecF ′ x̃′

→ ShK(G,X) の特殊化が Z に入るも
のとする．

Λ′ := Tp(G∨
Runiv ⊗Runiv,$OL′)(−1)とおくと，Λ′ = H1

ét(Ax̃′,Qp
,Zp)である．Step

1 の議論を y = x̃′ に適用することで Gal(Qp/L
′) 不変なテンソル sα,ét,x̃′ ∈ Λ′⊗ を

得る．{sα,ét,x̃′} ⊂ Λ′⊗ が命題 5.16の仮定 (1)(2)を満たすことを示せば主張がした
がう．

Step 1における sα,ét,x̃′ の構成より，{sα,ét,x̃′}の固定部分群は GZ(p) ⊗Z(p) Zp に
同型となるので，GL(Λ′)の連結簡約部分群である．よって仮定 (1)が成り立つ．
仮定 (2)を確かめるには比較同型

H1
ét(Ax̃′,Qp

,Zp)⊗Zp Bcris
∼=−→ H1

cris(Ax/W )⊗W Bcris

で sα,ét,x̃′ が s′
α にうつることをいえばよい．

比較同型H1
ét(Ax̃′,Qp

,Zp)⊗Zp BdR
∼=−→ H1

dR(Ax̃′)⊗F ′,vBdR で sα,ét,x̃′ は sα,dR,x̃′

にうつることを思い出そう（定理 5.9）．したがって Berthelot–Ogus の比較同型
H1

dR(Ax̃′)⊗F ′ F ′
v

∼=−→ H1
cris(Ax/W )⊗W F ′

v で sα,dR,x̃′ が s′
α にうつることをいえば

よい．
s′

α の定義と定理 5.9より比較同型 H1
dR(Ax̃) ⊗F Fv

∼=−→ H1
cris(Ax/W ) ⊗W Fv で

sα,dR,x̃ は s′
α にうつる．よって仮定 (2)は次の主張からしたがう．

主張 sα,dR,x̃ と sα,dR,x̃′ の (H1
cris(Ax/W )⊗W F ′

v)⊗ での像は一致する．

主張は [Ogu84, Theorem 3.10]を用いて次の 2つを比較することで示される*31：

• Gauss–Manin接続付き相対 1次 de Rhamコホモロジー V|ShK(G,X)F ′
v
．

• S −
K(G,X)上の普遍アーベルスキームから定まる収束アイソクリスタル．

*31 [Kis10, 2.3.5]では [BO83, 2.9]を引用しているが，この結果には Z の平滑性が必要なためそのま
ま適用することはできない．この事実および [Ogu84, Theorem 3.10] を用いる議論については伊
藤和広氏，伊藤哲史氏，越川皓永氏にご教示いただいた．
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Step 6. 次元の計算
命題 5.17 より全射 Runiv

G′ ↠ RZ を得る．Runiv
G′ , RZ はともに完備局所環であり，

Runiv
G′ は整域である．よって，あとはこれらの環のW 上の相対次元が等しいことを
いえば，Runiv

G′
∼= RZ となり，RZ の形式的平滑性がしたがう．

まず Runiv
G′ の相対次元を考えよう．命題 5.14 より相対次元は rankW gr−1 LieG′

に等しい．
次に RZ の相対次元を考える．Z = Spf RZ → Spf W は S −

K(G,X)の xにおけ
る完備化の既約成分として得られたことを思い出そう．また x̃ ∈ ShK(G,X)の特殊
化は x ∈ S −

K(G,X)であるので， RZ のW 上の相対次元は ShK(G,X)の x̃にお
ける次元に等しく，これは ShK(G,X)の次元に他ならない．ShK(G,X)(C)が定め
る局所対称空間を考えることで，dim ShK(G,X) = dim gr−1 LieGを得る．
主張 5.11より GZp ⊗Zp W

∼= G′ となる同型が存在する．さらに Step 1の構成か
ら rankW gr−1 LieG′ = dim gr−1 LieG となることがわかる．よって Runiv

G′ と RZ

のW 上の相対次元は等しい．

以上の議論より定理 5.4は示された．

付録 A p可除群
本付録では p可除群についてまとめる．付録 A.1では p可除群に関連した定義を
まとめる．付録 A.2では p可除群を記述する Dieudonné理論について解説する．は
じめに正標数の完全体上の p可除群を記述する Dieudonné理論を紹介する．その後，
クリスタリンサイトについての用語を導入し，より一般的な Dieudonnéクリスタル
の理論を述べる．その後は，応用として p可除群の変形を Dieudonnéクリスタルに
より記述する Grothendieck–Messing 理論を説明する．最後に付録 A.3 では第 5 節
で必要となる p可除群の普遍変形環について簡単に紹介する．

A.1 p可除群の基礎

定義 A.1 h ≥ 0とし，S をスキームとする．S 上の高さ hの p可除群 (p-divisible
group) *32とは，次を満たす帰納系 G = (Gn, in : Gn → Gn+1)n≥0 のことをいう．

*32 Barsotti–Tate群ともよばれる．
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(1) Gn は S 上の階数が pnh となる有限局所自由可換群スキーム．
(2) 0 −→ Gn

in−→ Gn+1
pn

−→ Gn+1 は完全．

G の高さを htG で表す．
p 可除群 G = (Gn, in),H = (Hn, in) の間の射 f : G → H とは S 上の群スキーム
の射 fn : Gn → Hn の系であって in ◦ fn = fn+1 ◦ in を満たすものをいう．
以下，(Gn, in)を (Gn)と略記することが多い．

S 上の p可除群 G = (Gn)に対して，lim−→n
Gn は S 上の fppfアーベル層を定める．

またこの fppfアーベル層から

Gn = Ker
(
pn : lim−→

n

Gn → lim−→
n

Gn

)
により G = (Gn)を復元することができる．よって，fppfアーベル層 lim−→n

Gn のこと
を p可除群といい，G と表すこともある．

例 A.2 (1) 定数群スキーム 1
pn Zp/Zp(∼= Z/pnZ) とその間の自然な包含射の組

( 1
pn Zp/Zp, in)は高さ 1の p可除群を定める．これを Qp/Zp とかく．

(2) 1 の pn 羃根のなす群スキーム µpn とその間の自然な包含射の組 (µpn , in) は
高さ 1の p可除群を定める．これを µp∞ とかく．

(3) アーベルスキームA→ Sに対してA[p∞] = (A[pn], in)は S上の高さ 2 dimA

の p可除群になる．

定義 A.3 p可除群 G に対して，fppfアーベル層 TpG を

TpG := lim←−
n

Gn

で定める．ただし射影極限は p倍射 p : Gn+1 → Gn についてとる．TpG を G の Tate
加群とよぶ．

例 A.4 (1) Tp(Qp/Zp) = Zp, Tp(µp∞) = Zp(1)である．
(2) アーベルスキーム A → S が与えられたとき，アーベルスキームの p 進 Tate
加群 TpAと p可除群 A[p∞]の Tate加群 Tp(A[p∞])は自然に同一視される．

命題 A.5 G を S 上の p 可除群とする．このとき fppf アーベル層 Ext1
S(G,Gm) は

p可除群により表現される．これを G∨ とかき，G の双対とよぶ．このとき (G∨)n は
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Gn の Cartier双対である*33．また自然な同型 G ∼= (G∨)∨ がある．

例 A.6 (1) Qp/Zp と µp∞ は互いに双対である．
(2) アーベルスキーム A → S とその双対アーベルスキーム A∨ → S が与えられ
たとき，それらに伴う p可除群 A[p∞]と (A∨)[p∞]は互いに双対である．

S を pが局所冪零となるスキームとする．S 上の p可除群に対して，その不変微分
形式のなす層 ωG（[Mes72, II.3.3.19]）および G の接空間が定める層 LieG（[Mes72,
III.2.2.1, 2.2.7]）を定義することができる．これらは S 上の有限階数局所自由OS 加
群であり，ωG = HomOS

(LieG,OS)が成り立つ（[BBM82, 3.3]の冒頭も参照せよ）．
また S が剰余体の標数が pとなる完備局所ネーター環のスペクトラムのときにも

ωG や LieG を定義することができる．

定義 A.7 S 上の p可除群 G に対して，rankOS
LieG を G の次元という．このとき

次が成り立つ
dimG + dimG∨ = htG = htG∨.

標数 pのスキーム上の p可除群
S を標数 pのスキームとし，Gを S 上平坦な可換群 S スキームとする．S 上の p

乗 Frobenius射 FS : S → S を用いて，

G(p/S) := S ×FS ,S G

と定める．G(p/S) は S 上平坦な可換群 S スキームである．可換図式

G
FG //

��

G

��

S
FS // S

より S 上の群スキームの射
FG : G→ G(p/S)

が定まる．このとき，さらに S 上の群スキームの射

VG : G(p/S) → G

*33 このため Gn の Cartier双対 (Gn)∨ を用いて，G の双対を ((Gn)∨)n≥0 と定義することも多い．
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であって，
FG ◦ VG = p idG(p/S) , VG ◦ FG = p idG

を満たすものが存在する（[SGA3-I, VIIA.4.3 ]）．これを Verschiebung という．
FG, VG は Gについて関手的である．
G が標数 pのスキーム S 上の p可除群とする．このとき

G(p/S) := (G(p/S)
n , i(p/S)

n )

は S 上の p可除群になる．さらに FGn
, VGn

から p可除群の射

FG : G → G(p/S), VG : G(p/S) → G

が定まり，
FG ◦ VG = p idG(p/S) , VG ◦ FG = p idG

を満たす．

A.2 Dieudonné理論

p可除群に対して不変量を与えることを考えよう．

完全体上の p可除群とDieudonné加群
k を標数 pの完全体とする．このとき k 上の p可除群は Dieudonné加群で分類さ
れるという結果を紹介する．W (k)を k のWittベクトルのなす環とし，W (k)上の
Frobeniusを σ で表す．

定義 A.8 k 上のDieudonné加群とは長さ有限W (k)加群M と，W (k)準同型

FM : Mσ →M, VM : M →Mσ

の組 (M,FM , VM )であって，

FM ◦ VM = p idM , VM ◦ FM = p idMσ

を満たすものをいう．ただしMσ := W (k)⊗σ,W (k) M とおいた．
Dieudonné加群の間の射はW (k)準同型であって，FM , VM と可換なものとして
定める．
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Dieudonné 加群 M が W (k) 加群として有限階数自由加群であるとき，M∨ :=
HomW (k)(M,W (k))にも自然な Dieudonné加群の構造がはいる．

定理 A.9（Dieudonné） k を標数 pの完全体とする．このとき，k 上の p可除群の
圏から，Dieudonné加群のなす圏への反変関手 D であって，次を満たすものが存在
する．

• D(G)は有限階数自由W (k)加群であり，その階数は htG となる．
• D(FG) = FD(G), D(VG) = VD(G).
• D(G∨) = D(G)∨

• D は k 上の p可除群のなす圏と，Dieudonné加群であってW (k)加群として
有限階数自由なもののなす圏との間の反変圏同値を与える．

注意 A.10 証明は [Dem72] や [Fon77] などをみよ．方針としては k 上の有限可換
群スキームに対し，Dieudonné加群を対応させる関手を作り，p可除群をその場合に
帰着させる．

Dieudonnéクリスタルの理論
より一般に S を標数 pのスキームとし，次のような問題を考えよう：

S 上の可換群スキームあるいは fppf アーベル層に対して，もとの対象より扱
いやすい代数構造を与える関手はつくれるか？さらに構成した関手は忠実充
満か？

Dieudonnéの結果は，S が標数 pの完全体のスペクトラムで，考えるクラスが p可
除群（あるいは有限平坦可換群スキーム）のときに上の問いに答えている．

Grothendieck は Dieudonné の結果を標数 p のスキーム上の p 可除群に一般化す
るプログラムを発表した（[Gro71]，[Gro74] ）．これは一般の標数 pのスキーム上の
p可除群に，Dieudonnéクリスタルを対応させる関手として定式化され，Dieudonné
クリスタルの理論とよばれる．以下ではまず Dieudonnéクリスタルの理論に必要と
なるクリスタリンサイトおよびクリスタルについて簡単に復習する．その後，p可除
群に伴う Dieudonnéクリスタルの構成について紹介する．そして，Dieudonnéクリ
スタルの理論の応用として，p 可除群の変形を Dieudonné クリスタルにより記述す
る Grothendieck–Messingの理論を述べる．
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クリスタリンサイトとクリスタル
詳細は [Ber74]や [BO78]を参照せよ．

定義 A.11 Rを環とし，I をそのイデアルとする．I 上の PD構造*34とは写像の集
まり γm : I → R (m ≥ 0)であって，x, y ∈ I, r ∈ R に対して以下を満たすもののこ
とである．

(1) γ0(x) = 1, γ1(x) = xかつ，m ≥ 1のとき γm(x) ∈ I．
(2) γm(x+ y) =

∑
i+j=m γi(x)γj(y).

(3) γm(rx) = rmγm(x).
(4) γm(x)γn(x) = (m+n)!

m!n! γm+n(x).
(5) γm(γn(x)) = (mn)!

m!(n!)m γmn(x).

なお (4) (5)において (m+n)!
m!n! ,

(mn)!
m!(n!)m ∈ Z であることに注意せよ．

(I, γ)を PDイデアルとよんだり，(R, I, γ)を PD環とよんだりする．
さらに，ある自然数 N が存在して，任意の自然数 k，x1, . . . , xk ∈ I および

m1, . . . ,mk ∈ Nに対し，m1 + · · ·+mk ≥ N ならば

γm1(x1) · · · γmk
(xk) = 0

となるとき，γ は羃零であるという．
PD 環の間の射 f : (R, I, γ) → (R′, I ′, γ′) とは，環準同型 f : R → R′ であって

f(I) ⊂ I ′ かつ γ′
m(f(x)) = f(γm(x)) (x ∈ I)を満たすもののことをいう．

例 A.12 (1) RがQ代数のとき，Rの任意のイデアルは唯一の PD構造 γm(x) =
xm/m! をもつ．なお PD 構造の条件は xm/m! のもつ性質を抜き出したもの
に他ならない．

(2) Zp のイデアル I = (p)を考える．m ≥ 1に対し Qp の元 pm/m!は常に I に
含まれることがわかるので，γm(x) = xm/m!は I の PD構造を定めることが
わかる．より一般に混標数 (0, p)の離散付値環 R とその極大イデアル I を考
える．このとき簡単な計算により γm(x) = xm/m! が I の PD 構造を定める
必要十分条件は R の絶対分岐指数が p − 1 以下であることが確かめられる．
（たとえば [BO78, 3.2.3]．）

*34 PDはフランス語 puissances diviséesからきている．
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(3) R が p 冪零であるとする．このとき任意の PD 環 (R, I, γ) に対し，I は冪
零イデアルになる．実際，pnR = 0 とすると，任意の x ∈ I に対し xpn =
(pn)!γpn(x) = 0となる．特に閉埋め込み SpecR/I ↪→ SpecRは同相である．

定義 A.13 (R, I, γ)を PD環とし，R′ を R代数とする．R′ のイデアル IR′ の PD
構造 γ′ であって，構造射 R → R′ が PD環の射 (R, I, γ) → (R′, IR′, γ′)を誘導す
るものが存在するとき，γ は R′ に延長されるという．
γ′ は存在すれば一意である．また I が単項イデアルのとき，γ は任意の R代数に
延長される（[Ber74, I.2.1.1]，[BO78, 3.15]）．

定義 A.14 (R, I, γ)を PD環とする．R′ を R代数とし，(I ′, δ)を R′ の PDイデア
ルとする．γ と δが両立するとは，γ がR′上に延長され，その延長 γ′と δが IR′∩I ′

上で一致することをいう．

注意 A.15 以上の概念はスキーム Σとその準連接イデアル層 I に対しても自然に定
義することができる．詳細は [Ber74, I.4]や [BO78, above 3.30]を参照せよ．

定義 A.16 (Σ, I, γ)を PDスキームとする．pが局所冪零となり，さらに γ が延長
されるような Σ スキーム S を考える．S の (Σ, I, γ) に関するクリスタリンサイト
Cris(S/Σ, I, γ)を以下のように定める．

• Cris(S/Σ, I, γ) の対象は以下のような組 (U ↪→ T, δ) とする．U は S の開部
分スキーム，T は pが局所羃零となる Σスキームで，U ↪→ T は Σ閉埋め込
み．U ↪→ T の定義イデアルを J とおくとき，δ は J の PD構造であって，γ
と両立するもの．
• Cris(S/Σ, I, γ)の射 u : (U ↪→ T, δ)→ (U ′ ↪→ T ′, δ′)とは，可換図式

U
� � //

uU

��

T

uT

��

U ′ � � // T ′

であって，さらに射 uU : U → U ′ は S の開部分スキームとしての包含写像で
あり，uT : T → T ′ は Σ-PDスキームの射 (T, J, δ) → (T ′, J ′, δ′)を誘導する
ものとする．
• Cris(S/Σ, I, γ)の射の集まり {fi : (Ui ↪→ Ti, δi) → (U ↪→ T, δ)}が被覆であ
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るとは，Ti → T が開埋め込みであり，さらに T =
∪

i Ti となることをいう．
これは Cris(S/Σ, I, γ) のプレトポロジーを定める．以後，Cris(S/Σ, I, γ) に
はこのプレトポロジーから定まるトポロジーを考える．

Cris(S/Σ, I, γ) はサイトになる．Cris(S/Σ, I, γ) に伴うトポスを (S/Σ, I, γ)cris と
かく．

Cris(S/Σ, I, γ)の対象 (U ↪→ T, δ)について，pは T において局所冪零という条件
が課されているので例 A.12 (3)より閉埋め込み U ↪→ T は同相である．

Cris(S/Σ, I, γ)上の層 F を与えることは，以下のデータであって，さらに自然な
整合性の条件を満たすものを与えることに他ならない（詳細は例えば [Ber74, III.1.4]
または [BO78, 5.1]をみよ）．

• Cris(S/Σ, I, γ)の対象 (U ↪→ T, δ)に対して T 上の Zariski層 F(U↪→T,δ)．
• Cris(S/Σ, I, γ) の射 u : (U ↪→ T, δ) → (U ′ ↪→ T ′, δ′) について層の射
ρu : u−1

T F(U ′↪→T ′,δ′) → F(U↪→T,δ)．

例 A.17 Cris(S/Σ, I, γ)上の層の例を挙げる．

(1) 関手 (U ↪→ T, δ) 7→ OT は Cris(S/Σ, I, γ)上の環の層を定める．これをOS/Σ

とかく．
(2) 同様に関手 (U ↪→ T, δ) 7→ OU および関手 (U ↪→ T, δ) 7→ Ker(OT → OU )は

Cris(S/Σ, I, γ)上の環の層を定める．これはそれぞれ iS/Σ∗OS , JS/Σ とかか
れる．このとき自然な完全系列がある：

0→ JS/Σ → OS/Σ → iS/Σ∗OS → 0.

クリスタリントポスの関手性について述べる．可換図式

S′ g
//

��

S

��

Σ′ f
// Σ

であって，f : Σ′ → Σが PDスキームの射 (Σ′, I ′, γ′)→ (Σ, I, γ)を誘導するものが
与えられたとき，トポスの射 gcris : (S′/Σ′, I ′, γ′)cris → (S/Σ, I, γ)cris が定まる*35．

*35 一般にはサイト Cris(S/Σ, I, γ)，Cris(S′/Σ′, I′, γ′)の間に射は定まらないため，トポスを用いる
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すなわち，Cris(S/Σ, I, γ) 上の層 F に対して，Cris(S′/Σ′, I ′, γ′) 上の層 g∗F が定
まり，また Cris(S′/Σ′, I ′, γ′)上の層 F ′ に対して，Cris(S/Σ, I, γ)上の層 g∗F ′ が定
まって，g∗ は g∗ の左随伴関手となる．詳細は [Ber74, III.2] または [BO78, 5.8] を
参照せよ．

参考 A.18 参考として正標数の完全体上の代数多様体のクリスタリンコホモロジー
の定義を述べておこう．
k を標数 p の完全体とし，W := W (k) および Wn(k) := W/pn とおく．また

Σn = SpecWn, In = (p) ⊂ Wn とおく．このとき (Σn, In) は唯一の PD 構造 γ を
もつ．k 上滑らかかつ固有なスキーム X に対して

H∗
cris(X/Wn) := H∗((X/Σn, In, γ)cris,OX/Σn

)
とおく．これはWn 加群であり，nについて射影系をなす．よって，

H∗
cris(X/W ) := lim←−

n

H∗
cris(X/Wn)

により W 加群を得る．H∗
cris(X/W ) は X のクリスタリンコホモロジーとよばれる

ことが多い．
クリスタリンコホモロジーの基本性質や比較定理などについてはこれ以上は述べな
い．これについては [Ber74]や [BO78]を参照せよ．また諸性質の解説として [Ill94]
がある（比較定理については [辻]にも触れられている）．

さて OS/Σ 加群のなすクリスタルの定義を述べよう．

定義 A.19 サイト Cris(S/Σ, I, γ)上の OS/Σ 加群のなすクリスタルとは，OS/Σ 加
群の層 F であって，任意の射 u : (U ↪→ T, δ) → (U ′ ↪→ T ′, δ′)について T 上の OT

加群層の射

ρu : u∗
TF(U ′↪→T ′,δ′) := OT ⊗u−1

T
OT ′

u−1
T F(U ′↪→T ′,δ′) → F(U↪→T,δ)

が同型になるもののことをいう．各 F(U↪→T,δ) が準連接あるいは有限階数局所自由
OT 加群となるとき，F は準連接あるいは有限階数局所自由 OS/Σ 加群のなすクリス
タルであるという．

必要がある．
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注意 A.20 Grothendieckはサイト Cris(S/Σ, I, γ)上の数学的対象であって，結晶
のように「剛的」であり，「成長する」ものをクリスタルと名付けた．上で定義した
OS/Σ 加群のなすクリスタル以外にも，fppf層のなすクリスタルなども定義すること
ができる．より一般的なクリスタルの定義は [Ber74, IV.1.1.1] を参照せよ．なお本
稿では OS/Σ 加群のなすクリスタルしか扱わないので，OS/Σ 加群のなすクリスタル
を単にクリスタルということにする．

注意 A.21 クリスタルは接続により捉えることができる（[Ber74, IV.1.6]， [BO78,
6.6]）．これは応用上重要な事実だが本稿では省略する．

以下では Σ = SpecZp, I = (p)とする（γ は例 A.12 (2)ででてきた唯一の PD構
造であり，定義 A.13より γ は任意の Σスキーム上に延長される．また γ は任意の
標数 pのスキーム上の PD構造と両立する）．
S を標数 p のスキームとする．また S 上の p 乗 Frobenius 射を σ で表す．

Cris(S/Σ, I, γ)上の層 F に対し，σ∗F を Fσ とかく．

定義 A.22（[Gro74, p.108]） S 上の Dieudonnéクリスタルとは次のデータからな
る 3つ組 (E , F, V )のことをいう：

• E は Cris(S/Σ, I, γ)上の有限階数局所自由クリスタル．
• F : Eσ → E , V : E → Eσ はともにOS/Σ 加群層の射であって，F ◦ V = p idE ,
V ◦ F = p idEσ を満たすもの．

S 上の Dieudonnéクリスタルの間の射は，OS/Σ 加群層の射であって，F, V と可換
なものとして定める．
特に Cris(S/Σ, I, γ) の対象 (U ↪→ T, δ) に対して E(U↪→T,δ) は T の準連接層であ
る．特に T がアフィンスキーム SpecRのとき，E(U↪→T,δ) はその大域切断で決まる．
対応する R加群を E(R)とかくことにする．

注意 A.23 S を p が局所羃零となるスキームとする．このとき射 S ⊗ Fp ↪→ S は
Cris(S/Σ, I, γ) 上の OS/Σ 加群のなすクリスタルの圏と，Cris(S ⊗ Fp/Σ, I, γ) 上
の OS⊗Fp/Σ 加群のなすクリスタルの圏の間の圏同値を誘導する（[BBM82, 1.2.2]）．
よって，Cris(S/Σ, I, γ)上の OS/Σ 加群のなすクリスタル E に対して，Eσ が定義さ
れる．特に，S 上の Dieudonnéクリスタルを同様に定義することができる．
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p可除群に伴うDieudonnéクリスタル
S を標数 pのスキームとする．

定義 A.24（[BBM82, 3.3.6]） S 上の p可除群 G に対し，

D(G) := Ext1
S/Σ(G,OS/Σ)

とおく．ここで，Ext1
S/Σ は Cris(S/Σ, I, γ) 上のアーベル群の層のなす圏における

Ext1 をさす．

これは G について関手的である．また S についても関手的であり，絶対 Frobenius
射 σ : S → S については D(G)σ = Ext1

S/Σ(G(p/S),Oσ
S/Σ) となる．(OS/Σ)σ = OS/Σ

であるので，S 上の p可除群の射 FG : G → G(p/S) から次が定まる：

F :D(G)σ=Ext1
S/Σ(G(p/S),Oσ

S/Σ)→Ext1
S/Σ(G,Oσ

S/Σ)=Ext1
S/Σ(G,OS/Σ)=D(G).

同様にして，VG : G(p/S) → G より次を得る：

V : D(G) = Ext1
S/Σ(G,Oσ

S/Σ)→ Ext1
S/Σ(G(p/S),Oσ

S/Σ) = D(G)σ.

定理 A.25（[BBM82, 3.3.10]） (D(G), F, V ) は S 上の Dieudonné クリスタルで
ある．

完全系列 0→ JS/Σ → OS/Σ → iS/Σ∗OS → 0から完全系列

Ext1
S/Σ(G,JS/Σ)→ Ext1

S/Σ(G,OS/Σ)→ Ext1
S/Σ(G, iS/Σ∗OS)

が定まる．id : S → S と零イデアル上の自明な PD構造が定める Cris(S/Σ, I, γ)の
対象を S とかくとき，上の完全系列の S での値について次が成り立つ．

定理 A.26（[BBM82, 3.3.2, 3.3.4, 3.3.5]） OS 加群の同型

ωG ∼= Ext1
S/Σ(G,JS/Σ)S , LieG∨ ∼= Ext1

S/Σ(G, iS/Σ∗OS)S

がある．さらに，これは完全系列

0→ ωG → D(G)S → LieG∨ → 0

を定める．またこの構成は S および G について関手的であり，射 S′ → S について
の底変換と両立する．
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注意 A.27 注意 A.23より，以上のことは pが羃零となるスキーム S 上にも延長さ
れる．また，S 上の p可除群 G に対して，Dieudonnéクリスタル D(G)は S ⊗ Fp 上
の p可除群 G ⊗ Fp のみに依存することもわかる（[BBM82, p.105, p.144]）．

注意 A.28 S が標数 pの完全体 k のスペクトラムのときを考える．このとき

D(G)
(
W (k)

)
:= lim←−

n

D(G)
(
W (k)/pn

)
とおく（W (k)において pは局所冪零でないので，S ↪→ SpecW (k)はCris(S/Σ, I, γ)
の対象を定めないことに注意せよ）．以下ではW (k)以外の p進位相について完備な
W (k)代数 Rについても（定義が可能なときは）同様にして D(G)(R)を考えること
がある．なお [BBM82, p.175]も参照せよ．

例 A.29 f : A → S をアーベルスキームとする．このとき R1fcris∗OA/Σ ∼=
Ext1

S/Σ(A,OS/Σ) が成り立ち，さらにこれは D(A[p∞]) に等しい（[BBM82, 2.5.6,
3.3.7]）．特に S が標数 pの完全体 k のスペクトラムのとき

H1
cris

(
A/W (k)

) ∼= D
(
A[p∞]

)(
W (k)

)
となる．

S が標数 pの完全体のスペクトラムのときは，Dieudonné加群と Dieudonnéクリ
スタルは次のように関係づけられる．

定理 A.30（[BBM82, 4.2.14]） k を標数 pの完全体とし， S = Spec k とおく．k
上の p可除群 G に対して，同型

D(G)σ ∼= D(G)
(
W (k)

)
が存在する．

注意 A.31 Dieudonné 関手は S がよい性質を満たせば忠実充満であると予想され
ており，実際に様々な条件下で忠実充満性が示されている．例えば S が標数 pの局
所完全交叉エクセレント環のスペクトラムのとき Dieudonné関手は忠実充満である．
また f -半完全というクラスの環に対しても忠実充満性に関する結果が得られる（この
場合は同種を考える必要がある）．これらの詳しい結果については [dJ98]や [SW13]
を参照せよ．
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注意 A.32 この付録で与えた D(G) の構成は [BBM82] による．ただし厳密には
[BBM82]ではビッグ・クリスタリンサイト CRIS(S/Σ, I, γ)を用いている．このサ
イトの対象は以下のような組 (U ↪→ T, δ)である：U は S スキームで，U ↪→ T は Σ
閉埋め込み．U → T の定義イデアルを J とおくと，δ は J の PD構造であって，γ
と両立するもの．
このとき被覆 {fi : (Ui ↪→ Ti, δi)→ (U ↪→ T, δ)}として，Zariski被覆（すなわち

Ti → T が開埋め込みであることを要請する）以外にも，fppf被覆や étale被覆など
も考えることができる．[BBM82]ではそれぞれのクラスの被覆の定めるトポロジー
で Dieudonnéクリスタルを導入しているが，Cris(S/Σ, I, γ)上に制限すればすべて
同じになる（[BBM82, 1.1.8, p.32, 1.3.6]をみよ）．

注意 A.33 Grothendieckは Dieudonnéクリスタルの構成について次の 2つの方法
を提示した（[Gro71]）：

(1) 普遍拡大および指数写像を使う方法．
(2) \拡大を使う方法．

これらの理論の詳細はそれぞれ [Mes72]および [MM74]で与えられている（[Mes72]
では共変的な Dieudonnéクリスタルが構成されている）．ただしこれらの文献では局
所冪零な対象のみを考えた冪零クリスタリンサイト上で Dieudonnéクリスタルを構
成している．この付録の構成と [Mes72]の構成との比較については [BM90, §3]を参
照せよ．

Grothendieck–Messing理論
定理 A.26 より Dieudonné クリスタルにはフィルトレーションが定まる．こ
のフィルトレーションにより p 可除群の変形を記述することができる．これは
Grothendieck により提唱され，Messing（[Mes72]）により詳細が与えられたため
Grothendieck–Messing理論とよばれる．なお本稿ではアーベルスキームについて類
似の結果として定理 2.26を紹介した．本稿では述べないが，アーベルスキームにつ
いても p可除群と同様のGrothendieck–Messing理論があり（証明はアーベルスキー
ムのほうが易しい），アーベルスキームに伴う p可除群の Grothendieck–Messing理
論と一致する．これについては [Mes72, V.1.10]を参照されたい．
引き続き S を pが局所羃零となるスキームとし，G を S 上の p可除群とする．こ
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のとき定理 A.26より局所自由 OS 加群の完全系列

0→ ωG → D(G)S → LieG∨ → 0

がある．特に ωG は局所的には直和因子になっている．
S ↪→ S′ を閉埋め込みとし，その定義イデアルは羃零 PD 構造 δ をもつとする．

（よって，(S ↪→ S′, δ) は Cris(S/Σ, I, γ) の対象を定める）．S′ 上の p 可除群 G′ で
あって，G′ ×S′ S = G となるものを考える．このとき局所自由 OS′ 加群の同型

D(G)(S↪→S′,δ) ∼= D(G′)S′

が得られる（後者は Cris(S′/Σ, I, γ)上のクリスタルから得られたものである．なお
id : S′ → S′ と零イデアル上の自明な PD構造が定める Cris(S′/Σ, I, γ)の対象を S′

とかいている）．局所自由 OS′ 加群の完全系列

0→ ωG′ → D(G′)S′ → LieG′∨ → 0

と上の同型より局所自由 OS′ 部分加群 ωG′ ⊂ D(G)(S↪→S′,δ) が得られる．さらにこれ
は次の性質を満たす：

(1) ωG′ ⊂ D(G)(S↪→S′,δ) は局所的には直和因子である．
(2) ωG′ ⊂ D(G)(S↪→S′,δ) を S ↪→ S′ で引き戻すと ωG ⊂ D(G)S になる．

このフィルトレーションによって G′ を特徴付けることが Grothendieck–Messing理
論の主張である．その定式化のために用語を 1つ導入する．

定義 A.34 G および (S ↪→ S′, δ)を上の通りとする．D(G)(S↪→S′,δ) の局所自由 OS′

部分加群 Fil1 が G の許容フィルトレーションであるとは，次の 2条件を満たすこと
をいう：

(1) Fil1 ⊂ D(G)(S↪→S′,δ) は局所的には直和因子である．
(2) Fil1 ⊂ D(G)(S↪→S′,δ) を S ↪→ S′ で引き戻すと ωG ⊂ D(G)S になる．

定理 A.35（Grothendieck–Messing理論） 関手 G′ 7→ (G′ ×S′ S, ωG′)は S′ 上の p

可除群の圏から，S 上の p可除群とその許容フィルトレーションの組のなす圏への圏
同値を与える．
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なお後者の圏の射 (G1,Fil11)→ (G2,Fil12)は，S 上の p可除群の射 f : G1 → G2 と
OS′ 加群の射 g : Fil12 → Fil11 の組 (f, g)であって，図式

Fil12
� � //

g

��

D(G2)(S↪→S′,δ)

D(f)(S↪→S′,δ)

��

Fil11
� � // D(G1)(S↪→S′,δ)

を可換にし，さらに，この図式の S ↪→ S′ による引き戻しが

ωG2
� � //

f∗

��

D(G2)S

D(f)S

��

ωG1
� � // D(G1)S

に一致するものと定める．

アーベルスキームとそれに伴う p可除群

定理 A.36（Serre–Tate） S を pが局所羃零なスキームとし，S0 ↪→ S を局所羃零
な準連接イデアル層で定まる S の閉部分スキームとする．このとき，次の 2つの圏
は圏同値である：

(1) S 上のアーベルスキームのなす圏．
(2) S0 上のアーベルスキーム A0，S 上の p可除群 G および S0 上の p可除群の同
型 ε : A0[p∞] ∼= G ×S S0 からなる組 (A0,G, ε)のなす圏．

なお圏同値は S 上のアーベルスキーム Aに対して，(A×S S0, A[p∞], id)を対応させ
る関手により与えられる．

定理の証明は貼り合わせの議論から S がアフィンの場合に帰着される．さらに S0

の定義イデアルが PD 構造をもつ場合に帰着できるので，アーベルスキームと p 可
除群の Grothendieck–Messing理論をくらべることで定理を証明することができる．
このアイデアによる Serre–Tate の証明については [Mes72, V.2.3] をみよ．ただし，
その後，Drinfeldにより非常に簡潔な別証明が与えられている．この別証明について
は [Kat81, 1.2.1]をみよ．
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A.3 標数 pの完全体上の変形環

k を標数 p の完全体とし，G0 を k 上の p 可除群とする．剰余体が k となる局所
Artin W (k)代数 Rに対して，G0 の R上の変形 (GR,GR ⊗R k ∼= G0)のなす集合を
対応させる関手 F を考える．

定理 A.37（Illusie） 剰余体が k となる局所 Artin W (k) 代数のなす圏から集合の
圏への G0 の変形関手 F は表現可能（pro-representable）である．すなわち，ある
W (k)代数 Runiv が存在して，任意の剰余体が k となる局所 Artin W (k)代数 R に
対して，

F (R) = HomW (k)(Runiv, R)

が成り立つ．さらに Runiv は (dimG0)(dimG∨
0 ) 変数形式的羃級数環 W (k)[[tij ]]

(1 ≤ i ≤ dimG0, 1 ≤ j ≤ dimG∨
0 )と同型である．

証明は余接複体の理論を用いて Illusie により与えられた（[Ill85, 4.8]）．なお変
形理論の観点からみて自然な同型 Runiv ∼= W (k)[[tij ]] をとることができる（[Ill85,
4.8.2]）．
以下では Faltings による Runiv のより具体的な表示を述べる．議論の詳細は

[Fal99, § 7]および [Moo98, § 4.1-4.4]を参照せよ．
簡単のためW = W (k)とおく．Cris(Spec k/Σ, I, γ)上の Dieudonnéクリスタル

D(G0) を考える．またMk := D(G0)(k), MW := D(G0)(W ) とおく．クリスタルの
性質よりMW ⊗W k = Mk となる．
ωG0 ⊂ D(G0)Spec k は Mk の部分ベクトル空間 Fil1k を定める．Mk = Fil1k ⊕Nk

となる部分ベクトル空間 Nk ⊂ Mk を固定する．また W 加群の直和分解 MW =
Fil1W ⊕NW で，Fil1W ⊗W k = Fil1k, NW ⊗W k = Nk となるものをとる．
W 上の代数群 GL(MW )を考える．NW ⊂MW の固定部分群は GL(MW )の放物
型部分群となる．これを P ◦ とおく．P ◦ の冪単部分群を U◦ とかき，U◦ の単位元で
の完備化を Û◦ とおく．
このとき次が成り立つ．

• Û◦ 上への G0 の変形が自然に定まる．
• 変形環 Runiv の普遍性より定まる射 Runiv → Γ(Û◦,OÛ◦)は同型である．
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議論の詳細については [Moo98, 4.5] を参照せよ．以下では Γ(Û◦,OÛ◦) を Runiv

とかくことにする．また Runiv 上の普遍変形を GRuniv とおく．

注意 A.38 なお上の事実の証明や第 5.2小節の Step 4の議論ではW 上形式的に滑
らかな完備局所環 R 上でも Dieudonné クリスタルを考え，それを R 加群と付加構
造（接続，Frobenius，フィルトレーション）で記述することが重要になる．本稿で
はこれに関する議論は全く触れずに導かれる結果のみを述べている．詳細については
[Moo98, 4.1-4.5]および [Kis10, 1.5]を参照されたい．

練習 A.39 Grothendieck–Messing 理論が使える状況で Hom
(
Γ(Û◦,OÛ◦), R

)
が

R上への G0 の変形全体と対応することを確かめてみよう．
R を剰余体が k となる局所 Artin W 代数とする．また Spec k ↪→ SpecR に

（冪零）PD 構造が与えられているとする（特に Dieudonné クリスタルの理論や
Grothendieck–Messing の理論を適用できる）．MR := D(G0)(R) とおくと MR =
MW ⊗W Rが成り立つ．Fil1R := Fil1W ⊗WR, NR := NW ⊗W Rとおく．
このとき次の集合の間に自然な対応があることを示せ．

(1) G0 の R上への変形全体．
(2) 自由 R 部分加群 Fil1 ⊂ MR であって，Fil1⊗Rk = Fil1k かつMR/Fil1 も自
由 R加群になるもの全体．

(3) {f ∈ HomR(Fil1R, NR) | f ⊗R k = 0}.
(4) HomW

(
Γ(Û◦,OÛ◦), R

)
．

ヒント：(2) と (3) の対応の構成は以下の通り．(2) の Fil1 が与えられたとする．
Fil1 ↪→ MR = Fil1R⊕NR ↠ Fil1R は同型であることがわかる．よって，これの逆写
像 Fil1R → Fil1と Fil1 ↪→MR = Fil1R⊕NR ↠ NR の合成は (3)の条件を満たす．逆
に (3)の f : Fil1R → NR が与えられたとき，(idFil1

R
⊕ f)(Fil1R) ⊂ Fil1R⊕NR = MR

は (2)の条件を満たす．

付録 B Breuil–Kisin加群
本付録では第 5 節の証明で必要となる Breuil–Kisin 加群の定義とその性質を

[Kis06]，[Kis10, §1]に沿って簡単に説明する．
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p 進 Hodge 理論の表現論的な立場では Qp やその有限拡大体の絶対 Galois 群の
p 進表現を理解することが大きな目標の 1 つである．Fontaine はエタールコホモロ
ジーを用いて幾何学的に構成される p進表現を捉えるため周期環 Bcris, BdR を構成
し，クリスタリン表現，de Rham 表現という p 進表現のクラスを定義した．例え
ば，よい還元をもつ代数多様体のエタールコモロジーや，よい還元をもつ p可除群の
Tate加群から得られる p進表現はクリスタリン表現になる．また，クリスタリン表
現に対してその不変量としてフィルトレーション付き ϕ加群が定義され，さらにクリ
スタリン表現のなす圏と，弱許容という性質を満たすフィルトレーション付き ϕ 加
群のなす圏とが圏同値になる．
この付録で扱う Breuil–Kisin 加群とはクリスタリン表現の Galois 作用で安定な

Zp 格子を記述する理論であり*36，整 p進 Hodge理論の基礎理論になっている．例
えば応用としてよい還元をもつ p可除群を Breuil–Kisin加群で記述することができ
る（定理 B.6）．
なお本稿では周期環やクリスタリン表現，de Rham表現の基本性質について割愛
せざるを得なかった．これらについては日本語による解説（[辻]，[中村]）もあるの
で，本付録を読む際には上記の文献を参照していただきたい．また Breuil–Kisin 加
群が導入された論文 [Kis06]については [望月]で詳しく解説されている．

k を標数 pの完全体とする．W := W (k)を k のWittベクトルのなす環とし，そ
の商体を L0 とおく．Lを L0 の有限完全分岐拡大体とする．Lの素元 π を 1つ固定
する．π の L0 上の最小多項式（Eisenstein多項式）を E(u) ∈W [u]とおく．

定義 B.1 S := W [[u]]とおく．さらに S上の Frobenius射 ϕをW 上には通常の
Frobenius射であり，ϕ(u) = up となるものとして定める．
S上の Breuil–Kisin加群とは，有限自由 S加群Mと S同型

1⊗ ϕ : ϕ∗(M)[1/E(u)]
∼=−→M[1/E(u)]

の組 (S, 1 ⊗ ϕ) をいう．ここで ϕ∗(M) := S ⊗ϕ,S M，M[1/E(u)] := M ⊗S

S[1/E(u)]とおいた．
Breuil–Kisin加群の間の射は S準同型であって，1 ⊗ ϕと可換なものとして定め
る．S上の Breuil–Kisin加群のなす圏をModϕ

/S とおく．

*36 より一般に半安定表現についても Breuil–Kisin加群で捉えることができるが，本稿では省略する．
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Breuil–Kisin加群 (S, 1⊗ ϕ)について，ϕ∗(M)のフィルトレーションを

Fili ϕ∗(M) := (1⊗ ϕ)−1(E(u)iM
)
∩ ϕ∗(M)

で定める．

注意 B.2 Breuil–Kisin加群は [Kis06]において導入された．なお [Kis06]の定義で
は S準同型 1⊗ ϕ : ϕ∗M→Mであって，Coker(1⊗ ϕ)が E(u)の冪で消えるもの
のみを考えている．本稿で与えた定義は [Kis10, 1.2]による．

注意 B.3 Breuil–Kisin加群 (M, 1⊗ ϕ)に対しS同型 1⊗ ϕ : ϕ∗(M)[1/E(u)]
∼=−→

M[1/E(u)]を環準同型 S → W,u 7→ 0により底変換することで L0 = FracW 上の
同型

ϕ∗(M/uM)[1/p]
∼=−→ (M/uM)[1/p] (B.1)

を得る．この同型により (M/uM)[1/p] は（L0 上の）ϕ 加群とみなせる．同様に
(B.1) をさらに W の Frobenius で底変換した射を考えることで，ϕ∗(M/uM)[1/p]
も ϕ加群となる．さらに (B.1)は ϕ加群 ϕ∗(M/uM)[1/p]と (M/uM)[1/p]の間の
同型となる．

次にクリスタリン表現と de Rham表現の定義を思い出そう．簡単のため Lの絶対
Galois群を GalL とかくことにする．Bcris, BdR を Fontaineの定義した Lに伴う周
期環とする．BdR は GalL が作用する体で，降下フィルトレーションをもつ．また
Bcris は GalL が作用する BdR の部分環で，BdR から定まるフィルトレーションをも
ち，さらに GalL 作用と可換な Frobenius射をもつ（より詳しい説明は [辻]，[中村]
をみよ）．

定義 B.4 V を GalL の連続作用付き有限次元 Qp ベクトル空間とする．

(1) DdR(V ) := (BdR ⊗Qp V )GalL とおく．DdR(V ) は次元が dimQp V 以下の L

ベクトル空間であり，さらに BdR から誘導されるフィルトレーションをも
つ．dimL DdR(V ) = dimQp

V が成り立つとき V は de Rham表現であると
いう．

(2) Dcris(V ) := (Bcris ⊗Qp V )GalL とおく．Dcris(V ) は次元が dimQp V 以下の
L0 ベクトル空間であり，さらに Bcris から誘導される Frobeniusをもつ．また
Dcris(V ) ⊗L0 L ⊂ DdR(V ) である．dimL0 Dcris(V ) = dimQp

V が成り立つ
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とき V はクリスタリン表現であるという．なおクリスタリン表現は de Rham
表現である．このとき Dcris(V )⊗L0 L = DdR(V )となる．

GalL の連続作用付き有限自由 Zp 加群 Λであって Λ ⊗ Qp がクリスタリン表現と
なるもののなす圏を Repcris◦

GalL
とおく．例えば OL 上の p可除群 G に対し，TpG およ

び TpG∨ は Repcris◦
GalL

の対象となる．

定理 B.5（[Kis10, Theorem 1.2.1]） 忠実充満テンソル関手 M : Repcris◦
GalL

−→
Modϕ

/S で以下の性質を満たすものが存在する：Λ ∈ Repcris◦
GalL

とする．

(1) Frobenius作用を保つ自然な同型

Dcris(Λ⊗Qp) ∼=
(
M(Λ)/uM(Λ)

)
[1/p]

およびフィルトレーションを保つ自然な同型

DdR(Λ⊗Qp) ∼= ϕ∗M(Λ)⊗S L

がある．ただし 2つ目の同型において S→ Lは uを π にうつすものであり，
Fili DdR(Λ⊗Qp)は Fili ϕ∗M(Λ)⊗S Lに対応する．

(2) 自然な同型
O‘Eur ⊗Zp Λ

∼=−→ O‘Eur ⊗S M(Λ)

がある*37．

p 可除群の場合に Breuil–Kisin 加群と Dieudonné クリスタルを比べよう．W 代
数W [u,E(u)n/n!]n≥1 ⊂ (FracW )[u]の p進完備化を S とおく．S は ϕ(u) = up を
満たす Frobenius ϕ をもつ．また Fil1 S := Ker(S → OL, u 7→ π) とおく．このと
き Fil1 は自然な PD構造をもつ．さらに u 7→ uにより S は S代数となる．

Modϕ
/S の充満部分圏 BTϕ

/S を次の条件で定める：BTϕ
/S の対象は 1 ⊗

ϕ : ϕ∗(M)[1/E(u)]
∼=−→M[1/E(u)]が準同型 ϕ∗(M)→Mを誘導し，さらにその余

核が E(u)で消えるものとする．
M ∈ BTϕ

/S に対し
M(M) := S ⊗S ϕ∗M

*37 O‘Eur は p進 Hodge理論にでてくる環で，S(p) を p進完備化した環上忠実平坦かつ形式的エター
ルである．特に S(p) 上忠実平坦である．定義は例えば [Kis06, 2.1.1]，[望月, 設定その二]にある．
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とおき，さらに

Fil1M(M) := {x ∈M(M) | (idS ⊗ (1⊗ ϕ))(x) ∈ (Fil1 S)⊗S M ⊂ S ⊗S M}

とおく．またM(M)にも Frobeniusが誘導される．

定理 B.6（[Kis10, 1.4.2]） p > 2 とする．OL 上の p 可除群 G に対しM(G) :=
M(TpG∨(−1))*38，D(G) := D(G ⊗OL

k)とおく．このときMは OL 上の p可除群
のなす圏と BTϕ

/S との圏同値を誘導する．また自然なフィルトレーションを保つ ϕ

同変な同型
D(G)(S)

∼=−→M(M(G))

が存在する．特に環準同型 S → W ;u 7→ 0でさらに係数拡大することにより ϕ同変
な同型

D(G)(W )
∼=−→ ϕ∗(M(G)/uM(G))

を得る．

注意 B.7 定理 B.6 は p = 2 でも成り立つことが知られている．[Kim12, Lau14,
Lau19, Liu13]および [IIK18, §11.4]を参照せよ．
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