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Hermite 対称領域の数論的商と保型形式

大島 芳樹 ∗

概要

モジュラー曲線や Siegel モジュラー多様体は「Hermite 対称領域の数論的
商」の例になっている．この稿では Hermite 対称領域の数論的商とそのコホ
モロジーについて，特に次の二つの結果を紹介する：数論的商は準射影的多様
体になる (Baily–Borel の定理)；数論的商の特異コホモロジーを，保型表現の
(g, K)コホモロジーによって記述する (松島–村上の公式)．

1 数論的部分群
この節では数論的部分群の定義とその性質を述べる．
Gを Q上の連結な線型代数群とする．

定義 1.1 2つの部分群 Γ, Γ′ ⊂ G(Q)が通約的 (commensurable)とは，[Γ : Γ∩Γ′] <

∞かつ [Γ′ : Γ ∩ Γ′] <∞ が成り立つこととする．

通約的であることは部分群の間の同値関係を定める．
Q 上定義された忠実表現 ρ : G → GLn をとる．単射 ρ(Q) : G(Q) → GLn(Q) が
定まっている．

定義 1.2 部分群 Γ ⊂ G(Q)が数論的部分群であるとは，Γと ρ(Q)−1(GLn(Z))が
通約的であることとする．

注意 1.3（[Bor69, 7.13. Corollaire]） 数論的部分群であることは，ρのとり方によ
らない．部分群 ρ(Q)−1(GLn(Z))自体は ρのとり方によるが，異なる ρに対してそ
れらは通約的になる．

∗ 大阪大学大学院情報科学研究科 e-mail: oshima@ist.osaka-u.ac.jp



148 大島 芳樹

例 1.4 次の Γは数論的部分群である．

• G = GLn，Γ = GLn(Z)．
• G = GLn，Γ = {g ∈ GLn(Z) | g ≡ In (mod N)} (合同部分群)．
• G = Sp2n，Γ = Sp2n(Z)．

以下，この稿では G(R)に古典位相を入れ Lie群とみなす．定義より Γを数論的部
分群とすると Γは G(R)の離散部分群である．Gが簡約群ならば G(R)には両側不
変な測度 (Haar測度)があるが，これは商 Γ\G(R)に右 G(R)不変な測度を定める．

定理 1.5（[Bor69, 13.2. Corollaire, 8.4. Théorème, 17.4. Proposition]） GをQ
上の連結な簡約線型代数群とする．数論的部分群 Γ ⊂ G(Q)について次が成立する．

(1) Γ\G(R) は有限の体積をもつ．⇐⇒ Hom代数群(G,Gm) = 1．
(2) Γ\G(R) はコンパクト．
⇐⇒ Hom代数群(G,Gm) = 1かつ G(Q)の冪単元が単位元のみ．
⇐⇒ Hom代数群(Gm, G) = 1．

(3) 部分群 Γ′ ⊂ Γで [Γ : Γ′] <∞ かつ Γ′ がねじれ元をもたないものが存在する．

(2)の条件に現れる Hom代数群(Gm, G)のランクは Gの極大分裂トーラスのランク
と等しく，GのQランクという．(2)の条件はGのQランクが 0ということである．

X = G(R)+/K(R)+ を非コンパクト型 Riemann対称空間とする．数論的部分群
Γ ⊂ G(Q) ∩ G(R)+ による商 Γ\X = Γ\G(R)+/K(R)+ が，数論的商 (arithmetic
quotient)とよばれ次節以降で考察する対象である．Γがねじれ元をもたないならば，
Γの X への作用は自由で Γ\X は C∞ 多様体になる．X が Hermite型のとき Γ\X
は複素多様体になる．さらに，X の計量は Kählerなので Γ\X は Kähler多様体に
なる．Γがねじれ元をもつときは Γ\X はオービフォールドになる．

例 1.6 BをQ上の可除な四元数環でB⊗QR 'M2(R)とする．G = {b ∈ B | bb̄ =
1}とすると，Gは Q上の簡約代数群で G(R) ' SL2(R)となる．このとき数論的部
分群 Γ ⊂ G(Q)に対して，Γ\G(R)はコンパクトになる．実際，定理 1.5(2)の条件
を容易に確かめることができる．Γ\X は上半平面の商で，志村曲線とよばれる．
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2 Baily–Borelの定理
Gを Q上の連結な簡約線型代数群とする．前節で述べたように，非コンパクト型
対称空間 X = G(R)+/K(R)+ が Hermite 型のとき，数論的商 Γ\X は複素多様体
(またはオービフォールド) になる．次の定理は Γ\X に C 上の代数多様体の構造が
入ることを主張する．

定理 2.1（[BB66], [Mil05, Theorem 3.12], Baily–Borelの定理，佐武–Baily–Borel
のコンパクト化） X = G(R)+/K(R)+ を非コンパクト型 Hermite対称空間とする．
Γ ⊂ G(Q) ∩G(R)+ を数論的部分群とする．このとき，ある射影空間 PN (C)への埋
め込み Γ\X ↪→ PN (C)が存在して次を満たす．

• 閉包 Γ\X ⊂ PN (C)は正規射影多様体．
• Γ\X ⊂ Γ\X は稠密な Zariski開集合．

特に，Γ\X は準射影多様体になる．

以下，[BB66] に書かれている証明の要約を試みる．[BJ06]，[Sat99] にも解説が
ある．
Step 1: Hermite対称領域 X の閉包の記述 ([Sat60a])．

Hermite対称領域 X = G(R)+/K(R)+ は，Harish-Chandra分解により線型空間
P +(C)(阿部氏の稿の記号に倣う)の有界開集合として実現される．Harish-Chandra
分解，および次で述べる (制限)ルート系，放物型部分群については阿部氏の稿を参
照していただきたい．P +(C)内での X の閉包 X について [Sat60a]で詳しく調べら
れている．X は有限個の G(R)+ 軌道に分かれ：X = X t

⊔
j Xj，さらに境界の軌

道の集合 {Xj}は GR の極大放物型部分群の GR 共役類でパラメトライズされる．
具体的な分解の様子を記述するためには，ルート系についての情報が必要である．
記述を簡単にするため G(R) は連結単純 Lie 群であると仮定する．G(R) 6= G(R)+

の場合には，以下に現れる G(R) の部分群を G(R)+ との共通部分で置き換えれば
よい．まず GR の極大分裂トーラス S を阿部氏の稿の岩澤分解の節にあるように
とる．G(R)/K(R) が Hermite 型ならば制限ルート系 Φ は Cn 型もしくは BCn 型
であることが知られているため，S の次元を n とすれば Φ の単純ルートの集合
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Π = {α1, . . . , αn}は X∗(S)⊗Z Rの直交基底 e1, . . . , en を用いて

αi = ei − ei+1 (1 ≤ i ≤ n− 1), αn =
®

2en (Φ：Cn 型)
en (Φ：BCn 型)

と書ける．GR の極大放物型部分群の GR 共役類は n 個あり，その完全代表系は
PΠ\{αj}(1 ≤ j ≤ n) で与えられる．Pj := PΠ\{αj} に対応する X の G(R) 軌道を
Xj とすれば，X = X t

⊔n
j=1 Xj となり，X は n + 1個の G(R)軌道からなる．

G(R)軌道Xj のある点の固定部分群は次のように記述される．Φj を αj+1, . . . , αn

の線型和で書ける Φの元全体の集合として，Lie環 lj を

lj :=
∑

α∈Φj

gα + [gα, g−α]

と定義する．Pj = MjNj を Levi分解として，Levi成分Mj の連結部分群 Lj で Lie
環 lj をもつものをとるとMj はさらにMj = LjL′

j と分解できる．ただし L′
j はMj

の正規部分群で，Lj ∩ L′
j は Lj の中心に含まれる有限群である．すると元 xj ∈ Xj

を適当にとれば，xj の固定部分群は (Lj(R) ∩ K(R))L′
j(R)Nj(R) で与えられる．

従って Xj ' G(R)/(Lj(R) ∩K(R))L′
j(R)Nj(R)となる．

全射 G(R)/(Lj(R)∩K(R))L′
j(R)Nj(R)→ G(R)/Pj(R) の点 ePj(R)上のファイ

バーは，同型

Pj(R)/(Lj(R) ∩K(R))L′
j(R)Nj(R) ' Lj(R)/(Lj(R) ∩K(R))

により Riemann 対称空間の構造が入り，さらに Hermite 型になることもわかる．
Fj := Lj(R) ·xj とおくと Fj ' Lj(R)/(Lj(R)∩K(R)) で，Pj(R) = {g ∈ G(R) | g ·
Fj = Fj}となり，また

Xj =
⊔

gPj(R)∈G(R)/Pj(R)

g · Fj

と分解する．ここに現れる各 g · Fj を境界成分という．G(R)/Pj(R) は，Pj と GR

共役な放物型部分群全体と一対一対応するので，境界成分 F に対して正規化群
N(F ) := {g ∈ GR | g · F = F}は GR の極大放物型部分群になり，F 7→ N(F )は境
界成分全体の集合と GR の極大放物型部分群全体の集合との一対一対応を与える．
Step 2: Γ\X の位相的コンパクト化 ([Sat60b]，[BB66, §4])．
境界成分 F はその正規化群 N(F )が Q上定義されるとき，有理的であるという．
有理的な境界成分全体は，GQ の極大放物型部分群全体と一対一に対応している．集
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合 X∗ を

X∗ := X t
⊔

F :有理的

F

と定義する．X∗ には G(Q)，特に Γ が作用している．[Sat60b] では，Γ の X への
作用に対する基本領域を使って X∗ に Γ 不変な位相を定義し，そこから誘導される
Γ\X∗ の商位相に関して Γ\X∗ がコンパクト Hausdorff空間になることが示された．
なお [Sat60b]ではより一般の設定で位相空間としてのコンパクト化が構成されてお
り (佐武コンパクト化)，ここで用いるのはその特別な場合である．

Y := Γ\X，Y ∗ := Γ\X∗ とおく．X∗ の境界成分への分解に応じて Y ∗ に strati-
ficationが入る：

Y ∗ := Y t
⊔
t∈T

Yt.

Strataの集合 T は有限集合で，全単射

T ' Γ\{GQ の極大放物型部分群 }

がある．商写像を π : X∗ → Y ∗ とすると，t ∈ T に対してある有理的な境界成分 F

が存在して π−1(Yt) = Γ · F となる．従って (Γ ∩N(F ))\F ' Yt である．
各 strata Yt は低次元の Hermite 対称領域の数論的商になっている．いま Fj が
有理的で，π−1(Yt) = Γ · Fj としよう．つまり Yt は Γ · Fj の Γ による商であり，
Yt ' (Γ∩Pj(R))\Pj(R)/(Lj(R)∩K(R))L′

j(R)Nj(R) となる．ここで Γ∩Pj(R)の
Pj(R)/(Lj(R)∩K(R))L′

j(R)Nj(R) ' Lj(R)/(Lj(R)∩K(R))への作用は，Pj(R) ↠
Pj(R)/L′

j(R)Nj(R) ' Lj(R)/(Lj(R) ∩ L′
j(R)) を経由する．この写像による Γ ∩

Pj(R)の像 (のLj(R)への引き戻し)を Γj とおくと，Yt ' Γj\Lj(R)/(Lj(R)∩K(R))
となり，Hermite対称領域の数論的商であることがわかる．正確には，一般に Lj を
あるコンパクト群の分だけ増やす必要がある (詳しくは [BB66, §3]を参照)．他の全
ての strata Yt (t ∈ T )も同様の表示をもつ．
また Y ∗ の任意の点 y に対して，その基本近傍系 {Ui}を Ui ∩ Y が連結となるよ
うにとれることも示せる．
Step 3: Poincaré–Eisenstein級数 ([BB66, §5–8])．
複素多様体 X の標準直線束 ωX は G(R) 同変になる．これは Borel 埋め込み

X ↪→ G(C)/K(C)P −(C) を使って次のように表せる．GC/KCP − の標準直線束は
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GC 同変になり，KCP − の指標 ξ を

ξ(kp) = det Ad(k)|p− (k ∈ KC, p ∈ P −)

で定義すると GC ×KCP − ξ → GC/KCP − と表される．ωX はこれを開埋め込み
X ↪→ G(C)/K(C)P −(C)で引き戻したものである．k を正の整数とすると，直線束
ω⊗k

X は G(R)×K(R) ξk → G(R)/K(R) と書けるので，ω⊗k
X の正則大域切断は G(R)

上の関数 hで h(gg′) = ξ−k(g′)h(g) (g ∈ G(R), g′ ∈ K(R))を満たし，さらに正則
性条件 (Cauchy–Riemann方程式)を満たすものと同一視できる．

ξk を極小 K タイプにもつような G(R)の正則離散系列表現を πk と書くと，ω⊗k
X

の正則大域切断は πk の実現ともみなせる．(正則離散系列表現とは次節で定義する
G(R)の既約ユニタリ表現のうちのひとつのクラスである．) πk の極小 K タイプに
属するベクトル vmin ∈ πk をとる．また C∞(G(R))を G(R)の右からの積で表現と
みなす (右正則表現)．表現の埋め込み πk ↪→ C∞(G(R)) (正確には πk の K 有限部
分からの埋め込み，(3.1)参照)があれば，vminの行き先が ω⊗k

X の正則大域切断を定め
る．逆に ω⊗k

X の正則大域切断があれば，対応して表現の埋め込み πk ↪→ C∞(G(R))
が定まる．
正の整数 k に対して，k に対応する重さをもつ正則保型形式は ω⊗k

X の Γ 不変な
正則大域切断である．k がある自然数 k0 の倍数のとき，Γ 不変な ω⊗k

X の正則切断
は Y 上の正則直線束 L k を定める．ここで k0 の倍数というのはオービフォールド
の商特異点の近傍で L k が直線束になるための条件であり，k0 が任意の Γ の捩れ
元の位数の倍数であればよい．任意の点 y ∈ Y ∗ \ Y に対して，Y ∗ におけるある近
傍 U をとると U ∩ Y 上で L k を自明化することができ，L k を Y ∗ 上の直線束に
のばすことができる．これも L k と書くと，L k は各 strata Yt 上では次のように
表せる．Step 2で述べたように π−1(Yt) = Γ · F となるような有理的な境界成分 F

をとると，Yt ' (Γ ∩ N(F ))\F と書ける．F は P +(C) の部分多様体なので，特に
G(C)/K(C)P −(C)の部分多様体でもある．直線束 GC ×KCP − ξk → GC/KCP − を
F に引き戻した正則直線束について (Γ∩N(F ))不変な切断を考えることで，Yt の正
則直線束が定まる．これがL k の延長により得られる Yt の直線束と同型になる．

X 上の Poincaré 級数は次のように定義される．表現空間のベクトル v ∈ πk で，
K 有限 (すなわち kv (k ∈ K(R))の張る空間が有限次元) なものをとる．G(R)上の
関数 hを行列要素 h(g) := (v, π(g)vmin)で定義すると，これは ω⊗k

X の正則大域切断
になる．[BB66]では ω⊗k

X を自明化してX を P +(C)の有界領域として実現している
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が，このとき hは P +(C)上の多項式で表される．hに Γを作用させて和をとったも
のが Poincaré 級数である：f(g) :=

∑
γ∈Γ h(γ−1g)．この級数は k が十分大きけれ

ば収束して，ω⊗k
X の Γ 不変な正則大域切断を定める．また，k がある自然数の倍数

ならば Poincaré級数は Γ\X の異なる 2点を分離する．すなわち任意の異なる 2点
x, y ∈ Γ\X に対して，xで 0かつ yで 0でないような Poincaré級数が存在する．さ
らに，Poincaré級数はL k の Y 上の正則切断を定めるが，これは Y ∗ の切断に連続
にのびて Y ∗ \ Y 上 0になる．
一方 Eisenstein級数は G(R)の主系列表現と関係している．P を GR の極小放物
型部分群，χを P (R)の指標とする．G(R)の主系列表現とは

IndG(R)
P (R)(χ) := {h ∈ C∞(G(R)) |h(pg) = χ(p)h(g) (p ∈ P (R), g ∈ G(R))} (2.1)

で G(R) は (π(g)h)(g′) = h(g′g) で作用する．いま h ∈ IndG(R)
P (R)(χ) で，ω⊗k

X の正
則大域切断に対応する関数があったとする．これは G(R) の表現の埋め込み πk ↪→
IndG(R)

P (R)(χ)と対応し，実際 vmin の行き先が hを与える．さらに P および χが Q上
定義されているとき，ある Γ∩P (R)の有限位数の部分群 Γ0が存在して χ(Γ0) = 1と
なる．すると hは左 Γ0 不変であり，Eisenstein級数は f(g) :=

∑
γ∈Γ/Γ0

h(γ−1g)．
で定義される．

[BB66] で Poincaré–Eisenstein 級数とよばれているのは，この 2 つを組み合わ
せたものである．Poincaré–Eisenstein 級数は Y ∗ の strata Yt それぞれに対して
定義される．簡単のため，Fj が有理的で π−1(Yt) = Γ · Fj として定義を述べ
る．そうでない場合も同様である．Step 2 で見たように，Yt は Hermite 対称領域
Lj(R)/(Lj(R)∩K(R))の数論的商になっている．Lj(R)の正則離散系列表現 σk′ と
L′

j(R)Nj(R)の指標 χをとる．σk′ に対して Poincaré級数の定義のところに出てき
たように K 有限ベクトルについての行列要素 hFj を考える．また G(R)上の関数 h

が存在して

h(plg) = χ(p)hFj
(l)ξ−k(g) (p ∈ L′

j(R)Nj(R), l ∈ Lj(R), g ∈ K(R))

となり，さらに h が正則性 (ω⊗k
X の X 上の正則切断を定める) をみたすとする．す

ると，hは

IndG(R)
Pj(R)(σk′ ⊠ χ) ↪→ IndG(R)

Pj(R)(C
∞(Lj(R)) ⊠ χ) ↪→ C∞(G(R))

の合成写像の像に入る．ここで IndG(R)
Pj(R)(σk′ ⊠ χ) ↪→ IndG(R)

Pj(R)(C
∞(Lj(R)) ⊠ χ) は，

hFj
に対応する (つまり極小K タイプに属するベクトル vmin ∈ σk′ を hFj

に移す)表
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現の埋め込み σk′ ↪→ C∞(Lj(R))から定まる．また，IndG(R)
Pj(R)(C

∞(Lj(R)) ⊠ χ) ↪→
C∞(G(R)) は，C∞(Lj(R)) の元に対してその単位元 e ∈ Lj(R) での値をとるこ
とで定まる．すると h に対応する正則離散系列表現の埋め込み πk ↪→ C∞(G(R))
が，IndG(R)

Pj(R)(σk′ ⊠ χ) ↪→ C∞(G(R)) を経由することがわかり，正則離散系列表
現の誘導表現への埋め込み πk ↪→ IndG(R)

Pj(R)(σk′ ⊠ χ) が得られる．さらに，χ(Γ ∩
L′

j(R)Nj(R)) = 1となっているとき，Poincaré–Eisenstein級数を

f(g) :=
∑

γ∈Γ/(Γ∩L′
j
(R)Nj(R))

h(γ−1g)

で定義する．実際 kがある自然数の倍数のとき，表現の埋め込み πk ↪→ IndG(R)
Pj(R)(σk′⊠

χ) があるような σk′ と χが存在して，任意の hFj
に対して Poincaré–Eisenstein級

数を定義できる．kと k′ は定数倍の関係にある．Poincaré–Eisenstein級数 f はL k

の Y 上の正則切断を定め，Y ∗ 上の切断に拡張される．f は各 strata上正則になり，
Yt 上では hFj から作られる Poincaré級数に一致し，Yt′ 6⊃ Yt のとき Yt′ 上では 0に
なる．
Step 4: Γ\X の位相的コンパクト化 Y ∗ は正規な射影多様体になる ([BB66, §9–
10])．

Y ∗ 上の環の層 OY ∗ を次のように定義する：開集合 U ⊂ Y ∗ に対して，OY ∗(U)
を U 上連続かつ各 strataとの共通部分 U ∩ Yt で正則な関数全体の空間とする．

Step 3で述べたことから，各 strata Yt に対する Poincaré–Eisenstein級数 (ここ
ではX 上の Poincaré級数自身も含める)を全て考えると，Y ∗の任意の異なる 2点は
分離できる．するとある整数 k と Poincaré–Eisenstein 級数として得られる L k の
Y ∗ 上の切断 f1, . . . , fs が存在して，対応する射影空間への写像 f : Y ∗ → Ps−1(C)
が単射になる ([BB66, Lemma 10.8])．f は Y ∗ と像 Z := f(Y ∗)との同相写像を与
える．また Z は Ps−1(C)の解析的部分集合になり，よって Z は射影多様体になる．
OZ を Z の構造層とする．

(Z,OZ)の正規化を (Z̃,O‹Z)とする．Step 2で述べたように，任意の点 y ∈ Y ∗ の
十分小さな近傍 U で U ∩ Y が連結になるようなものが存在する．このことから底空
間 Z と Z̃ は自然に同相で，f により (Y ∗,OY ∗)と (Z̃,O‹Z) が環つき空間として同型
になることが示される．よって Y ∗ に正規な射影多様体の構造が入った．
なお定理にあるような埋め込み Y ∗ ↪→ PN (C)は，ある重さ kのN + 1個の正則保
型形式 (ここでは L k の Y ∗ 上の正則切断を意味する) に対応する写像として構成で
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きる ([BB66, Theorem 10.11])．これは非負な重さをもつ保型形式のなす次数つき環
が整閉であることから従う．

例 2.2 G = Sp2g で Γ = Sp2g(Z) のとき，Γ\X は Siegel モジュラー多様体
Ag(C) = Sp2g(Z)\H+

g になる (越川氏の稿を参照)．この場合 stratificationは T =
{0, 1, . . . , g − 1}で与えられ Yt ' At(C)となる．従って Ag(C) =

⊔g
t=0At(C) が射

影多様体になる．

次の定理は Borelによる．

定理 2.3（[Mil05, Theorem 3.14]） 定理 2.1の設定で，さらに Γはねじれ元をもた
ないとする．V を滑らかな C上の代数多様体とし，Γ\X に定理 2.1(の証明)で構成
された代数多様体の構造を入れる．このとき，任意の解析的な正則写像 f : V → Γ\X
は代数的になる．

この定理から Γ\X の代数多様体の構造の一意性が従う．実際，Γ\X 上に任意の代
数多様体の構造を入れて V とし，f を恒等写像として定理を適用すればよい．

系 2.4（[Mil05, Corollary 3.16]） 定理 2.1の設定で，Γはねじれ元をもたないとす
るとき，複素多様体 Γ\X の上にある代数多様体の構造は一意的である．

3 (g, K)コホモロジー
以下，この稿の本節と次節では Gを実簡約 Lie群，K をその極大コンパクト群と
する．たとえば前節までで G(R)と書いていたものや，その Lie群としての連結成分
G(R)+ をここでは Gとして考える．Gの Lie環を g，K の Lie環を kと書く．

定義 3.1 複素ベクトル空間 V が Lie環 gの作用と群K の作用をもち以下をみたす
とき，V を (g, K)加群とよぶ．

• K の表現として V はK の連続な既約有限次元表現の直和と同型.
• limt→0

1
t (exp(tX)v − v) = Xv (X ∈ k, v ∈ V ).

• (Ad(k)X)v = k(X(k−1(v))) (k ∈ K, X ∈ g, v ∈ V ).

K が連結なら 3つ目の条件は前 2つの条件から従う．
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(g, K) 加群は，G の連続な (一般には無限次元の) 表現の代数的対応物になって
いる．

定義 3.2 Gのユニタリ表現 (π, H )とは，Hilbert空間H への Gの作用 π で，作
用写像 G×H →H , (g, v) 7→ π(g)vが連続かつ π(g)がすべての g ∈ Gについてユ
ニタリ作用素となるものである．

G の表現は，群の作用で閉じた真の閉部分空間が存在しないとき既約であると
いう．

事実 3.3（[Wal88, §3.3–3.4]） (π, H )を Gの既約ユニタリ表現とすると，H の
K 有限ベクトルのなす部分空間

{v ∈H |π(k)v (k ∈ K)の張る空間が有限次元 } (3.1)

に gの作用が定義されて既約 (g, K)加群になる．これを πK で表す．また，(3.1)は
H の稠密な部分空間になっている．

事実 3.4（[Wal88, 3.4.11. Theorem]） 二つの Gの既約ユニタリ表現 π, π′ に対し
て，それらが同型であることと，上で定義した πK , π′

K が (g, K)加群として同型にな
ることは同値である．

よって π に πK を対応させることで，既約ユニタリ表現の同値類の集合から既約
(g, K)加群の同型類の集合への単射が得られる．

定義 3.5 既約 (g, K)加群 V がユニタリ化可能であるとは，V に正定値な Hermite
内積 〈·, ·〉 があって次をみたすことである．

• 〈Xv, w〉+ 〈v, Xw〉 = 0 (X ∈ g, v, w ∈ V ).
• 〈kv, kw〉 = 〈v, w〉 (k ∈ K, v, w ∈ V ).

既約 (g, K)加群に対して，上の条件をみたすような Hermite内積は (存在すれば)
定数倍を除いて一意的である．
既約 (g, K) 加群がユニタリ化可能であることと既約ユニタリ表現から (3.1) で得
られることは同値である．実際，既約ユニタリ表現が与えられたら Hilbert空間の内
積を制限することで (g, K)加群の内積を得る．また既約 (g, K)加群の内積が与えら
れたら，完備化によってユニタリ表現が得られる．
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一般の既約 (g, K)加群に対応するような Gの表現を考えることもできる．

定義 3.6 Gの既約認容 (admissible)表現 (π, H )とは，Hilbert空間H への Gの
作用 πで，既約であり，作用写像G×H →H , (g, v) 7→ π(g)vが連続となり，かつ
K の任意の既約有限次元表現 τ に対して HomK(τ, π)が有限次元となるものである．

Hilbert 空間の代わりに，Banach 空間や Fréchet 空間等もしばしば考えられる．
上の定義のように Hilbert空間の場合には，特に既約認容な Hilbert表現とよばれる
こともある．

事実 3.7（[Wal88, 3.4.10. Theorem]） 既約ユニタリ表現は既約認容表現である．

G の既約認容表現についても部分空間 (3.1) は既約 (g, K) 加群になる ([Wal88,
3.4.12. Theorem])．Gの既約認容表現 π, π′ について対応する (g, K)加群が同型に
なるとき，π と π′ は無限小同値であるという．

事実 3.8 既約認容表現の無限小同値類と既約 (g, K)加群の同型類には 1対 1対応
がある．また既約ユニタリ表現の同値類と既約ユニタリ化可能 (g, K)加群の同型類
には 1対 1対応がある．

{Gの既約認容表現 }/ ∼ ←→
1:1

{既約 (g, K)加群 }/ ∼
∪ ∪

{Gの既約ユニタリ表現 }/ ∼ ←→
1:1

{既約ユニタリ化可能 (g, K)加群 }/ ∼

既約 (g, K)加群は Langlands等によって分類された．既約ユニタリ表現の分類は
長年の問題だが，最近 Vogan等の研究により進展があった．
既約 (g, K) 加群に対して定まる重要な量の一つが無限小指標である．V を既約

(g, K)加群とする．gの V への作用は gC の作用に C線型に拡張され，さらに普遍包
絡環 U(gC)の作用に拡張される．Schurの補題より U(gC) の中心 Z(U(gC))はスカ
ラーで作用する．これによって定まる C代数の準同型 χ : Z(U(gC)) → Cを，V の
無限小指標という．Harish-Chandra 同型 Z(U(gC)) ' S(t)W を使うと χ ∈ t∨/W

とみなせる．ここで tは gC の Cartan部分代数，W はWeyl群である．

事実 3.9 χ : Z(U(gC))→ Cを固定すると，無限小指標 χをもつような既約 (g, K)
加群は有限個しかない．
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次に (g, K) コホモロジーを定義しよう．より詳しいことは [BW00, Chapter 1]，
[Wal88, Chapter 9] 等に書かれている．(g, K) 加群の間の射を Homg,K(V, W ) で
表す．これは V から W への線型写像で，g および K の作用と可換なものである．
(g, K) 加群のなす圏は Abel 圏になり，十分単射的対象および射影的対象をもつ．
(g, K)加群 V に対して

V g,K := {v ∈ V |Xv = 0 (∀X ∈ g)かつ kv = v (∀k ∈ K)}

とすると，これは (g, K)加群の圏から C線型空間の圏への左完全関手を定める．こ
の関手の n次右導来関手をHn(g, K; V )で表し，(g, K)コホモロジーとよぶ．Ctriv.

を自明な (g, K)加群とすれば，

Homg,K(Ctriv., V ) ' V g,K , Extn
g,K(Ctriv., V ) ' Hn(g, K; V )

である．なお，K が連結のときは V g,K = V g となるが，(g, K)コホモロジーと gコ
ホモロジーは異なる．

(g, K) コホモロジーは以下のように Ctriv. の射影分解を使って計算できる．まず
g = k⊕ pを Cartan分解とすると，pC にはK の随伴作用 Adがある．これは交代テ
ンソル ∧npC への K および k の作用を誘導する．U(gC)，U(kC)をそれぞれ gC，kC

の普遍包絡環として Pn := U(gC)⊗U(kC) ∧npC と定義する．ここで U(gC)は U(kC)
の元を右からかけることにより U(kC) 加群とみなしている．Pn の (g, K) 加群の構
造は，

X(y ⊗ z) = (Xy)⊗ z, k(y ⊗ z) = Ad(k)y ⊗Ad(k)z,

(X ∈ g, k ∈ K, y ∈ U(gC), z ∈ ∧npC)

で定める．すると (g, K)加群 V に対して自然な同型

Homg,K(Pn, V ) ' HomK(∧npC, V )

がある．従って V から Homg,K(Pn, V )への対応は完全関手になり，Pn は射影的で
ある．さらに，dn : Pn+1 → Pn を

dn(y ⊗X0 ∧X1 ∧ · · · ∧Xn)

=
n∑

i=0
(−1)i(yXi ⊗ (X0 ∧ · · · ∧Xi−1 ∧Xi+1 ∧ · · · ∧Xn)

)
(y ∈ U(gC), X0, . . . , Xn ∈ pC)
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と定義する．すると，dn は (g, K)加群の射になり

Ker(dn) = Im(dn+1) (n ≥ 0), P0/ Im(d0) ' Ctriv.

である．すなわち，完全系列

· · · → Pn+1
dn−→ Pn → · · ·

d1−→ P1
d0−→ P0 → Ctriv. → 0 (3.2)

を得る．(g, K)加群 V に対して

Homg,K(Pn, V ) ' HomK(∧npC, V )

であるから，(3.2)は

0 d−1

−−→ HomK(∧0pC, V ) d0

−→ HomK(∧1pC, V ) d1

−→ · · ·

· · · dn−1

−−−→ HomK(∧npC, V ) dn

−→ HomK(∧n+1pC, V ) dn+1

−−−→ · · · (3.3)

を誘導する．dn は具体的には

(dnf)(X0 ∧X1 ∧ · · · ∧Xn)

=
n∑

i=0
(−1)iXi

(
f(X0 ∧ · · · ∧Xi−1 ∧Xi+1 ∧ · · · ∧Xn)

)
(f ∈ HomK(∧npC, V ), X0, . . . , Xn ∈ pC)

で与えられる．(g, K) コホモロジー Hn(g, K; V ) ' Extn
g,K(Ctriv., V ) は

Ker(dn)/ Im(dn−1)で与えられる．
次節では，G の既約有限次元表現 (ξ, Fξ) と既約 (g, K) 加群 V に対して

Hn(g, K; V ⊗ Fξ)を考える．これに関して次の 2つの定理が成立する．ξ の反傾表
現 ξ∨ の無限小指標と V の無限小指標をそれぞれ χξ∨ と χV で表す．

定理 3.10（[BW00, Chapter I, 4.1. Theorem]） χξ∨ 6= χV ならば，任意の整数 n

について Hn(g, K; V ⊗ Fξ) = 0である．

Casimir元を C ∈ Z(U(gC))とすると，C は Fξ および V にスカラーで作用する．
このスカラーをそれぞれ λξ，λV と書く．定義より χV (C) = λV で，また Fξ と F ∨

ξ

には C が同じスカラーで作用することに注意すると χξ∨(C) = λξ がわかる．特に，
χξ∨ = χV ならば λξ = λV である．
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定理 3.11（[BW00, Chapter II, 3.1. Theorem]） V をユニタリ化可能とする．以
下は同値である．

(1) λξ = λV かつある整数 nについて HomK(∧npC, V ⊗ Fξ) 6= 0．
(2) χξ∨ = χV かつある整数 nについて HomK(∧npC, V ⊗ Fξ) 6= 0．
(3) ある整数 nについて Hn(g, K; V ⊗ Fξ) 6= 0．

これら同値な条件が満たされているとき，任意の nについて自然な同型

Hn(g, K; V ⊗ Fξ) ' HomK(∧npC, V ⊗ Fξ)

がある．すなわち，(3.3)において dn = 0である．

事実 3.9と定理 3.10より，与えられた ξ に対してHn(g, K; V ⊗Fξ) 6= 0 となるよ
うな既約認容表現 V の同値類は有限個しかない．V がユニタリ化可能なとき，その
ような V は分類されており，gC のある種の放物型部分代数の同値類と一対一対応が
ある (Vogan–Zuckermanの定理，[BW00, Chapter VI, §5]，[Wal88, Chapter 9])．
より正確には次のように述べられる：簡単のため G を連結半単純 Lie 群とする．

gC の放物型部分代数 q ⊂ gC で，次の 3条件を満たすものを考える．

(1) qは θ 不変，すなわち q = (q ∩ kC)⊕ (q ∩ pC)となる．
(2) ξ∨ は qの作用で保たれるような 1次元部分空間をもつ．
(3) (2)の 1次元部分空間への q ∩ pC の作用は自明．

このような放物型部分代数に対して同値関係を

q1 ∼ q2 ⇐⇒ q1 ∩ pC と q2 ∩ pC がK の作用で共役

で定める．すると (1),(2),(3) を満たす放物型部分代数の同値類と，少なくとも 1 つ
の n について Hn(g, K; V ⊗ Fξ) 6= 0 となるような既約でユニタリ化可能な (g, K)
加群 V との間に一対一対応がある．実際 qに対応する V は，(2)に現れる qの指標
から gへのある種の誘導 (Zuckerman関手)によって定義される．qの指標を λとし
たとき，この誘導表現はしばしば Aq(λ)と書かれ，Vogan–Zuckerman加群，導来関
手加群，コホモロジカル表現などとよばれる．gC のランクと kC のランクが等しくか
つ qが Borel部分代数と同値なとき，対応する V は離散系列表現 (の (g, K)加群)に
なる．
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(1)を満たすような qに対して，L = NG(q)を qの正規化部分群とすると Lは G

の簡約部分 Lie群になる．また uを qの nilradicalとすると，q = lC⊕ uは q の Levi
分解になる．ここで s = dim(u ∩ pC)とおくと，任意の整数 nについて同型

Hn+s(g, K; V ⊗ Fξ) ' Hn(l, L ∩K;Ctriv.)

がある．従って (g, K) コホモロジーの次元の計算は自明表現の場合に帰着される．
Hn(l, L ∩K;Ctriv.)の次元は，コンパクト型対称空間の Betti数に等しい．

4 松島–村上の公式
ΓをGの離散部分群とする．商 Γ\GにはGが右から作用しているので，L2(Γ\G)
は G のユニタリ表現になる．松島–村上の公式は，Γ\G/K のコホモロジーを
L2(Γ\G)の既約分解に現れる表現の (g, K)コホモロジーを使って記述する．

Γ\Gがコンパクトのとき，L2(Γ\G)は次のように既約分解される．

定理 4.1（[GGPS, Chapter I, § 2.3]） Γ\Gをコンパクトとする．このとき Gの
ユニタリ表現としての直和分解

L2(Γ\G) '
∑⊕

π⊕m(π), 0 ≤ m(π) <∞

がある．ここで，π は Gの既約ユニタリ表現の同値類全体を走る．

定理は，G上のコンパクト台をもつ連続関数はコンパクト作用素として L2(Γ\G)
に作用するという一般的な議論から示される．実際 [GGPS]では，より一般に Gを
局所コンパクト Hausdorffな位相群としている．

Γ\Gがコンパクトでないときは，L2(Γ\G)の既約ユニタリ表現への分解は一般に
連続スペクトルを含む．

(ξ, Fξ)を Gの既約有限次元表現，π を Gの既約ユニタリ表現とする．Casimir元
C ∈ Z(U(gC))は Fξ および πK にそれぞれスカラー λξ，λπ で作用するとする．

Γ はねじれ元をもたないとすると，Riemann 対称空間 X = G/K への作用は自
由になる．Gの既約有限次元表現 (ξ, Fξ)に対して，自明な局所系 X × Fξ → X の
Γ による商をとって局所系 Γ\(X × Fξ) → Γ\X を定義する．これを Fξ と書く．
π : X → Γ\X を商写像，U ⊂ Γ\X を開集合とすると，Fξ(U)は π−1(U)上の Fξ に
値をもつ Γ同変な局所定数関数全体である．
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定理 4.2（[Mat67], [MM63], [MM68], 松島–村上の公式） 上の仮定の下で，同型

Hn(Γ\X,Fξ) '
⊕

π
λπ=λξ

Cm(π) ⊗HomK(∧npC, πK ⊗ Fξ)

がある．ここで π は λπ = λξ となるような既約ユニタリ表現の同値類全体を走る．

証明の概略 以下の議論の前半部分は [MM63]，後半部分は [MM68]にある．Fξ が
自明表現の場合は，[Mat67]で扱われている．

Hodgeの定理より，左辺は Γ\X 上 Fξ に値をもつ調和 n形式の空間Hn(Γ\X,Fξ)
と同型である．

Γ\X 上の Fξ に値をもつ C∞ 関数は，X 上の Fξ に値をもつ C∞ 関数 f で
f(γx) = ξ(γ)f(x) (γ ∈ Γ) を満たすものと等しい．f を G → G/K = X で引き戻
せば，これは

{f ∈ C∞(G)⊗ Fξ | f(gk) = f(g) (k ∈ K), f(γg) = ξ(γ)f(g) (γ ∈ Γ)}

と同一視される．さらに f ′(g) = ξ(g−1)f(g)と変換すると

{f ′ ∈ C∞(G)⊗ Fξ | f ′(gk) = ξ(k−1)f ′(g) (k ∈ K), f ′(γg) = f ′(g) (γ ∈ Γ)}

と同型であることがわかる．これはベクトル束 Γ\G ×K Fξ → Γ\X の切断とみな
せる．
一方 X 上の n形式は G同変ベクトル束 G×K ∧np∨

C → X の切断であるが，これ
を Γで割れば Γ\X 上の n形式は Γ\G×K ∧np∨

C → Γ\X の切断とみなせる．従って
Γ\X 上 Fξ に値をもつ n形式は，Γ\G×K (Fξ ⊗ ∧np∨

C)→ Γ\X の切断と同一視で
きる．Γ\G×K (Fξ ⊗∧np∨

C) の切断の空間は (C∞(Γ\G)⊗ Fξ ⊗∧np∨
C)K と表せる．

n 形式への Laplacian の作用は，上の同一視を追っていくと f ∈ (C∞(Γ\G) ⊗
Fξ ⊗ ∧np∨

C)K に対して

∆f = −(R(C)⊗ 1⊗ 1)f + (1⊗ ξ(C)⊗ 1)f

となることがわかる．ここで R(C) は，C∞(Γ\G) への G の作用を微分して得られ
る C ∈ U(gC)に対応する微分作用素である．また定義より ξ(C) = λξ であるから，

Hn(Γ\X,Fξ) ' {f ∈ (C∞(Γ\G)⊗ Fξ ⊗ ∧np∨
C)K | (R(C)⊗ 1⊗ 1)f = λξf}

となる．
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定理 4.1の分解により射影 pπ : L2(Γ\G) → π⊕m(π) があり，f ∈ C∞(Γ\G)に対
して pπ(R(C)f) = λπpπ(f)が成り立つ．従って射影

pπ : (C∞(Γ\G)⊗ Fξ ⊗ ∧np∨
C)K → (π⊕m(π) ⊗ Fξ ⊗ ∧np∨

C)K

を考えると，調和形式 f ∈ (C∞(Γ\G) ⊗ Fξ ⊗ ∧np∨
C)K について，λπ 6= λξ ならば

pπ(f) = 0である．よって
⊕

pπ で定まる写像

Hn(Γ\X,Fξ)→
⊕

π
λπ=λξ

(π⊕m(π) ⊗ Fξ ⊗ ∧np∨
C)K

は単射である．
一方，既約ユニタリ表現 π が L2(Γ\G) の部分表現であるとき，K 有限ベク
トル f ∈ πK は Γ\G の楕円型微分作用素の解になることがわかり，特に C∞

級である．このことから λπ = λξ となるような既約ユニタリ表現 π について，
(π⊕m(π) ⊗ Fξ ⊗ ∧np∨

C)K の元が調和形式を定めることがわかる．同型

(π⊕m(π) ⊗ Fξ ⊗ ∧np∨
C)K ' Cm(π) ⊗HomK(∧npC, πK ⊗ Fξ)

により定理が示される．

注意 4.3 Γ がねじれ元をもつ場合，開集合 U ⊂ Γ\X に対して Fξ(U) を π−1(U)
上の Fξ に値をもつ Γ同変な局所定数関数として層 Fξ を定義すると，Fξ が局所系に
なるとは限らないが定理は成立する ([MM63, I §6])．

ξ の反傾表現 ξ∨ の無限小指標と πK の無限小指標をそれぞれ χξ∨ と χπ で表す．
定理 3.10，3.11 により，定理 4.2 の同型の右辺を書き換えることができて次が成り
立つ．

定理 4.4（[BW00, Chapter VII, 6.1. Theorem]） 定理 4.2の仮定の下で，同型

Hn(Γ\X,Fξ) '
⊕

π

Cm(π) ⊗Hn(g, K; πK ⊗ Fξ)

がある．ここで π は既約ユニタリ表現の同値類全体を走る．

定理 4.2 の証明の前半で Fξ に値をもつ n 形式は HomK(∧npC, C∞(Γ\G) ⊗ Fξ)
と同一視された．この空間は C∞(Γ\G)をその K 有限ベクトルの空間 C∞(Γ\G)K
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に置き換えても変わらない．この同一視により Fξ に値をもつ de Rham 複体は，
V = C∞(Γ\G)K についての複体 (3.3)と一致する．従って

Hn(Γ\X,Fξ) ' Hn(g, K; C∞(Γ\G)K)

が成り立つ．これを定理 4.1の分解に応じて π 成分に分解すれば定理 4.4が直接示さ
れる．ただし，分解

C∞(Γ\G)K '
⊕̂

π

π
⊕m(π)
K

の右辺は代数的直和でなく無限和も含まれている (K タイプを固定すると Hilbert空
間の直和になる)のでやや議論が必要である ([BW00]を参照)．

注意 4.5 前節で見たように定理 4.4の右辺に寄与する π はコホモロジカル表現とよ
ばれる表現であり，分類されている．

注意 4.6 ここでは Γ\Gがコンパクトの場合を扱った．非コンパクトの場合につい
ては [Bor06]にサーベイがある．

定理 4.2の設定でさらにX が Hermite型のとき Γ\X のコホモロジーに Hodge分
解がある：

Hn(Γ\X,Fξ) '
⊕

p+q=n

Hp,q(Γ\X,Fξ).

また分解 pC = p+ ⊕ p− があるため，

∧npC '
⊕

p+q=n

∧pp+ ⊗ ∧qp−

により定理 4.2の右辺も直和分解がある．さらに定理 3.11の同型を介して (g, K)コ
ホモロジーの分解

Hn(g, K; πK ⊗ Fξ) '
⊕

p+q=n

Hp,q(g, K; πK ⊗ Fξ)

がある．
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定理 4.7（[MM63], [BW00, 6.2]） 定理 4.2と定理 4.4の同型は，bidegree (p, q)
を保つ：

Hp,q(Γ\X,Fξ) '
⊕

π
λπ=λξ

Cm(π) ⊗HomK(∧pp+ ⊗ ∧qp−, πK ⊗ Fξ)

'
⊕

π

Cm(π) ⊗Hp,q(g, K; πK ⊗ Fξ).

q = 0の場合，Hp,0(Γ\X,Fξ)は Γ\X 上の Fξ に値をもつ正則 p形式の空間と同
型である ([MM65])．
最後に例として G = SL(2,R) の場合を考える．G の部分群 P および P の指標

χ+,s, χ−,s(s ∈ C)を

P =

{Å
a b
0 a−1

ã ∣∣∣∣∣ a ∈ R×, b ∈ R

}
,

χ+,s :
Å

a b
0 a−1

ã
7→ |a|s, χ−,s :

Å
a b
0 a−1

ã
7→ sgn(a)|a|s

と定義する．(2.1)で定義される Gの表現 I±,s := IndG
P (χ±,s)は Gの主系列表現と

よばれる．I±,s (s ∈ C)のうち I(−1)k+1,k(k ∈ Z)は可約であり，その他は既約であ
る．正の整数 k に対して I(−1)k,k−1 は 2 つの既約表現 D+,k, D−,k を部分表現にも
つ．D+,k, D−,k は k ≥ 2のとき離散系列表現とよばれる．

Gの既約ユニタリ表現 π は次のいずれかと同値であることが知られている．

(1) π ' I+,s, I−,s (s ∈ iR)， ユニタリ主系列表現．
(2) π ' D+,k (正則), D−,k (反正則)， k は正の整数で，k ≥ 2のとき離散系列表
現，k = 1のとき離散系列表現の極限．

(3) π ' I+,s (0 < s < 1)， 補系列表現．
(4) π ' triv.， 自明表現．

より正確には，(1),(2),(3)の I±,s, D±,k は上で定義した I±,s, D±,k に G不変な内積
を入れて表現空間を完備化したものである．(1)と (2)が緩増加表現である．ξ を G

の有限次元既約表現とするとき，πK ⊗ Fξ の (g, K)コホモロジーが消えないのは次
のいずれかの場合のみである．

(a) π ' D+,k で ξ は (k − 1)次元既約表現，k ≥ 2．



166 大島 芳樹

(b) π ' D−,k で ξ は (k − 1)次元既約表現，k ≥ 2．
(c) π も ξ も自明表現．

それぞれの場合のコホモロジーの次元 (Hodge 数) hp,q = dim Hp,q(g, K; πK ⊗ Fξ)
は次のとおり．

h11

h10 h01

h00
=

0
1 0

0
(a)の場合，

0
0 1

0
(b)の場合，

1
0 0

1
(c)の場合．

ξ が (k − 1) 次元既約表現のとき，H1,0(Γ\X,Fξ) は重さ k の正則保型形式の空間
と同型である．松島–村上の公式より，この空間の次元は m(D+,k) で与えられる
(Eichler–志村同型)．
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