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アーベル多様体の周期への応用

大下 達也 ∗

概要

本稿では，アーベル多様体に関する問題を「志村多様体上の族にのばして解
決する」という手法の例として，Gross による「Chowla–Selberg 公式の別証
明および一般化」と，Deligneによる「アーベル多様体の Hodgeサイクルが絶
対 Hodgeサイクルになることの証明」という 2つの話題を解説する．

1 序
本稿は 2015年度整数論サマースクール「志村多様体とその応用」での筆者の講演

「アーベル多様体の周期への応用」に関する報告記事である．当講演では，志村多様体
の理論の周期の研究への応用の例として，Grossによる Chowla–Selberg公式の別証
明と一般化 [Gro78]を紹介した．また，関連する話題として，Deligneによる「アー
ベル多様体の Hodge サイクルは絶対 Hodge サイクルである」という定理の紹介も
行った．この 2つの結果の証明の中には，「考察対象を（アーベル多様体をパラメー
タ付けしている）Hodge型の志村多様体上の族にのばして問題を解決する」という
共通のアイデアがある*1．本稿の主目的は，「志村多様体がどのように使われている
か」を意識しつつ，サマースクールの講演で紹介した Grossと Deligneの結果を，講
演当時説明しきれなかった内容の補足も含めて解説することである．
以下では，本稿で解説する Gross [Gro78]と Deligne [DMOS82, Chapter I]の結
果がそれぞれどのようなものであるかについて，簡単に触れておこう．

Chowla–Selberg公式は，虚数乗法を持つ楕円曲線の周期をガンマ関数の特殊値を

∗ 慶應義塾大学理工学部数理科学科 e-mail: ohshita@math.keio.ac.jp
*1 Hodge 型の志村多様体は，その定義から Siegel モジュラー多様体に埋め込まれる．その埋め込み
を通して普遍アーベル多様体を引き戻すことで，Hodge型の志村多様体をアーベルスキームの底空
間と見做せる．
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用いて記述する公式である．この公式は最初，19世紀末に Lerch [Ler97] によって発
見された後，Chowlaと Selberg [CS67]により再発見され，更に Gross [Gro78]によ
り別証明とアーベル多様体への一般化がなされた．Chowlaと Selbergによるこの公
式の証明は，Kroneckerの極限公式を用いる解析的なものである．一方，本稿で解説
する Grossの証明では数論幾何的な道具立て，特に（連結）志村多様体を用いる．こ
こでは説明の詳細は省くが，Grossによる証明の鍵となるのは，「周期を計算するた
めの微分形式を志村多様体上の≪平らな≫*2族にのばして，ある特別な点での計算結
果を族全体に波及させる」というアイデアである．

Hodge サイクルや絶対 Hodge サイクルは代数的サイクルに関する Hodge の予想
に由来する概念である．Hodgeは，「X を C上の滑らかな射影的代数多様体とすると
き，H2p(X(C),Q)∩Hp,p(X/C)の元は必ず代数的サイクルから来るだろう」という
予想（Hodge予想）を提唱した．大雑把に説明すると，H2p(X(C),Q)∩Hp,p(X/C)
の元を Hodgeサイクルといい，より強い「代数的サイクルから来る元に見られる顕
著な条件」を満たすコホモロジー類を絶対 Hodgeサイクルという．定義から，絶対
Hodgeサイクルは Hodgeサイクルであるが，逆が成り立つかどうかは先験的には分
からない．しかし，もし Hodge予想が正しいとするならば，全ての Hodgeサイクル
は代数的サイクルから来るはずなので，必ず絶対 Hodgeサイクルになるはずである．
このように，Hodge予想よりも弱い形の予想として，「Hodgeサイクルは絶対 Hodge
サイクルである」という予想がある．本稿で紹介する Deligne の結果 [DMOS82,
Chapter I]は「アーベル多様体の場合にはこの予想が正しい」というものである．
既に言及したように，本稿で紹介する [Gro78]と [DMOS82, Chapter I]の議論は，
志村多様体を用いる部分のアイデアに関しては，非常によく似ている．実際，Deligne
の結果でも，「Hodgeサイクルを志村多様体上の≪平らな≫族にのばし，その族が
特別な点では絶対Hodgeサイクルになっていることを示して，その結果を族全体に
波及させる」という証明の方針が採られている．
尚，Deligneによる「アーベル多様体の Hodgeサイクルは絶対 Hodgeサイクルで
ある」という定理は，極めて示唆に富む結果であり，様々な重要な応用が知られてい
る．例えば，「志村多様体の整正準モデルの構成」にもこの定理が用いられている．
（清水氏の稿 [清水]と松本氏の稿 [松本]参照．）また，本稿でも少しだけ触れるが，こ

*2 ここでは詳細は述べないが，この≪平らな≫という言葉は正確には，「Gauss–Manin接続について
水平な」という意味である．
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の Deligneの定理はアーベル多様体の周期の計算にも応用できる．

注意 1.1 Grossによる論説 [Gro18]では，Grossが論文 [Gro78]を執筆した当時の
ことを振り返り，詳しく説明している．その中で，Grossが自分の結果を Deligneに
話したときの様子についても言及されているのだが，そのやりとりも顛末も非常に面
白い．是非 [Gro18]を読んで頂きたい．

本稿は第 2節で Grossの結果を紹介し，第 3節で Deligneの結果を紹介する．更
に，本稿では 3つの付録を設けている．最初の 2つの付録，すなわち付録 Aと付録
Bは初学者向けのものであり，それぞれ de Rhamコホモロジーと Gauss–Manin接
続について，本稿を読むために必要な基本事項を（断片的にではあるが）まとめて
いる．必要に応じて，適宜参照して頂きたい．付録 C は Gross の結果 [Gro78]（と
Rohrlich による付録 [Roh78]）の証明に関して第 2 節で省略した部分に関する補足
を行っている．

記号

Lを Cの部分体とし，X を L上の固有かつ滑らかな代数多様体とする．本稿では
以下の記号を採用する．

• Qの代数閉包 Qを固定する．埋め込み Q ↪→ Cを固定することで，Qを Cの
部分体と見做す．
• 虚数単位を iと書いたり

√
−1と書いたりしているが，それらは Cの同一の元

である．複素数 z ∈ Cの複素共役を z̄ または τ(z)で表す．（記号 τ は「複素
共役」以外の意味では使わない．）V を Cベクトル空間とするとき，V に「ス
カラー z ∈ Cの作用を z̄ 倍写像で定める」という新しい Cベクトル空間構造
を入れたものを V := (C, τ)⊗C V と書く．
• L = Cとする．このとき，X に対応する複素解析的多様体を Xan と書く．F
を OX 加群とするとき，F に対応する OXan 加群を Fan と書く．非負整数
n に対して，Xan の（C 係数の）解析的な n 次 de Rham コホモロジー群を
Hn

dR(Xan)と書く．Hn
dR(Xan)には微分形式への複素共役の作用

fdw1 ∧ · · · ∧ dwn 7−→ f̄dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n



506 大下 達也

から誘導される複素共役の作用

τ : Hn
dR(Xan) −→ Hn

dR(Xan); v 7−→ v̄

が定まっている．
• n ∈ Z≥0 と r ∈ Zに対して，Hn(X(C),Q)(r) := (2πi)rHn(X(C),Q)と定め
る．ここで，Hn(X(C),Q)は複素解析的な位相に関する X(C)の（すなわち
複素解析的多様体 XC,an := (X ⊗L C)an の）Q係数 n次特異コホモロジー群
である．
• n ∈ Z≥0に対して，X の代数的な n次 de Rhamコホモロジー群をHn

dR(X/L)
と書き，Hodge フィルトレーションを F •Hn

dR(X/L) と書く．各 r ∈ Z に対
して，フィルター付き Lベクトル空間 L(r) = (L,F •L(r))を

F pL(r) :=
®
L (p ≤ r)
0 (p > r).

で定め，フィルター付き Lベクトル空間のテンソル積により

Hn
dR(X/L)(r) := Hn

dR(X/L)⊗L L(r)

と定める．定義より，Hn
dR(X/L)(r)は Lベクトル空間 Hn

dR(X/L)に新しい
フィルトレーション F •Hn

dR(X/L)(r) := F •+rHn
dR(X/L) を入れたフィル

ター付き Lベクトル空間である．L = Cのとき，代数的 de Rham コホモロ
ジーと解析的 de Rhamコホモロジーの自然な同型と de Rhamの定理により，
自然な同型写像 Hn(X(C),Q) ⊗Q C '−−→ Hn

dR(X/C) が存在する．この写像
により，各 r に対して同型 Hn(X(C),Q)(r) ⊗Q C '−−→ Hn

dR(X/C)(r) が誘
導される．ここで，（定義より明らかに）次の図式は可換ではないことに注意
せよ:

Hn(X(C),Q)⊗Q C
×(2πi)r

//

'

��

Hn(X(C),Q)(r)⊗Q C

'

��

×⟳

Hn
dR(X/C) Hn

dR(X/C)(r).
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また，Hn(X(C),Q) ⊗Q C への複素共役の作用を v ⊗ z 7−→ v ⊗ z̄ で定める
と，de Rhamの定理による同型

Hn(X(C),Q)⊗Q C ' Hn
dR(Xan)

は複素共役を保つことにも注意せよ．
• L = C かつ X が射影的であるとする．このとき，X の射影空間への埋め込
みから Xan に Kähler 計量が定まる．n を非負整数，p, q を p + q = n を満
たす非負整数とする．(p, q) 調和形式の類のなす Hn

dR(Xan) の C 部分空間を
Hp,q(X)と書く．（本稿では，自然な同型 Hn

dR(X/C) ' Hn
dR(Xan) を通して

代数的 de Rhamコホモロジーと解析的 de Rhamコホモロジーを同一視して，
Hp,q(X)を Hn

dR(X/C)の C部分空間と見做す．）定義より，

τ(Hp,q(X)) := {v̄ | v ∈ Hp,q(X)} = Hq,p(X)

が成立する．また，付録 A，特に A.1節と A.2節で詳しく述べるように，de
Rhamコホモロジーには Hodge分解と呼ばれる次の直和分解

F pHn
dR(X/C) =

⊕
i≥p

Hi,n−i(X)

が成立する．注意A.11でも述べるようにHodge分解はX のKähler計量（特
に射影空間への埋め込み）の取り方に依らない．
• n ∈ Z≥0 と r ∈ Zに対して，

Hn
ét(X,Af (r)) :=

(
lim←−

N∈Z>0

RnΓ(X, (µN )⊗r)

)
⊗Ẑ Af

と定める．ここで，µN = µN,X は 1の N 乗根のなす X 上のエタール位相に
関する層であり，r ≤ 0の場合は

(µN )⊗r : ＝
®
Z/NZ (定数層) (r = 0)
Hom

(
(µN )⊗(−r),Z/NZ

)
(r < 0)

と定めた．r = 0のときは，Hn
ét(X,Af ) := Hn

ét(X,Af (0))と書く．Lが代数
閉体のときは，定義より Af (r) :=

Ä
lim←−N

(µN,L)⊗r)(L)
ä
⊗Ẑ Af と定めると，

Hn
ét(X,Af (r)) = Hn

ét(X,Af )⊗Af
Af (r) =: Hn

ét(X,Af )(r)
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となる．L = Cのとき，エタールコホモロジーと Bettiコホモロジーの比較同
型定理 ([SGA4, Exposé XI, XVI])により，自然な同型写像

Hn(X(C),Q)⊗Q Af
'−−→ Hn

ét(X,Af )

が存在する．埋め込み Q ↪→ C により，Af 加群 Af (1) の基底 (e2πi/N )N が
定まる．これと 2πi を対応させることで，各 r ∈ Z に対して比較同型写像
Hn(X(C),Q)(r)⊗Q AQ

'−−→ Hn
ét(X,Af (r)) が定義される．
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2 志村多様体と Chowla–Selberg公式
本節では，Gross [Gro78] による Chowla–Selberg公式の別証明及び拡張について
解説する．§2.1で主定理の主張と証明の方針を述べ，残りの 2小節, §2.2 及び 2.3で
それを証明する．

2.1 Chowla-Selberg公式とその一般化

k ⊆ Q (⊆ C)を判別式 −dの虚二次体とし，k の整環 oを 1つ固定する．2つの指
標 χ, χ̄ : k× −→ k× ⊆ Cをそれぞれ χ := idk× 及び χ̄ := τ |k× で定める．
p, q を n := p + q > 0を満たす非負整数とする．F を C/Qの中間体とするとき，
本稿では，次の条件*3 (QM1)–(QM3) を満たす組 (A,Φ)を (p, q)型の o乗法を持つ
F 上のアーベル多様体と呼ぶ:

(QM1) Aは F 上の n次元アーベル多様体である．
(QM2) Φ: o ↪→ End(A)は単射環準同型である．すなわち，アーベル多様体 Aは環

oの作用 Φを持つ．
(QM3) 作用 Φから，乗法群 k× の Lie環 Lie(A/F )への作用が誘導されることに注

意する．この作用を通して Lie(A/F )を F [k×]加群と見做すとき，

Lie(A/F ) = F (χ)⊕p ⊕ F (χ̄)⊕q

が成立する．ただし，各指標 ψ ∈ Hom(k×, F×)に対して，群 k× が ψを通
して作用する 1次元 F ベクトル空間を F (ψ)と書く．

注意 2.1 本稿では，アーベル多様体 Aの自己準同型環 End(A)が oと同型な場合
だけでなく，End(A)が oと同型な真の部分環を持つ場合も「アーベル多様体 Aが o

乗法を持つ」と書くことに注意する．一方，本稿でも「CMアーベル多様体」という
用語は越川氏の稿 [越川]の意味で用いる．すなわち，Aが CMアーベル多様体であ
れば，End(A)⊗Z Qは CM体と同型である．

(A,Φ)を Q上の (p, q)型の o乗法を持つ n次元アーベル多様体とする．本節の主

*3 QMは，通常の意味での虚数乗法 (complex multiplication, CM)と区別するために便宜上，本稿
で勝手に用意した造語 quadratic multiplication の頭文字である．
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定理の主張を述べるために，ここで扱う「A の周期」を定義しよう．A の o 乗法 Φ
から誘導される Aのホモロジー群やコホモロジー群への k× の作用も Φで表すこと
にする．rを任意の非負整数とし，η ∈ Hr

dR(AC/C) と γ ∈ Hr(A(C),Z) を任意の元
とする．このとき，任意の a ∈ k× に対して，∫

Φ(a)∗γ

η =
∫

γ

Φ(a)∗η (2.1)

が成立する．これに注意すると，条件 (QM3) と H1
dR(AC/C) の Hodge 分解から

C[k×]加群の直和分解

H1
dR(AC/C) = H1,0(AC)⊕H0,1(AC)

=
(
C(χ)⊕p ⊕ C(χ̄)⊕q

)
⊕
(
C(χ̄)⊕p ⊕ C(χ)⊕q

)
が得られる．従って，各指標 ρ : k× −→ C× に対して，群 k× が指標 ρ で作用する
Hn

dR(A/C)の最大の C部分空間を Hn
dR(A/C)ρ とおくと，次が成立する．

(1) Hn
dR(A/C)χn と Hn

dR(A/C)χ̄n は 1次元 Cベクトル空間である．
(2) Hn

dR(A/C)χn ⊆ Hp,q(AC)および Hn
dR(A/C)χ̄n ⊆ Hq,p(AC) が成り立つ．

(1) より，Q[k×] 加群 Hn
dR(A/Q) における Q(χn) 及び Q(χ̄n) の重複度がともに 1

であることが分かる．また，(2.1)より，k[k×]加群 Hn(A(C), k)が k(χn)と k(χ̄n)
を重複度 1で含むことも分かる．以上の議論により，次の補題が直ちに得られる．

補題 2.2 次が成立する．

(1) ある 0でない 2元 ωA, νA ∈ Hn
dR(A/Q) が存在して，任意の a ∈ k× に対して，

Φ(a)ωA = χn(a)ωA 及び Φ(a)νA = χn(a)νA が成り立つ．ωA と νA は Q× 倍の
差異を除いて一意的である．

(2) ωA ∈ Hp,q(AC)及び νA ∈ Hq,p(AC)が成立する．
(3) η を ωA または νA とするとき，ある P (η) ∈ C× が存在して，

k

®∫
γ

η

∣∣∣∣ γ ∈ Hn(A(C),Z)
´

= P (η)k (⊆ C)

が成立する．この P (η) の値は k× 倍の差異を除いて一意的である．（本稿では
P (η)を η の周期と呼ぶ．）
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ω = ωA と ν = νA を補題 2.2の元とする．補題 2.2 (1) より，ω と ν の取り方を
変えても，補題 2.2 (3) の周期 P (ω)及び P (ν)の値は Q× 倍の差異を除けば一意的
であることに注意する．このような「Q× 倍の差異を除けば一意的である」という状
況を簡単に表記するために，次の記号を導入する．

定義 2.3 以下では，a, b ∈ C× に対して，ab−1 ∈ Q× が成り立つとき，a ∼ bと書
く．二項関係 ∼は C× に於ける同値関係をなす．

次が本節の主定理である．

定理 2.4（Gross [Gro78]） p, q を n := p + q > 0 を満たす任意の非負整数と
し，(A,Φ)を (p, q)型の o乗法を持つ Q上の任意のアーベル多様体とする．ω, ν ∈
Hn

dR(A/Q) をそれぞれ，Φから誘導される k× の作用に関する指標 χn, χ̄n の固有ベ
クトルとする．このとき，

P (ω) ∼ bp
k(2πi/bk)q,

P (ν) ∼ bq
k(2πi/bk)p

が成立する．ここで，

bk :=
√
π

d∏
a=1

Γ(a/d)ε(a)w/4h

である．ただし，記号は以下のとおりである:

• ε : (Z/dZ)× −→ {±1}は 2次拡大 k/Qに対応する 2次指標である．
• wは虚 2次体 k の単数群の位数である．
• hは虚 2次体 k の類数である．

注意 2.5 Chowla と Selberg の論文 [CS67] で証明されたオリジナルの Chowla–
Selberg公式は，

∏
[a]∈Cl(Ok)

∆(a)∆(a−1) = (2π/d)12h
d∏

a=1
Γ(a/d)6ε(a)w (2.2)

という等式である．ここで，Cl(Ok)はOk のイデアル類群であり，∆は Ramanujan
のデルタである．等式 (2.2)は「Aが Ok 乗法を持つ CM楕円曲線の場合の定理 2.4
の主張」よりも精密な公式である．実際，公式 (2.2)の左辺は Ok 乗法を持つ CM楕
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円曲線の周期で書き直すことが出来，等号 = を ∼ に緩めると定理 2.4 の主張が得
られるような（∼ ではなく = で書かれた）精密な等式が得られる*4．金子氏の研究
[Kan90]および中島氏と田口氏の研究 [NT91]により，等式 (2.2)のような ∼ではな
く =の精度で書かれた公式は，虚二次体の（整数環とは限らない）整環による作用を
持つ楕円曲線の場合に一般化されている．

注意 2.6 Chowlaと Selbergによる公式 (2.2)の証明の方針は「kの Dedekindゼー
タ関数の s = 0に於ける対数微分を 2通りの方法で計算して比較する」というもので
ある．1つ目の方法は Kroneckerの極限公式を用いるもので，この計算により公式の
左辺が出てくる．2つ目の方法は Lerchの展開公式を用いるもので，これにより公式
の右辺が得られる．（この証明は Grossの論説 [Gro18]でも説明されている．）

本節では，以下の方針で定理 2.4を証明する．

第 1段階
ω と ν をアーベル多様体 Aを含む，「ある種の PEL構造を持つようなアーベル多
様体」のモジュライ空間 S（連結志村多様体）上にのばす．
第 2段階
p 6= q のとき，任意の 2点 x, y ∈ S に対して，「点 xに対応するアーベル多様体に
ついて定理 2.4の主張が成り立つことと，点 y に対応するアーベル多様体について
定理 2.4の主張が成り立つことが同値である」ということを示す．（p = q の場合は
個別に示す．）
第 3段階
ある p 6= q に対して，(p, q)型の o乗法を持つアーベル多様体 A0 で，定理 2.4の
主張が成り立つものが存在することを示す．
第 4段階
S の中に必ず「CM楕円曲線の直積」に対応する点があることを示す．

「第 3段階」と「第 4段階」の主張が示されると，「第 2段階」の主張を用いて

あるアーベル多様体 A0 =⇒ CM楕円曲線 =⇒ 任意の o乗法を持つアーベル多様体

*4 例えば Gross の論説 [Gro18] では，特別な虚二次体 k の場合に，どのようにして等式 (2.2) から
定理 2.4の主張を導けるかが説明されている．
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という順で定理 2.4 の主張が証明できる*5．本稿では第 2.2 小節で「第 1 段階」と
「第 2段階」の主張，第 2.3小節で「第 4段階」の主張の証明を行う．第 3段階の主
張の証明は「志村多様体の応用」という話題からは逸れるので，本稿末尾の付録 Cに
まわす．

2.2 普遍族の周期

本小節では，定理 2.4の証明の「第 1段階」と「第 2段階」について論じる．本小節で
も引き続き，kを判別式 −dの虚二次体とし，kの整環 oを固定する．n := p+ q > 0
なる非負整数 p, qをとる．V を n次元 kベクトル空間とし，Lを V の o安定な Z格
子とする．Lの Z基底 B := {v1, . . . , v2n} を固定する．以下の 2条件を満たす非退
化歪 Hermite形式 H : V × V −→ k を 1つ固定する:

(1) H(L,L) ⊆ Ok が成立する．
(2) C (= k ⊗Q R)ベクトル空間 VR := V ⊗Q R上の Hermite形式 H ′ :=

√
−d−1

H

の符号が (p, q)になる．

固定した埋め込み k ⊆ Q ⊆ Cを用いて，k ⊗Q R = Cと見做す．これにより，VR は
Cベクトル空間と見做せる．VRの p次元部分 Cベクトル空間 U0であって，Hermite
形式 H ′ の U0 への制限が正定値となるものを 1つ固定する．

注意 2.7（Hodge構造） 上で固定した (L,H,U0)から，次のようにして，重さ −1
の偏極付き Hodge構造 (HZ,H

−1,0 ⊕H0,−1, E) ([石塚, 定義 2.10，定義 2.16，練習
2.20])が定まる．H ′ に関する U0 の直交補空間を U⊥

0 と書き，U
⊥
0 := (C, τ)⊗C U

⊥
0

と定める．Cベクトル空間 VU0 を VU0 := U0 ⊕ U
⊥
0 で定義する．このとき，VU0 は

VR に（元々定まっている C = k ⊗Q R作用とは異なる）新しい Cベクトル空間の構
造を入れたものと見做せる．また，H ′ は VU0 上の Hermite形式とも見做せることに
も注意する．V U0 := (C, τ)⊗C VU0 と定め，各 v ∈ VU0 に対して v̄ := 1⊗ v ∈ V U0

と書く．定義より，写像 VU0 −→ V U0 ; v 7−→ v̄ は C反線型同型である．Z加群 LU0

を
LU0 := {(x, x̄) ∈ VU0 ⊕ V U0 | x ∈ L}

*5 定理 2.4の証明で用いる連結志村多様体 S は 1つではない．考えているアーベル多様体に対応する
点を含む志村多様体の中に，必ずしも第 3 段階のアーベル多様体 A0 に対応する点が含まれている
とは限らないので，第 4段階の議論も必要になるのである．
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で定める．このとき，自然な同型 L⊗Z C ' VU0 ⊕ V U0 が成立し，

(HZ,H
−1,0 ⊕H0,−1) := (LU0 , VU0 ⊕ V U0)

は重さ −1の Hodge構造になる．Hermite形式 H ′ は U0 上で正定値，U⊥
0 上で負定

値なので，新しい C構造を入れた VU0 の上では正定値になる．これに注意すると，L
上の交代形式 E := Trk/Q ◦H は，VU0 の C構造による

√
−1の作用 J ∈ EndR(VR)

に関して Riemannの関係式，すなわち [石塚, 補題 2.19]の条件 (1)–(4)を満たすこ
とが分かる．従って，Riemann形式 E は Hodge構造 (LU0 , VU0 ⊕ V U0)の偏極を定
める．（石塚氏の稿 [石塚, 練習 2.20]参照．）

歪 Hermite 形式 H を保つ元全体のなす SL(VR;C) の部分群を GR = SU(VR,H)
(= SU(p, q))と書き，GR の部分群 GL を

GL := {g ∈ GR | g(L) = L}

により定める．各正整数 N に対して，GL の部分群 GL,N を

GL,N := Ker
(
GL

法 N 写像−−−−−−→ SL(L/NL;Z/NZ)
)

で定める．BN := {N−1v1, · · · , N−1v2n} とおくと，定義より

GL,N = {γ ∈ GL | (1− γ)BN ⊆ L}

が成り立つ．また，N ≥ 3のとき，GL,N は非自明な有限位数の元を持たない．
K := {g ∈ GR | gU0 = U0} とおき，X+ := GR/K と定める．このとき，K は

(U(p) × U(q)) ∩ SU(p, q) と同型な GR の極大コンパクト部分群であり，X は I 型
Hermite対称空間 ([阿部, §3.4]) である．K の取り方から，全単射

X+ '−−→
ß
U

∣∣∣∣ U は VR の p次元部分 Cベクトル空間で，
双線型形式 H ′ は U 上正定値

™
; gK 7−→ gU0

が得られる．（この全単射の構成については，[阿部, §4.5] も参照せよ．以下では，こ
の全単射を通して両者を同一視する．）
点 U ∈ X+ が任意に与えられているとする．このとき，注意 2.7と同様にして，U
を用いて VR に新しい Cベクトル空間の構造 VU := U ⊕ U⊥ を入れることで，偏極
付き Hodge構造 (LU , VU ⊕ V U , E) を定めることが出来る．格子 Lの（元々入って
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いた）o加群構造と，圏同値

{C上のアーベル多様体 } ←→ { 重さ −1の偏極付け可能な Hodge構造 }
A 7−→ H1(A(C),Z)

([石塚, 定理 2.22]) により，複素トーラス AU := VU/L は C上定義された (p, q)型
の o 乗法を持つ偏極アーベル多様体となる．このような AU たちに入る偏極構造
(Polarization), o作用 (Endomorphism), レベル構造 (Level)という 3つの構造を纏
めた，次の概念を導入する．

定義 2.8（アーベル多様体の PEL構造） F を C/Qの中間体とする．

(1) 本稿では，次を満たす 3つ組 (A, λ,Φ, {xi}2n
i=1)を F 上の (L,H,BN )型の PEL

構造を持つアーベル多様体と呼ぶ．
(i) (A,Φ)は (p, q)型の o乗法を持つ F 上のアーベル多様体である．
(ii) λ : A '−−→ A∨ は Aの偏極である．
(iii) Hλ : H1(A(C),Z)×H1(A(C),Z) −→ Ok を偏極 λから定まる歪 Hermite

形式とする．このとき，o加群の同型 f : L '−→ H1(A(C),Z) で次を満たす
ものが存在する．
(a) 任意の u, v ∈ Lに対して H(u, v) = Hλ(f(u), f(v))が成り立つ．
(b) 各 i に対して，xi は A(F ) の N ねじれ点であり，自然な同型による

A(C) = Lie(AC/C)/H1(A(C),Z) という同一視のもとで，

xi = N−1f(vi) mod H1(A(C),Z)

が成り立つ．
(2) (A, λ,Φ, {xi}2n

i=1)と (A′, λ′,Φ′, {x′
i}2n

i=1)を F 上の 2つの (L,H,BN )型の PEL
構造を持つアーベル多様体とする．環 o の作用を保つ偏極アーベル多様体の同
型写像 h : A −→ A′ が存在して，各 i について h(xi) = x′

i が成立するとき，
(A, λ,Φ, {xi}2n

i=1)と (A′, λ′,Φ′, {x′
i}2n

i=1)は同型であるという．
(3) 本稿では，F 上の (L,H,BN )型の PEL構造を持つアーベル多様体の同型類全体
の集合を PEL(L,H,BN )F と書くことにする．

注意 2.9 定義 2.8 で述べた「F 上の (L,H,BN ) 型の PEL 構造」は志村の論文
[Shi66] で定義されている「アーベル多様体の PEL 構造」の特別な場合である．こ
の「アーベル多様体の PEL構造」という概念は，現在の「PELデータ」という概念
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（[今井], 志村多様体の分類で「PEL型」というクラスを定義する際に用いられる）の
源流となるものである*6．

命題 2.10 (A, λ,Φ, {xi}2n
i=1) を C 上の (L,H,BN ) 型の PEL 構造を持つアーベル

多様体とする．このとき，ある U ∈ X+ が存在して，同型 A ' AU が成立する．

証明 (A, λ,Φ, {xi}2n
i=1)を (L,H,BN )型の PEL構造を持つアーベル多様体とする．

f : L '−→ H1(A(C),Z) を定義 2.8 (1) (iii) の o加群の同型とする．Aの複素解析的
多様体構造から，Lie(A/C) = H1(A(C),R)に Cベクトル空間の構造が入る．Cベ
クトル空間 H1(A(C),R)において，Φ(k×)の作用に関する χ固有空間を UA をとお
く．このとき，U := (f ⊗R)−1(UA)と定めると，U ∈ X+ であり，同型 A ' AU が
成り立つ．

志村の論文 [Shi66]では，《上述のような「PEL構造」を持つアーベル多様体》を
分類する空間が構成されている．

事実 2.11（志村 [Shi66]） N を 3以上の整数とする．このとき，以下を満たす組

(Sh0
L,H,BN

,A, λuniv,Φuniv, {xuniv
i }n

i=1)

が存在する．

(1) Sh0
L,H,BN

は Q 上の滑らかな連結準射影的代数多様体であり，(A, λuniv) は
Sh0

L,H,BN
上の偏極アーベルスキームである．

(2) Φuniv : o −→ End(A)は単射環準同型である．
(3) 複素解析的多様体の射 u : X+ = GR/K // // Sh0

L,H,BN ,an が存在して，任意
の U ∈ X+ に対して，Au(U) = AU が成立する．射 u は複素解析的多様体
の同型 GL,N\X+ ' Sh0

L,H,BN ,an を誘導する．（以下では，この同型を通して
Sh0

L,H,BN ,an と GL,N\X+ を同一視する．）
(4) F を C/Qの中間体とする．このとき，写像

Sh0
L,H,BN

(F ) −→ PEL(L,H,BN )F

s 7−→ (As, λ
univ
s ,Φuniv

s , {xuniv
i ◦ s}i)

*6 「志村データ」は「レベル」に関連する情報を含まない概念であるため，志村データを構成するた
めの材料である「PELデータ」という概念の中にも「レベル」に関連する情報が含まれていないこ
とに注意する．
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は全単射である．

注意 2.12 事実 2.11で述べた代数多様体 Sh0
L,H,BN

を本節ではしばしば「志村多様
体」と呼ぶ．しかし，本稿の Sh0

L,H,BN
は今井氏の稿 [今井]で定義された志村多様体

とは異なるものであることに注意する．本節末の注意 2.14で見るように，Sh0
L,H,BN

は今井氏の稿で定義された連結志村多様体 ([今井, 定義 7.2]) の特別な場合になって
いる．

本小節では以下，S := Sh0
L,H,BN

とおく．S 上の偏極アーベルスキーム Aの構造
射を π : A −→ S と書く．X+ 上のアーベル多様体の族 ‹Aan をカルテシアン図式‹Aan //___

��
�
�
� Aan

π

��

□

X+
u

// San

で定める．構成から，各 U ∈ X+ に対して，‹Aan,U = AU,an が成り立つ．
各非負整数 iに対して，A/S の de Rhamコホモロジー層

Hi := Hi
dR(A/S) = Riπ∗

Ä
Ω•

A/S

ä
を考える．π : A −→ S が固有射であることから，任意の x ∈ S(Q) に対して，
x∗Hi = Hi

dR(Ax/Q) が成り立つことに注意する．Hi は群 k× の作用を持つ S 上の

階数
Å

2n
i

ã
の局所自由層である．特にH1 は階数 2nの局所自由層であり，直和分解

H1 = E ⊕ E

が成り立つ．ここで，E と E はそれぞれ，k× の作用に関する χ固有空間と χ固有空
間である．E と E はともに階数 n の局所自由層であり，S 上の直線束 F (resp. F)
を F :=

∧n E (resp. F :=
∧n E)により定める．定義より，F と F には乗法群 k×

がそれぞれ指標 χn，χn で作用する．

定理 2.13 S := Sh0
L,H,BN

とおく．このとき，以下を満たす大域切断 ω ∈ Γ(S,F)
及び ν ∈ Γ(S,F) が存在する．
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(i) ある P (ω), P (ν) ∈ C× が存在して，任意の x ∈ S(Q) に対して，

P (ω)k = Q
®∫

γ

ωx

∣∣∣∣ γ ∈ Hn(Ax(C),Z)
´
,

P (ν)k = Q
®∫

γ

νx

∣∣∣∣ γ ∈ Hn(Ax(C),Z)
´

が成立する．
(ii) 任意の x ∈ S(Q) に対して，

ωx ∈ Hp,q(Ax,C),
νx ∈ Hq,p(Ax,C)

が成立する．

証明 ω と ν を構成しよう．まず，C 上で解析的に考える．V ∗ := Homk(V, k) と
おき，W := HomQ(V, k)とおく．V ∗ := {f ∈ W | τ ◦ f ∈ V ∗} ' (k, τ) ⊗k V

∗ と
定めると，直和分解 W = V ⊕ V ∗ が得られる．{ξi}n

i=1 を V ∗ の k 基底とすると，
{ξ̄i := τ ◦ ξi}n

i=1 は V
∗ の k 基底をなす．

V への GL,N の作用から，
∧n

C(V ∗ ⊗ R)と
∧n

C(V ∗ ⊗ R)への GL,N の作用が誘導
され，複素解析的多様体 San 上の局所系

Vn := GL,N\

(
X+ ×

n∧
C

(V ∗ ⊗ R)

)
−→ GL,N\X+ = San

Vn := GL,N\

(
X+ ×

n∧
C

(V ∗ ⊗ R)

)
−→ GL,N\X+ = San

が定まる．H1(AU0(C), k) = W という同一視の下で，これらは Rnπan∗Cの部分局
所系と見做せる．従って，事実 B.5と命題 B.8より，San 上の層としての自然な同型

F∇GM ,an
an ' Vn,

F∇GM ,an
an ' Vn

が成立する．ここで，∇GM , anは（解析化された）Gauss–Manin接続であり，F∇GM
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と F∇GM はそれぞれ ∇GM , anについて水平な切断のなす層である．Ωと Ωを

Ω := ξ1 ∧ · · · ∧ ξn ∈
n∧
C

(V ∗ ⊗ R)

Ω := ξ̄1 ∧ · · · ∧ ξ̄n ∈
n∧
C

(V ∗ ⊗ R)

と定義すると，これらは SL(VR;C)の作用（特に GL,N の作用）で不変である．従っ
て，Ωと Ωはそれぞれ Vn と Vn の大域切断と見做せる．このことから，

Ω ∈ Γ(San,F∇GM,an
an ) = Γ(S,F∇GM )⊗Q C

となり，Γ(S,F)∇GM 6= {0} が成り立つ（系 B.9参照）．そこで，0でない大域切断
ω ∈ Γ(S,F∇GM ) をとる．同様に，Γ(S,F∇GM ) 6= {0} が成り立つので，0でない大
域切断 ν ∈ Γ(S,F∇GM ) をとる．

ω と ν は Gauss–Manin 接続について水平であるため，Rnπan∗C の大域切断と
見做せる．従って，これらは定理の条件 (i) を満たす．H1 において，E は k× の作
用に関する χ 固有空間であり，E は χ̄ 固有空間であった．これに注意すると，各
x ∈ S(Q)に対して，

ωx ∈ x∗F ⊗Q C = Hp,q(Ax,C)

νx ∈ x∗F ⊗Q C = Hq,p(Ax,C)

が成立することが分かる．従って，ω と ν は定理の条件 (ii)も満たす．

注意 2.14（連結志村多様体） 本稿の Sh0
L,H,BN

は次の志村データ (‹G, ‹X) と次のレ
ベル Γ ⊆ ‹Gad(Q) で定義される連結多様体 ShΓ(‹Gder, ‹X+) の弱正準モデル ([今井,
定義 7.6]) である．

• Q上の代数群 ‹G = GU(V,H)は，k ベクトル空間 V 上の歪 Hermite形式 H

をスカラー倍のずれを除いて不変にする Resk/Q GL(V ; k)の部分群である. 定
義より，R値点を見ると ‹Gad(R) = PGU(p, q)‹Gder(R) = GR = SU(p, q)‹G(R) = GU(p, q)

が成り立つ．
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• AU0,C の複素構造の定める環準同型 C −→ EndR(VR) = EndR(Lie(AU0,C/C))
を C× に制限することで，群準同型 h : C× −→ ‹G(R)が定まる．hの ‹G(R)共
役類を ‹X と書く．定義より，K は VR の複素構造 U0 ⊕ U0

⊥ を保つ（すなわ
ち，hと可換になる）GR の最大の部分群であるため，埋め込み

X+ = GR/K ↪→ ‹X; gK 7−→ ghg−1

が定まる．この埋込みにより，本稿の X+ は，hを含む ‹X の連結成分 ‹X+ と
同一視される．
• ‹Gad(Q)におけるGL,N ⊆ ‹Gder(Q) の像を Γと書く．N ≥ 3のとき，GL,N は
非自明な有限位数の元を持たず，自然な準同型 ‹Gder(Q) −→ ‹Gad(Q)の GL,N

への制限は単射になるので，Γ = GL,N と見做せる．

本稿の Sh0
L,H,BN

が連結志村多様体 ShΓ(‹Gder, ‹X+) の弱正準モデルであることを確
認しておこう．上で見た通り，‹X+ = X+ および Γ = GL,N が成り立つので，連結志
村多様体の定義と事実 2.11 (3) より，

ShΓ(‹Gder, ‹X+)(C) = Γ\‹X+ = Sh0
L,H,BN

(C)

となる．Q ベクトル空間 V 上の交代形式 Trk/Q ◦ H を（スカラー倍を除いて）
保つ GL(V ;Q) の部分群を GSp = GSp(V,Trk/Q ◦ H)/Q と書き，XGSp を h0

の GSp(R) 共役類とする．h0 を含む XGSp の連結成分を X+
GSp と書く．また，

K(N) ⊆ GSp(V,Trk/Q ◦ H)(Af ) を格子 L から定まる法 N の主合同部分群とす
る．このとき，事実 2.11 (3) の写像 u を見ることで，「Siegel モジュラー多様体
An,K(N) のモジュライ解釈により，アーベルスキーム A −→ Sh0

L,H,BN
に対応する

射 Sh0
L,H,BN

−→ An,K(N) 」の Cへの係数拡大は，Sh0
L,H,BN

は志村データの埋め込
み (‹G, ‹X) ↪→ (GSp, XGSp) から定まる志村多様体の埋め込み

Sh0
L,H,BN

−→ An,K(N) = ShK(N)(GSp, XGSp)

と一致することが分かる．従って，問題を Siegel モジュラー多様体の方に帰着させ
ることで，Sh0

L,H,BN
が弱正準モデルの公理を満たすことが確認できる．
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2.3 定理 2.4の証明

以下，o 乗法を持つ Q 上のアーベル多様体 A に対して，ωA, νA ∈ Hdim A
dR (B/Q)

をそれぞれ，群 k× の作用に関する χdim A 固有ベクトル，χ̄dim A 固有ベクトルと
する．既に補題 2.2 で見た通り，de Rham コホモロジー類 ωA, νA 及びその周期
P (ωA), P (νA) はそれぞれ，Q× 倍の差異を除いて一意的である．
本小節では，定理 2.4を証明する．補題 2.2 (1) より，(p, q)型の o乗法を持つ Q
上の任意のアーベル多様体 (A,Φ)が次の条件 (CS)を満たすことを示せばよい:

(CS) P (ωA) ∼ bp−q
k (2πi)q 及び P (νA) ∼ bq−p

k (2πi)p が成立する．

これを示すために，「Aに同種なあるアーベル多様体に対応する点を持つ志村多様
体が楕円曲線の直積に対応する点を持つ」という主張を示す．更に，前節の結果と合
わせることで，次の命題を示す．

命題 2.15 Aを (p, q)型の o乗法を持つ Q上の任意のアーベル多様体とする．この
とき，次が成立する．

(1) p = q のとき，Aは (CS)を満たす．
(2) E/Qを (1, 0)型の Ok 乗法をもつ任意の楕円曲線とする*7．p 6= q のとき，Aが

(CS)を満たすことと，E が (CS)を満たすことは同値である．

一方，Fermat曲線の Jacobi多様体の直和因子の周期を計算することで，次の命題
2.16を証明することが出来る．（「志村多様体の応用」という話題からは逸れるので，
この命題の証明は付録 Cにまわす．）

命題 2.16 ある相異なる非負整数 p0, q0 において，(p0, q0)型の Ok 乗法を持つある
Q上のアーベル多様体 (A0,Φ0)で条件 (CS) を満たすものが存在する．

定理 2.4の証明 命題 2.15 と命題 2.16 を一旦認めて，定理 2.4 を証明する．命題
2.15 (2) を命題 2.16 の A0 に適用することで，(1, 0) 型の Ok 乗法をもつ楕円曲線
E/Qは (CS)を満たすことが分かる．従って，Aを (p, q)型の o乗法を持つ Q上の

*7 (1, 0) 型の Ok 乗法をもつ Q 上の楕円曲線は（Q 上の同型を除いて k の類数個）存在する （例え
ば，[Sil94, CHAPTER II, §2, Proposition 2.1] を参照せよ)．
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任意のアーベル多様体とすると，p = q の場合は命題 2.15 (1)，p 6= q の場合は命題
2.15 (2)より，Aは (CS)を満たす．

命題 2.15の証明 p, q を n := p + q > 0 を満たす任意の非負整数とし，(A, λ)
を (p, q) 型の o 乗法を持つ Q 上の任意の n 次元アーベル多様体とする．L :=
H1(A(C),Z) とおき，H を A の偏極 λ から誘導される k ベクトル空間 V =
H1(A(C),Q) 上の歪 Hermite 形式とし，Hermite 形式 H ′ :=

√
−d−1

H を考え
る．Hermite 形式 H ′ に関する V の直交 k 基底 {v1, . . . , vn} が取れる*8．H ′ の符
号は (p, q) なので，k ⊗Q R ベクトル空間 U :=

⊕p
i=1 Rvi において，Hermite 形式

H ′ ⊗Rが正定値であると仮定して良い．また，必要があれば vi たちに Q× の元を掛
けることで，L′ :=

⊕n
j=1 ovi ⊇ L であると仮定して良い．このとき，A と同種な，

(p, q)型の o乗法を持つ Q上の偏極アーベル多様体 A′ であって，

A′(C) ' Lie(A′
C/C)/L′

となるものが存在する．A と A′ は同種なので，P (ωA) ∼ P (ωA′) 及び P (νA) ∼
P (νA′)が成立する．従って，以下では Aを A′ に取り替えて議論して良い．特に，格
子 Lは H ′ に関する直交 o基底 {v1, . . . , vn}を持つと仮定して良い．

(Eo,ΦEo
) を (1, 0) 型の o 乗法を持つ Q 上の楕円曲線であって，Eo(C) ' C/o

となるものとする．基底 {v1, . . . , vn} の定め方から，LU :=
⊕p

i=1 ovi 及び L⊥
U :=⊕n

i=p+1 ovi は互いに直交補空間であるような格子 Lの直和因子であり，H ′は LU 上
で正定値，L⊥

U 上で負定値である．従って，k⊗QRベクトル空間 VRの p次元部分空間
U :=

⊕p
i=1 k⊗QRvi に対応する C上のアーベル多様体をBC := AU = (U⊕U⊥)/L

と書くとき，直積分解

BC ' (Eo,C,ΦEo
)p × (Eo,C,ΦEo

)q

が成立する．従って，BC は Q上のモデル B := (Eo,ΦEo
)p × (Eo,ΦEo

)q を持つ．
N ≥ 3とし，レベルN 構造 BN ⊆ N−1L を固定する．このとき，定義より，Aと

B には (L,H,BN )型の PEL構造が入る．更に，Aと B は Q上で定義されているの

*8 実際，互いに直交する非等方元の列 v1, . . . , vn を次のように帰納的に構成すれば良い: 互いに直交
する非等方元 v1, · · · , vr−1 ∈ V が与えられていると仮定する．{v1, . . . , vr−1} で生成される V

の k部分空間をW とおき，H′ に関してW に直交する元全体のなす V の k部分空間をW ⊥ とお
く，vi たちは互いに直交する非等方元なので，V = W ⊕ W ⊥ が成り立つ．この直和分解と，V に
於ける H′ の非退化性から，H′ はW ⊥ でも非退化であることが分かる．従って，H′(vr, vr) 6= 0
を満たす vr ∈ W ⊥ をとれる．



524 大下 達也

で，A,B にそれぞれ対応する点 x, y ∈ Sh0
L,H,BN

(Q) が存在する．定理 2.13より，

P (ωA) ∼ P (ωB)

が成り立つ．定義より，

p∧
ωEo
∧

q∧
νEo
∈ Hn

dR(B/Q)

は指標 χn の固有ベクトルであるため，これを ωB としてよい．
E/Q を (1, 0) 型の Ok 乗法をもつ任意の楕円曲線とする．o は Ok の部分環なの
で，E は o乗法をもつ．o乗法をもつ楕円曲線は互いに同種であるため，P (ωEo

) ∼
P (ωE) および P (νEo

) ∼ P (νE)が成り立つ．よって，ωE と νE に関する Legendre
関係式 P (νE) ∼ 2πi/P (ωE) （系 A.23参照）と合わせて，

P (ωB) ∼ P (ωEo
)pP (νEo

)q ∼ P (ωE)pP (νE)q ∼ (2πi)qP (ωE)p−q

を得る．以上の議論を合わせることで，

P (ωA) ∼ (2πi)qP (ωE)p−q (2.3)

が従う．同様にして，
P (νA) ∼ (2πi)pP (νE)q−p (2.4)

も示せる．(2.3) と (2.4)から命題 2.15 の主張が直ちに従う．

3 アーベル多様体の絶対 Hodgeサイクルについて
本節では，「アーベル多様体の Hodgeサイクルは絶対 Hodgeサイクルである」と
いう Deligne の結果 [DMOS82, Chapter I]（本稿の定理 3.6 と定理 3.9）を解説す
る．本節最初の小節 §3.1では，Hodge予想について復習して，（絶対）Hodgeサイ
クルを定義する．続いて，§3.2 で本節の主定理である Deligne の結果の主張とその
証明の方針を述べ，§§3.4–3.5 で証明を（志村多様体の応用に関係する部分に焦点を
当てて）概説する．さらに，§3.6では，「アーベル多様体の周期」への定理 3.9の簡
単な応用例として，「p = q の場合」の定理 2.4の別証明を紹介する．
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3.1 Hodge予想と絶対 Hodgeサイクル

本小節では，Hodgeサイクル及び絶対 Hodgeサイクルという概念を定義し，本節
の目標である Deligneの定理の正確な主張を述べる．Hodgeサイクルと絶対 Hodge
サイクルを定義する前に，これらの概念に関連する簡単な観察を行い，Hodge予想と
呼ばれる予想を紹介する．

観察．X を C上の滑らかな d次元射影的代数多様体とし，Z を X の滑らかな d− p
次元閉部分代数多様体とする．このとき，Z は積分

[Z] : H2d−2p
dR (X/C)(d− p) −→ C; ω 7−→ 1

(2πi)d−p

∫
Z(C)

ω

により H2d−2p
dR (X/C)(d − p) 上の C 線型形式を定める．Poincaré 双対定理*9より

[Z]は H2p
dR(X/C)(p)の元と見做せる．この [Z]は次の性質をもつ．

(1) [Z] ∈ Hp,p(X)が成り立つ．
実際，これは次のようにしてわかる．正則関数版の陰関数定理より，各点に
おいて Xan の適切な正則局所座標 z1, . . . , zd をとると，Z(C) は局所的には
「z1 = · · · = zp = 0」で定義される集合と見做せる．従って，p′ < pなる任意の
ω ∈ H2d−2p′,2p′(X) に対して

∫
Z(C) ω = 0が成り立ち，複素共役をとることで，

任意の ω ∈ H2p′,2d−2p′(X) に対しても
∫

Z(C) ω = 0が得られる．
(2) [Z]は H2p(X(C),Q)(p)の像に含まれる．
実際，合成写像

H2d−2p(Z(C),Q) −→ H2d−2p(X(C),Q) ' HomQ
(
H2d−2p(X(C),Q),Q

)
'−−−−−−−−→

Poincaré 双対
H2p(X(C),Q)

'−−−−−→
×(2πi)p

H2p(X(C),Q)(p)

−−−−−−−−−→
de Rham の定理

H2p
dR(X/C)(p)

*9 ここで，“Tate捻り版"の Poincaré双対を次のように定式化しておく: まず，Cベクトル空間の同
型 TrdR : H2d

dR(X/C)(d) '−−→ C; ω 7−→ (2πi)−d
∫

X(C) ω を用いて C双線型写像

H2p
dR(X/C)(p) × H2d−2p

dR (X/C)(d − p) −→ C; (η1, η2) 7−→ TrdR(η1 ∧ η2)

を定める．通常の Poincaré双対定理より，この双線型写像は非退化である．
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による Z(C) の基本類の像は [Z] と一致する．この事実は，「特異コホモロジー
の Poincaré双対」と「de Rhamコホモロジーの Poincaré双対」が Bettiと de
Rhamの比較同型に関して整合的であることから従う．

(3) σ を体 Cの任意の自己準同型とし，σX := X ⊗C (C, σ)とおく．このとき，自
然な射 σX −→ X （ファイバー積の射影）から，フィルター付き Cベクトル空
間の射

σdR : H2p
dR(X/C)(p) −→ H2p

dR(σX/C)(p)

が誘導される．定義より，σdR([Z]) = [σZ] が成り立つ．特に，σdR([Z]) は
H2p(X(C),Q)(p)の像に含まれる．

この観察から，余次元 pの代数的サイクル（d− p次元の閉部分代数多様体の形式
的和）から来る H2p

dR(X/C)(p)の元は必ず性質 (1)–(3)を持つことが分かる．そのう
ち，(1)と (2)は X から定まる Hodge構造の言葉のみを用いて記述できる性質であ
る．Hodge予想の主張は次のとおりである．

予想 3.1（Hodge予想） X を C上の滑らかな射影的代数多様体とし，pを 0 ≤ p ≤
dimX なる任意の整数とし，余次元 pの代数的サイクル全体のなす集合を Zp(X)と
書く．このとき，

H2p(X(C),Q)(p) ∩Hp,p(X)

の元は必ず Zp(X)⊗Z Qから来るだろう．

注意 3.2 Hodgeは当初，「有理数係数の代数的サイクル（すなわち Zp(X)⊗Z Qの
元）に由来する元であること」を判定するための必要十分条件を与える予想 3.1より
も主張の強い，「整数係数の代数的サイクル（すなわち Zp(X)の元）に由来する元で
あること」を判定するための必要十分条件に関する予想を提出していた ([Hod50])．
しかし，後に整数係数の予想には反例があることが指摘され ([AH62])，予想 3.1の形
に修正された．

以上を踏まえて，Hodgeサイクルと絶対 Hodgeサイクルを定義しよう．

定義 3.3（絶対 Hodgeサイクル） L ⊆ Cを代数閉体とし，X を L上の滑らかな射
影的代数多様体とする．pを 2 dimX 以下の非負整数とし，

t = (tdR, tét) ∈ H2p
dR(X/L)(p)×H2p

ét (X,Af )(p) =: H2p
A (X/L)(p)
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とする．

(1) σ : L ↪→ C を体の埋め込みとし，σX := X ⊗L (C, σ)とおく．tが自然な写像

H2p(σX(C),Q)(p) ↪→ H2p
A (σX/C)(p)

' (C, σ)⊗L H
2p
dR(X/L)(p)×H2p

ét (X,Af )(p)

の像に属する*10とき，tは埋め込み σ に関する有理サイクルであるという．
(2) t が埋め込み σ : L ↪→ C に関する X/L の次数 2p の有理サイクルであり，更
に tdR ∈ F 0H2p

dR(X)(p) が成立するとき，tは埋め込み σ に関する X/Lの次数
2p の Hodge サイクルであるという．埋め込み σ に関する X/L の次数 2p の
Hodgeサイクル全体のなす集合を C2p

H (X/L;σ)と書く．
(3) 任意の埋め込み σ : L ↪→ C に対して t が σ に関する Hodge サイクルであると
き，tは X/Lの次数 2pの絶対Hodgeサイクルであるという．X/Lの次数 2p
の Hodgeサイクル全体のなす集合を C2p

AH(X/L)と書く．

注意 3.4 C2p
H (X/L;σ)と C2p

AH(X/L)は H2p
A (X/L)(p)の Q部分空間をなす．

Hodgeサイクルと Hodge予想の関係について触れておこう．L = Cとして，定義
3.3 (2) の設定の下で考える．σ を体 Cの任意の自己準同型とする．Hodgeサイクル
の定義より，合成写像

H2p
A (X/C)(p) 射影−−→ H2p(X/C)(p) σdR−−→ H2p(σX/C)(p)

を C2p
H (X/C; idC)に制限することで，Qベクトル空間の同型

C2p
H (X/C; idC) '−−→ H2p(σX(C),Q)(p) ∩ F pH2p(σX/C) ∩ Im σ

が誘導される．複素共役 τ は H2p(σX(C),Q)(p) は (−1)p 倍で作用するので，
H2p(σX(C),Q)(p) ∩ F pH2p(X/C)は τ の作用で安定である．従って，

H2p(σX(C),Q)(p) ∩ F pH2p(σX/C) = H2p(σX(C),Q)(p) ∩ τ(F pH2p(σX/C))
= H2p(σX(C),Q)(p) ∩Hp,p(σX)

*10 エタールコホモロジーの平滑底変換定理 ([SGA4, Exposé XV, XVI]) の帰結として，自然な同型
H2p

ét (X,Af )(p) '−−→ H2p
ét (σX,Af )(p) が存在することが分かる．
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となり，

C2p
H (σX/C; idC) ' H2p(σX(C),Q)(p) ∩Hp,p(σX) ∩ Im σ (3.1)

が得られる．以上の議論から，Hodge予想は次のように言い換えられる．

「恒等写像 idC に関する Hodgeサイクルは必ず代数的サイクルから来る．」

一方，本小節の最初に行った観察 (3)と同型 (3.1) から分かるように，コホモロジー
類 t ∈ H2p

A (X/L)(p) が代数的サイクル（閉部分代数多様体の形式的 Q線型結合）か
ら来ている元であるなら，tは必ず絶対 Hodgeサイクルになる．従って，Hodge予
想が正しいなら，次の予想も正しいはずである．

予想 3.5 Hodgeサイクルは絶対 Hodgeサイクルである．

3.2 アーベル多様体の Hodgeサイクル

Deligneは「アーベル多様体の場合は予想 3.5が正しい」という定理を証明した．

定理 3.6（Deligne, [DMOS82, Chapter I]） Lを Cの代数的閉な部分体とし，X
を L 上のアーベル多様体とする．このとき，任意の埋め込み σ : L ↪→ C に対して，
C2p

H (X/L;σ) = C2p
AH(X/L) が成り立つ．

定理を証明する上でも*11，定理を応用する上でも*12，定理 3.6の主張を 1つのコ
ホモロジー群の元に関するものから，（重複を含む）様々な次数のコホモロジー群た
ちのテンソル積の元に関するものに拡張しておくと便利である．テンソル版の定理
3.6の主張を述べるために，まず，Hodge構造のテンソルという概念を導入しておく．

定義 3.7（Hodge構造のテンソル） Λを有限集合とし，各 α ∈ Λに対して，Q構造
Vα，複素構造 hα : C× −→ GL(V ⊗R), 重さ nα の Hodge構造 (Vα, hα)が与えられ
ているとする．

*11 問題を「テンソル版」にすることで，Hodge サイクルを「Mumford–Tate 群」の枠組みで一度に
扱えるようになる．本節の主定理の証明で，この見方の恩恵を受けるのは §3.4 で扱う部分である．
この小節では，定理の証明を省略しているので本稿を読んだだけでは有難みを感じにくいかもしれ
ないが，それでも「問題がコホモロジー類の話から，群作用の話に置き換わっている」ということ
には気づいていただけるだろう．

*12 整正準モデルの構成で使われるのも「テンソル版」の主張（後述，定理 3.9）である．
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(1) 整数 r と元 (m1(α),m2(α))α∈Λ ∈ (Z≥0)Λ を用意すると，次のような重さ∑
α∈Λ(m1(α)−m2(α))n(α)− 2r の Hodge構造 (T, hT )が定義される:

T : =

(⊕
α∈Λ

V ⊗m1(α) ⊗ (V ∨)⊗m2(α)

)
⊗Q(r),

hT : =

(⊕
α∈Λ

h⊗m1(α)
α ⊗ (h∨

α)⊗m2(α)

)
⊗ |·|−r

.

本稿では便宜上，このような Hodge構造 T を (Vα, hα)α∈Λ で生成されるテンソ
ルと呼ぶ．

(2) T を V のテンソルとし，t ∈ T とする．t ∈ T ∩ T p,q が成り立つとき，tは双次
数 (p, q)の有理元であるという．

以下のように，Hodgeサイクルや絶対 Hodgeサイクルの概念はより一般的な「テ
ンソル」の枠組みに拡張される．

定義 3.8（テンソル版絶対 Hodge サイクル） Λ を有限集合とする．L ⊆ C を代
数閉体とし，{Xα}α∈Λ を L 上の滑らかな射影的代数多様体の族とする．各 α ∈
Λ に対して，部分集合 Mα ⊆ Z ∩ [0, 2 dimXα] を固定する．このとき，Hodge
構造の族 (Hm(Xα(C),Q))α∈Λ,m∈Mα

で生成されるテンソル全体の集合を T =
T({(Xα,Mα)}α∈Λ)と書く．Tに属するテンソル

T =

(⊗
α∈Λ

⊗
m∈Mα

Hm(Xα(C),Q))⊗n1(α) ⊗Hm(Xα(C),Q))⊗n2(α)

)
(r)

に対して，これに対応する de Rham版及びエタール版のテンソル積

TdR : =

(⊗
α∈Λ

⊗
m∈Mα

Hm
dR(X/L)n1(α) ⊗L (Hm(α)

dR (X/L)∨)⊗n2(α)

)
(r)

Tét : =

(⊗
α∈Λ

⊗
m∈Mα

Hm
ét (X,Af )n1(α) ⊗L (Hm

ét (X,Af )∨)⊗n2(α)

)
(r)

及びその直積 TA := TdR×Tét が定まる．また，σ : L ↪→ Cを体の埋め込みとすると，

Tσ =

(⊗
α∈Λ

⊗
m∈Mα

Hm(σXα(C),Q))⊗n1(α) ⊗Hm(σXα(C),Q))⊗n2(α)

)
(r)

が定まる．t = (tdR, tét) ∈ TA とする．
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(1) tが自然な写像 Tσ −→ TA ⊗L×Af
(C× A, σ × idL) の像に属するとき，tは埋め

込み σ に関する ({Xα}α∈Λ/L, T )の有理サイクルであるという．
(2) tが埋め込み σに関する有理的サイクルであり，更に tdR ∈ F 0(TdR) が成り立つ
とき*13，t は埋め込み σ に関する ({Xα}α∈Λ/L, T ) の Hodge サイクルである
という．埋め込み σ に関する ({Xα}α∈Λ/L, T )の Hodgeサイクル全体のなす集
合を CH({Xα}α∈Λ/L, T ;σ) と書く．

(3) t が全ての埋め込み τ : L ↪→ C に関して Hodge サイクルであるとき，t は
({Xα}α∈Λ/L, T )の絶対Hodgeサイクルであるという．({Xα}α∈Λ/L, T )の絶
対 Hodgeサイクル全体のなす集合を CAH({Xα}α∈Λ/L, T )と書く．

以上の準備の下で，本節の主定理の「テンソル版」の主張を述べることが出来る．

定理 3.9（テンソル版，Deligne [DMOS82]） Lを Cの代数的閉な部分体とし，A
を L上の n次元アーベル多様体とする．T を (Hm(X(C),Q))0≤m≤2n で生成される
テンソルとする．このとき，任意の埋め込み σ : L ↪→ Cに対して，CH(A/L, T ;σ) =
CAH(A/L, T ) が成り立つ．

本節の目標は，「志村多様体の応用」という観点に重点を置いて定理 3.9の証明を
解説することである．定理 3.9の証明の方針を簡単に述べて，この小節を終えよう．
まず，次の事実があるので，以下では L = Cとしてよい．（本稿では証明を省く．）

事実 3.10（係数拡大） Lを代数的閉な Cの部分体とし，L′ を代数的閉な C/Lの中
間体とする．X を L上の滑らかな射影的代数多様体とする．このとき，自然な写像

H2p
dR(X/L)(p)×H2p

ét (X,Af (p)) −→ H2p
dR(XL′/L′)(p)×H2p

ét (XL′ ,Af (p))

により誘導される写像 C2p
AH(X/L) −→ C2p

AH(XL′/L′) は Qベクトル空間の同型写像
になる ([DMOS82, Chapter I, Proposition 2.9])．テンソル版についても，同様な主
張が成立する ([DMOS82, Chapter I, Remark 2.10])．

また，次のことにも注意する．

注意 3.11 Aを C上の n次元アーベル多様体とする．M ⊆ Z ∩ [0, 2 dimn]とし，
T := T({Λ,M}) とおく．このとき，Künneth の公式より，任意の m ∈ M に対し

*13 tは有理サイクルなので，複素共役で不変である．従って，tdR ∈ F 0(TdR)ならば tdR は Tσ の双
次数 (0, 0)の元と見做せる．
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て，Tに属するすべての加群は，T({(A, {1})}) に属する加群の部分商と同型である．
従って，定理 3.9を証明する際にはM = {1}としても一般性を失わない．

定理 3.9 の証明の流れは，前節の定理 2.4 の証明と非常によく似ている．すなわ
ち，以下の流れで示される:

第 1段階
考えているアーベル多様体 Aがファイバーに現れるような，適切なアーベルスキー
ム π : X −→ S をとり Hodgeサイクル tを S 上の族 t̃ （de Rhamコホモロジー層
H2p

dR(X/S)とエタール高次順像Hn
ét(X/S)(r) := (lim←−m

Rnπ∗µ⊗r
m )⊗Ẑ Af，あるい

はそれらのテンソル版のある適切な条件を満たす大域切断の組）にのばす．実際に
は，S として Hodge型のある志村多様体をとる．
第 2段階
S のある特別な点 s1 で t̃s1 が絶対 Hodgeサイクルになるならば，S の任意の点 s

で t̃s が絶対 Hodgeサイクルになることを示す．
第 3段階
S のある特別な点 s1 で t̃s1 が絶対 Hodgeサイクルになることを示す．（実際には，
この「ある特別な点」として S の特殊点，すなわちファイバーが CMアーベル多様
体になるような点をとる．）

本稿では第 2段階 (§3.3)，第 3段階 (§3.4)，第 1段階 (§3.5)の順で説明する．尚，第
1段階だけでなく，第 3段階でも（前節のGrossの証明と全く同じ手法を用いた）連
結志村多様体を用いた議論を行う*14．

参考
本小節の最後に，参考までに「一般の標数 0の体」における絶対 Hodgeサイクル
の定義を書いておこう．

定義 3.12 Lを標数 0の体とし，X を L上の滑らかかつ射影的な代数多様体とする．

*14 第 3段階では，「CMアーベル多様体の具体的な絶対 Hodgeサイクルを構成する」という議論が重
要な鍵の 1 つとなる．この「絶対 Hodge サイクルの構成」は最初，CM 体 E が作用する特別な
アーベル多様体で作っておいて，それを「E 乗法をもつアーベル多様体の族」にのばし，第 2段階
の原理を適用することで為される．
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(1) Lが代数閉体であるとする．このとき，代数的閉かつ Q上超越次数有限な Lの
部分体 L0 上に X のモデル X0 を作ることが出来る．コホモロジー類の組

t = (tdR, tét) ∈ H2p
dR(X/L)(p)×H2p

ét (X,Af (p))

が自然な写像

H2p
dR(X0/L0)(p)×H2p

ét (X0,Af (p)) −→ H2p
dR(X/L)(p)×H2p

ét (X,Af (p))

により X0/L0 の絶対 Hodgeサイクルの像になっているとき，tは X/Lの絶対
Hodgeサイクルであるという．（事実 3.10より，この定義は体 L0 及びモデル
X0 の取り方に依らない．）

(2) Lを Lの代数閉包とする．コホモロジー類の組

t = (tdR, tét) ∈ H2p
dR(XL/L)(p)×H2p

ét (XL,Af (p))

が Galois群 Gal(L/L)の作用で不変であるとき，tは X/Lの絶対Hodgeサイ
クルであるという．

テンソル版についても，一般の標数 0 の体 L に対して「({Xα}α∈Λ/L, T ) の絶対
Hodgeサイクル」を同様に定義する．

3.3 Deligneの原理 B

本小節では，定理 3.9の証明の第 2段階の議論を行う．π : X −→ S を C上滑らか
な代数多様体の間の滑らかかつ固有な C上の射とする．n ∈ Z≥0 と r ∈ Zに対して，

Hn
ét(X/S)(r) : = (lim←−

m

Rnπ∗µ⊗r
m )⊗Ẑ Af

と定める．本小節では [DMOS82, Chapter I] で “Principle B"と呼ばれる次の定理
を示す．

定理 3.13（原理 B，Deligne [DMOS82, Chapter I, Theorem 2.12]） S は連結
であると仮定する．p ∈ Z≥0 とし，t = (tdR, tét) を連接層 H2p

dR(X/S)(p) とエター
ル層 H2p

ét (X/S)(p) の大域切断の組とする．tdR が Gauss–Manin接続に関する水平
切断であり，任意の閉点 s ∈ S に対して，tdR,s ∈ F 0H2p(Xs/C)(p) が成り立つと仮
定する．更に，ある閉点 s0 ∈ S に於いて ts0 が絶対 Hodgeサイクルであると仮定す
る．このとき，任意の閉点 s ∈ S に対して，ts は絶対 Hodgeサイクルである．
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証明 任意の自己準同型 σ : C ↪→ C に対して，ts が σに関する Hodgeサイクルであ
ることを示せばよい．ところが，(X/S, t, s0)を (σX/σS, t, σ(s0)) に取り換えても定
理 3.13 の仮定が満たされているので，ts が恒等写像について Hodge サイクルであ
ることを示せば十分である．
まず，de Rham 成分 tdR について考える．s ∈ S を任意の点とする．今，仮定
より tdR,s ∈ F 0H2p(Xs/C)(p) が成り立つので，tdR,s がある有理サイクルの de
Rham 成分であることを示せばよい．tdR は Gauss–Manin 接続に関する水平切断
であるため，RpπC,an∗Cの大域切断と見做せる（系 B.9）．示すべき定理の仮定より
tdR,s0 ∈ H2p(Xs0(C),Q)(p) が成り立つので，S の連結性より

tdR ∈ Γ(San, R
2pπC,an∗Q(p))

が成り立つ．よって tdR,s はある有理サイクルの de Rham成分になっている．
続いて，エタール成分 tét について考える．πtop

1 (S(C), s0) を位相的基本群とし，
πét

1 (S, s0)をエタール基本群とする．Lは代数的閉なCの部分体なので，πét
1 (S, s0)は

πtop
1 (S(C), s0)の副有限完備化と同型であり ([SGA1, Exposé XII, Corollaire 5.2])，
自然な同型

Γ(S,H2p
ét (X/S)(p)) ' (H2p

ét (X/S)(p)s0)πét
1 (S,s0)

' H2p
ét (Xs0 ,Af (p))πét

1 (S,s0)

' H2p(Xs0(C),Q)(p)πtop
1 (S(C),s0) ⊗Q Af

' Γ(San, R
2pπC,an∗Q(p))⊗Q Af

が成り立つ．ここで，第 1 と第 4 の同型は S の連結性と基本群の Galois 理論
([SGA1])，第 2 の同型はエタールコホモロジーの固有底変換定理 ([SGA4, Exposé
XII, XIII])，第 3の同型はエタールコホモロジーと Bettiコホモロジーの比較同型定
理による．これに注意すると，示すべき定理の仮定より，

tét,s0 ∈ H2p(Xs0(C),Q)(p) ∩H2p(Xs0(C),Q)(p)πtop
1 (S(C),s0) ⊗Q Af

と見做せる．従って，tét,s0 ∈ H2p(Xs0(C),Q)(p)πtop
1 (S(C),s0), すなわち

tét ∈ Γ(San, R
2pπC,an∗Q(p))

を得る．従って，任意の s ∈ S に対して，tét はある有理サイクルのエタール成分に
なっている．
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最後に，H2p(S(C),Q)(p)の元として tdR,s0 = tét,s0 であること，及び tdR と tét

が局所定数層 R2pπC,an∗Q(p) の大域切断であることに注意すると，S の連結性より，
任意の点 sに於いて tdR,s = tét,s が成り立つ．よって，ts = (tdR,s, tét,s) は有理的サ
イクルとなる．これで，ts が絶対 Hodgeサイクルであることが示された．

注意 3.14（[DMOS82, Chapter I, Remark 2.16]） 定理 3.13の「テンソル版」も
成立する（証明も定理 3.13と同様である）．

3.4 Deligneの原理 A

本小節では，定理 3.9の証明の第 3段階で得られる結果，すなわち「CMアーベル
多様体の場合には定理 3.9 の主張が正しい」という定理を紹介する．ここで扱う内
容については，証明を省いて結果のみを述べるものも多い．興味のある読者は，原著
[DMOS82, Chapter I, §§3–5] を参照して頂きたい．

Deligne は「考えているコホモロジー類が絶対 Hodge サイクルかどうかを群作用
の言葉で与えられた条件で判定できる」ということを主張する，“Principle A"と呼ば
れる定理を証明した．

事実 3.15（原理 A, Deligne [DMOS82, Chapter I]） Λ を有限集合とする．
{Xα}α∈A を C 上の滑らかな射影的代数多様体の族とする．各 α ∈ Λ に対して，
部分集合Mα ⊆ Z ∩ [0, 2 dimXα]を固定する．I を空でない有限集合とし，各 i ∈ I
に対して，テンソル Ti ∈ Tと絶対 Hodgeサイクル ti ∈ Ti が与えられているとする．
Gを直積群 ∏

α∈Λ

∏
m∈Mα

GL(Hm(Xα(C),Q))×Gm

に於ける {ti}i∈I の固定化部分群とする*15．tを Tに属するテンソルの元とし，更に
tは Gの作用で不変であると仮定する．このとき，tは絶対 Hodgeサイクルである．

事実 3.16（Deligne [DMOS82, Chapter I, §5]） Λを有限集合とする．{Xα}α∈Λ

を C 上の CM アーベル多様体の族とし，T := T({(Xα, {1})}α∈Λ) とおく．T に属

*15 ただし，(α, n) 6= (β, m)のとき，群 GL(Hm(Xα(C),Q)) は Q(r)及び Hm(Xβ(C),Q)に自明
に作用するものとする．一方，各 ν ∈ Gm は Hm(Xβ(C),Q)には自明に作用し，Q(r)には ν−r

倍写像で作用しているとする．
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するテンソル内の埋め込み idに関する Hodgeサイクル全体の集合を CH(T)とおき，
絶対 Hodgeサイクル全体の集合を CAH(T)とおく．GH 及び GAH をそれぞれ，直
積群 ∏

α∈Λ

GL(H1(Xα(C),Q))×Gm

に於ける CH(T)と CAH(T)の固定化部分群とする．このとき，GH = GAH が成り
立つ．

事実 3.16の証明の概要 定義より，GH ⊆ GAH であることは明らかなので，GH ⊇
GAH であることを示せばよい．GH と GAH は共に「Aα たちの自己準同型」という
絶対 Hodgeサイクルを固定するので，どちらもトーラスであることが分かる．従っ
て，余指標群*16の包含関係 Y (GH) ⊇ Y (GAH)が成立することを示せばよい．これ
は以下で述べる定理 3.18 を用いて具体的な絶対 Hodgeサイクルを構成して，それら
への作用を見ることで示すことが出来る．

ここで，「分裂する E 反線型 Hermite形式」という概念を定義しておこう．

定義 3.17（分裂する Hermite形式） dを正の整数，V を d次元 E ベクトル空間，
H を V 上の非退化 E 反線型 Hermite 形式とする．E の最大総実部分体を F と書
く．各埋め込み σ : F ↪→ Rに対して，Hermite形式 H から C = E ⊗F (R, σ)上の
ベクトル空間 Vσ := V ⊗F (R, σ) の上の C 反線型 Hermite形式 Hσ が定まる．Hσ

の符号を (aσ, bσ)とおく．また，Hermite形式H から 1次元 E ベクトル空間
∧d

E V

上の E 反線型 Hermite形式 ∧H が定まる．基底を 1つ固定して，
∧d

E V を E と同
一視すると，ある f ∈ F× が存在して，任意の x, y ∈ E に対して

∧H(x, y) = fxȳ

が成立する．このような f の F×/NE/F (E×) における像を disc(H) と書き，H の
判別式と呼ぶ．尚，disc(H) は

∧d
E V の基底の取り方に依らない．以上の設定の下

で，(V,H) に関する次の 2 条件は同値であることが示せる ([DMOS82, Chapter I,
Corollary 4.2])．

(1) 任意の埋め込み σ : F ↪→ Rに対して aσ = bσ が成立し（従って dは偶数である
ことに注意），更に disc(H) = (−1)d/2 が成り立つ．

*16 Gを代数群とするとき，Y (G) := Hom(Gm, G)を Gの余指標群と呼ぶ．
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(2) H に関する d/2次元の完全等方部分空間が存在する．すなわち，V の d/2次元
E 部分空間W で，任意の w ∈W に対してH(w,w) = 0となるものが存在する．

(V,H)がこの同値な 2条件を満たすとき，Hermite形式 H は分裂するという．

例 dを正の偶数とし，Ed 上の E 反線型 Hermite形式 H0 を

H0((xi)i, (y)i) :=
d/2∑
i=1

(xiȳi+ d
2

+ xi+ d
2
ȳi)

で定めると，H0 は分裂する非退化 E 反線型 Hermite形式である．実は，分裂する
非退化 E 反線型 Hermite 形式を持つ E 上 d 次元の任意の Hermite 空間 (V,H) は
(Ed,H0)と同型になる ([DMOS82, Chapter I, Proposition 4.1, Corollary 4.2(の証
明)] を参照せよ)．

定理 3.18（[DMOS82, Chapter I, Theorem 4.8]） A を C 上のアーベル多様
体，E を CM 体とし，v : E −→ End(A) ⊗Z Q を環準同型写像とする．d :=
dimE H

1(A(C),Q) とおく．次の 2 条件を満たす A の偏極 θ が存在すると仮定
する．

(a) θ の Rosati対合は E の複素共役と一致する．
(b) 分裂する H1(A(C),Q) 上の E 反線型 Hermite 形式 φ と f̄ = −f を満たす元

f ∈ E× が存在して，ψ(x, y) := TrE/Q(fφ(x, y))が偏極 θに対応する Riemann
形式になる．

このとき，Hd(A(C),Q)の部分 Qベクトル空間
Ä∧d

E H
1(A(C),Q)

ä
(d/2)の全ての

元は絶対 Hodgeサイクルである．

証明 定理 3.18 の証明は，前節の定理 2.4 の証明と全く同様な，連結志村多様体を
用いた議論で示される．
n := [E : Q]とおき，OE の Z加群としての基底 e1, . . . , enを固定する．各 e ∈ OE

に対して，OE における「e倍写像」の基底 e1, . . . , en に関する表現行列をM(e)と
書く．
V := H1(A(C),Q)とおき，

h0 : C −→ EndR(V ⊗Q R) = EndR(Lie(A/C))
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を A の複素構造から定まる R 代数の準同型とする．条件 (a), (b) を満たす偏極 θ

をとる．G0 を E 上の Hermite形式 φを保つ ResE/Q SL(V ;E)の部分群とし，X+
0

を h0 の G0(R) 共役類とする．このとき，組 (G0, X
+
0 ) は連結志村データになる．‹G0 := Sp(V ;ψ)とおき，h0 の ‹G0 共役類を ‹X+

0 とおく．N ∈ Z≥3 とし，V の Z格
子 L := H1(A(C),Z)に関する G0(Q)と ‹G0(Q) の法 N 合同部分群をそれぞれ，Γ,
Γ̃とおく．このとき，連結志村データの埋め込み (G0, X

+
0 ) ↪→ (‹G0, ‹X+

0 ) により，連
結志村多様体の埋め込み

S := ShΓ(G, X) −→ ShΓ̃(‹G, ‹X) ⊆ Adim A,K(N)

が定まる．この射で普遍アーベル多様体を引き戻すことで，S 上のアーベルスキーム
π : X −→ S が定まる．このアーベルスキームについて次が成立する．

(i) h0 ∈ X+
0 の像となる S の点を s0 とおくと，Xs0 ' Aが成立する．

(ii) 任意の点 s ∈ S(C) に対して，Xs は埋め込み E −→ End(Xs) ⊗Z Q と条件
(a), (b)を満たす偏極を持つ．

(iii) ある点 s1 ∈ S が存在して，Xs1 ' A0 ⊗OE が成立する．ただし，A0 は d/2
次元のアーベル多様体であり，A0 ⊗ OE は A0 の n個の直積に e ∈ OE の作
用を idA0 ⊗M(e) で定義したアーベル多様体である*17．

φは分裂する Hermite形式なので，V ⊗E+ R上の符号は (d/2, d/2)である．これに
注意すると，W := HomE(V,E)とおくとき，自然な同型

(2πi)d/2
d∧
E

W ' (2πi)d/2
d∧
E

H1(A(C),Q) ⊆ Hd(A(C),Q)(d/2) ∩Hd/2,d/2(A)

が成立する．定義より，(2πi)d/2 ∧d
E W には群 Γ ⊆ SL(V,E)が自明に作用するので，

定理 2.13の証明と同様な議論により，任意の元 t ∈ (2πi)d/2 ∧d
E W ⊆

∧d
C(W ⊗E C)

は Gauss–Manin接続について水平な大域切断 t̃ ∈ Γ(S,
∧d

E H1(X/S))(d/2) にのび
る．更に次の主張が示せる．

主張 3.19 ts1 は A0 ⊗OE/Cの絶対 Hodgeサイクルである．

*17 このような点 s1 の存在は，E ベクトル空間 V の Hermite形式 φに関する直交基底を取れば，命
題 2.15の証明における「CM楕円曲線の直積と同種なアーベル多様体に対応する点の存在の証明」
と同様な議論で示せる．
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主張 3.19の証明 B := A0 ⊗OE とおく．σ : C ↪→ Cを任意の埋め込みとする．こ
のとき，自然な写像による可換図式

Hd(σA0(C),Q)(d/2)⊗Q E //

'
��

Hd
A(σA0/C)(d/2)⊗Q E

'
��Ñ

d∧
E⊗(C×Af )

H1(σB(C),Q)

é
(d/2) //

Ñ
d∧

E⊗(C×Af )

H1
A(σB/C)

é
(d/2)

� _

��

Hd
A(σB/C)(d/2)

が成立する．これらの可換図式から埋め込み ι : Cd
AH(A0) ⊗Q E ↪→ Cd

AH(B) が定
まる．A0 は d/2 次元の射影的代数多様体なので，Cd

AH(A0) ' Hd(A0,Q)(d/2) が
成り立つ．実際，これは次の議論から確かめられる．x を A0 の任意の閉点とす
るとき，Cd

AH(A0) はサイクルの像 [x] 6= 0 を含むので，Cd
AH(A0) 6= 0 である．

Cd
AH(A0) は定義より，自然に Hd(A0,Q)(d/2) の Q 部分ベクトル空間と見做せ，

dimQH
d(A0,Q)(d/2) = 1なので，Cd

AH(A0) ' Hd(A0,Q)(d/2)が従う．このこと
から，

ts1 ∈

Ñ
d∧

E⊗(C×Af )

H1
A(B/C)

é
(d/2) = ι(Cd

AH(A0)⊗Q E) ⊆ Cd
AH(B)

が成り立つことが分かる．これで，主張 3.19が示された．

以上の議論により，定理 3.13が適用でき，t = t̃s1 も絶対 Hodgeサイクルである
ことが分かる．これで，定理 3.18の証明が完了した．

事実 3.15 と事実 3.16 から次の系が従う．

系 3.20 事実 3.16 の仮定と記号設定のもとで，CH(T) = CAH(T)が成り立つ．

系 3.21 X を L上の CMアーベル多様体とする．このとき，任意の p ≥ 0と任意
の埋め込み σ : L ↪→ C に対して，C2p

H (X/L;σ) = C2p
AH(X/L) が成り立つ．
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3.5 定理 3.9の証明

前小節までの議論で，定理 3.9の証明の第 2段階と第 3段階が完了している．あと
は第 1 段階，すなわち「任意の Hodge サイクルは，（ある点でのファイバーが CM
アーベル多様体となるアーベルスキームの底空間になっているような）スキーム S 上
の族にのばせる」ということを証明することが残っている．本節では，志村多様体を
用いてこれを示して，定理 3.9の証明を完遂する．

定理 3.9の証明 (A, λ)を C上の g 次元偏極アーベル多様体とし，事実 3.16の記法
で T := T({(A, {1})}) とおく．I を空でない有限集合とし，各 i ∈ I に対して，テン
ソル Ti ∈ Tと絶対 Hodgeサイクル ti ∈ Ti が与えられているとする．この ti たちの
うち 1つ，ti0 が Aの偏極構造 λに対応する元

ti0 = [λ] ∈ H1(A(C),Q)⊗2(1)

であると仮定してよい．Gを直積群

GL(H1(A(C),Q))×Gm

に於ける {ti}i∈I の固定化部分群とする．G は Q 上の代数群になる．更にこの群は
ti0 を固定するので，Aの偏極 λに付随する Riemann形式 Rλ を固定する．従って，
Gは簡約代数群であり，更に一般斜交群の

GSp (H1(A(C),Q);Rλ) =: ‹G (3.2)

閉部分群と見做せる*18．更に A の複素構造から群準同型 h : C× −→ G(R) が定ま
る．h の G(R) 共役類を X と書く．このようにして定まる志村データ (G,X) は埋
め込み (3.2)をもつ Hodge型 ([今井, 定義 4.5]) である．‹K を（アーベル多様体のモ
ジュライ空間 Ag,K が精モジュライになるような）十分小さな ‹G(Af )のコンパクト
開部分群とし，K := ‹K ∩G(Af )とする．このとき，志村多様体

S := ShK(G,X) = G(Q)\X × (G(Af )/K)

*18 Gは簡約代数群であることを示すには，G(R)がコンパクト実形式を持つことを言えばよい．実際，
h : C× −→ G(R) ⊆ ‹G(R) から誘導される ad(h(i))は Lie(‹GR)上の Cartan対合になっており，
これを制限したものは Lie(GR) 上の Cartan 対合になる．このことから，‹G のコンパクト実形式
と G(C)の共通部分が G(R)のコンパクト実形式になることが分かる．
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は C上の準射影的代数多様体になる．
Ag,K 上の普遍アーベルスキームを埋め込み S −→ Ag,K により引き戻して得られ
る S 上のアーベルスキームを π : X −→ S と書く．点 s0 := [h, 1] ∈ S における X
のファイバー Xs0 は A と同型である．S の各連結成分は，X の連結成分を（G(Q)
の像に含まれるような）Gad(Q)の数論的部分群で割った商空間と複素解析的多様体
として同型である ([今井, 補題 3.1, 注意 3.2])．各 i ∈ I に対して，C ベクトル空間
F 0(Ti ⊗Q C)には G(Q)が自然に作用しているので，前節の定理 2.13の証明で行っ
た議論と同様にして，F 0(Ti ⊗Q C)をファイバーとする San 上の局所系 F0Ti が定義
できる．定義より，F0Ti は局所系 Rqπan∗C及びその双対と Tate捻り C(r)を何回
か（テンソル Ti を構成する際に用いたHq(A(C),Q)及びその双対，Tate捻り Q(r)
と同じ数だけ）テンソルすることで構成されるフィルター付き局所系の 0 次のフィ
ルトレーションと自然に同型である．ti は G(Q) 不変な F 0(Ti ⊗Q C) の元なので，
F0Ti の大域切断 t̃i を定める．このとき，定義より

ti = t̃i,s0 ∈ F0Ti,s0 = F0(Ti ⊗Q C)

が成り立つ．t̃i を de Rham コホモロジー層 Hq(X/S)(r) たちのテンソル積 Ti,dR

の大域切断と見做すと，定義より t̃i は Gauss–Manin 接続について水平である．ま
た，t̃i はエタール高次順像 Hn

ét(X/S) たちをテンソルすることで得られる San 上の
エタール層 Ti,ét の大域切断と自然に同一視できる．
志村多様体 S の中には，特殊点が Zariski位相について稠密に含まれている ([今井,
補題 5.9])．そこで，特殊点 s1 ∈ S を 1つとる．Siegelモジュラー多様体の特殊点は
CMアーベル多様体に対応するので ([越川, 補題 5.18])，埋め込み S −→ Ag,K によ
り Xs1 は CMアーベル多様体になる．従って，系 3.20より，t̃i,s1 は絶対 Hodgeサ
イクルである．以上の議論により，(t̃dR, t̃ét) := (t̃i, t̃i)に対して，定理 3.13を適用で
きる．よって ti = t̃i,s0 は絶対 Hodgeサイクルである．

3.6 絶対 Hodgeサイクルと周期

本小節では，定理 3.9を用いて p = q の場合の定理 2.4 の別証明を与える．すなわ
ち，次を示す．

「p を正の整数とし，(A,Φ) を (p, p) 型の o 乗法を持つ Q 上の任意のアー
ベル多様体とする．ω, ν ∈ Hn

dR(A/Q) \ {0} をそれぞれ，Φ から誘導さ
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れる k× の作用に関する指標 χn, χ̄n の固有ベクトルとする．このとき，
P (ω) ∼ P (ν) ∼ (2πi)p が成立する．」

証明 V ∗ := Homk(H1(A(C),Q), k) とおき，{ξi}n
i=1 を V の k 基底とする．この

とき，2つの (p, p)形式

Ω : = ξ1 ∧ · · · ∧ ξp ∈ Hp,p(AC)
Ω : = ξ̄1 ∧ · · · ∧ ξ̄p ∈ Hp,p(AC)

が定まる．定義より Ωと Ωはそれぞれ指標 χn, χ̄n の固有ベクトルであり，

(2πi)p(Ω + Ω), (2πi)p

√
−d

(Ω− Ω) ∈ C2p
H (X/C; idC)

が成り立つ．従って，(2πi)pΩと (2πi)pΩは C2p
H (X/C; idC)⊗Q k に属するので，定

理 3.9と事実 3.10より，

(2πi)pΩ, (2πi)pΩ ∈ C2p
AH(A/C)⊗Q k = C2p

AH(A/Q)⊗Q k ⊆ H2p(A/Q)

が成立する．よって，

P (ω) ∼ P (2πiΩ) ∼ (2πi)p

P (ν) ∼ P (2πiΩ) ∼ (2πi)p

が得られる．

注意 3.22 上記の証明の鍵は，C上で解析的に構成した (2πi)p(Ω + Ω)というコホ
モロジー類が「Hodgeサイクルである」という C上の解析的な話だけで確認可能な
条件で，実は Q上で定義された de Rhamコホモロジー類であることが分かったと
いう部分である．

付録 A De Rhamコホモロジー
本付録では de Rhamコホモロジーの理論の復習と補足を行う．A.1節で，代数多
様体，複素解析的多様体の上の de Rhamコホモロジーの定義を復習する．A.2節で
は Hodge分解について復習する．A.3節では，代数曲線の de Rhamコホモロジーを
第二種微分形式と呼ばれる有理微分形式を用いて記述する．この第二種微分形式を用
いた記述は，付録 Cで Fermat曲線の周期を計算する際に用いられる．
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A.1 De Rham複体と de Rhamコホモロジー

まず，（代数的な）de Rhamコホモロジーの定義を思い出そう．

定義 A.1 F を任意の体とし，X を F 上の滑らかな射影的代数多様体とする．この
とき，de Rham複体 Ω•

X/F の超コホモロジー

Hi
dR(X/F ) := Hi(X,Ω•

X/F )

を代数多様体 X/F の de Rhamコホモロジーと呼ぶ．

注意 A.2 超コホモロジーに伴う第 1スペクトル系列

Ep,q
1 = Hq(X,Ωq

X/F ) =⇒ Hp+q(X,Ω•
X/F ) = Hp+q

dR (X/F )

を Hodge to de Rham スペクトル系列と呼ぶ．このスペクトル系列から
Hi

dR(X/F )に下降フィルトレーション F •Hi
dR(X/F )が定まる．このフィルトレー

ションはHodgeフィルトレーションと呼ばれている．A.2節で紹介するHodge分
解の帰結として，このフィルトレーションは E1 退化することが分かる．従って，自
然な同型

grpHp+q
dR (X/F ) := F pHp+q

dR (X/F )/F p+1Hp+q
dR (X/F ) ' Hq(X,Ωp

X/F )

が成立する．

注意 A.3 定義 A.1の状況で，F = Cとする．このとき，正則微分形式の層のなす
複体 Ω•

Xan
を用いて，解析的な de Rhamコホモロジー

Hi
dR(Xan) := Hi(Xan,Ω•

Xan
)

が定義できる．代数的な Hodge to de Rhamスペクトル系列

Ep,q
1 = Hq(X,Ωq

X/C) =⇒ Hp+q
dR (X/C)

から解析的な Hodge to de Rhamスペクトル系列

Ep,q
1 = Hq(Xan,Ωq

Xan
) =⇒ Hp+q

dR (Xan)
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への自然な射が存在する．今，X は射影的な代数多様体であるため，SerreのGAGA
の原理により，各 Ep,q

1 項は同型になる ([Ser56])．従って自然な同型

Hi
dR(X/C) ' Hi

dR(Xan)

が成り立つ．本稿では，この同型により代数的な de Rhamコホモロジーと解析的な
de Rhamコホモロジーを同一視する．

X を C上の滑らかな n次元射影的代数多様体とする．各点 x ∈ Xan に於いて，正
則な局所座標近傍

(z(1)
x , . . . , z(n)

x ) : Ux −→ Cn

を固定しておく．Xan 上の C値 C∞ 級関数の層を C∞
X と書き，C値 C∞ 級微分形式

の層なす複体を A•
X と書く．1次微分形式の層 A1

X は直和分解

A1
X = A1,0

X ⊕A0,1
X

を持つ．ここでA1,0
X は各点 xの近傍において，

∑n
j=1 fdz

(j)
x (各 fiは C∞級関数)と

いう形をした微分形式のなす層であり，A0,1
X は各点 xの近傍において，

∑n
j=1 fdz̄

(j)
x

(各 fi は C∞ 級関数) という形をした微分形式のなす層である．各 p, q ∈ Z≥0 に対
して，

Ap,q
X :=

p∧
C∞

X

A1,0
X ⊗C∞

X

q∧
C∞

X

A0,1
X

と定める．このとき，各 r ∈ Z≥0 に対して直和分解

Ar
X =

⊕
p+q=r

Ap,q
X

が得られる．A•,•
X は 2方向の微分射

∂p,q : Ap,q
X −→ Ap+1,q

X ; ω 7−→ dω の Ap+1,q
X 成分

∂
p,q : Ap,q

X −→ Ap,q+1
X ; ω 7−→ dω の Ap,q+1

X 成分

により二重複体をなす．次の事実が知られている．

事実 A.4 任意の i ∈ Z≥0 に対して，自然な同型

Hi
dR(Xan) ' Hi(Xan,A•

C) ' Hi(Γ(Xan,A•
X)) ' Hi(X(C),C)
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が成立する．ここで，Hi(Γ(Xan,A•
X)) は C ベクトル空間の複体 Γ(Xan,A•

X) のコ
ホモロジーである．

証明の概要 C∞
X はXanの任意の開被覆に対して 1の分割をもつので，各Ap,q

X とAr
X

は Xan 上の細かい層 (fine sheaf, 例えば [Voi02, Definition 4.35]) である．従っ
て，これらの層は大域切断をとる関手 Γ(Xan,−) について非輪状 (acyclic) である
([Voi02, Proposition 4.37])．この事実と Poincaréの補題により，複体A•

X は定数層
Cの非輪状な対象による分解を与えるので，同型 Hi(Γ(Xan,A•

X)) ' Hi(X(C),C)
が成立する*19．また，A•

X は二重複体 A
•,•
X の全複体 (total complex) であること

と，Dolbeault 複体 A0,•
X が完全列であること ([Voi02, Proposition 2.36]) から，

Ω•
Xan
−→ A•,•

X は解析的 de Rham 複体の分解を与えていることが分かり，同型
Hi

dR(Xan) ' Hi(Γ(Xan,A•
X)) が得られる．

定義 A.5 微分形式によるサイクルの積分

Hi(Γ(Xan,A•
X))×Hi(X(C),Z) −→ C; (η, γ) 7−→

∫
γ

η

により，双加法的写像

Hi
dR(Xan)×Hi(X(C),Z) −→ C (A.1)

が誘導される．

注意 A.6 写像 (A.1)から誘導される写像

Hi
dR(Xan) −→ HomZ(Hi(X(C),Z),C) ' Hi(X(C),Z)

は事実 A.4 の同型写像と一致する．（この事実の詳細については，例えば [Voi02,
Remark 4.48]を参照せよ．）

A.2 Hodge分解

本小節では de Rham コホモロジーの Hodge 分解について復習する．（詳細に
ついては，[Voi02] 等の文献を参照して頂きたい．）X が射影空間 PN

C の滑らかな

*19 特異コホモロジーの（位相幾何学の多くの教科書に載っている）「特異ホモロジーを定める複体の双
対複体のコホモロジー群」による定義と，定数層のコホモロジー群による定義の整合性については，
例えば [Voi02, Theorem 4.47] 参照．
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閉部分多様体であるとする．このとき，Xan には PN
C,an から誘導される Kähler 多

様体の構造が入る．これにより，C∞ 級微分形式の空間 Γ(Xan,Ai
X) 上に L2 内

積が定義され，微分写像 d : Γ(Xan,Ai
X) −→ Γ(Xan,Ai+1

X ) の L2 内積に関する随
伴写像 d∗ : Γ(Xan,Ai+1

X ) −→ Γ(Xan,Ai
X) が定義される．この随伴写像を用いて，

Γ(Xan,Ai
X)上の Laplace作用素 ∆d = ∆(i)

d := dd∗ + d∗dを定義できる．次が成立
することが知られている．

事実 A.7 直和分解 Γ(Xan,Ai
X) = Ker ∆d ⊕ Im d⊕ Im d∗ が成立する．

この事実と ∆d の定義から，簡単な議論で次の系が得られる．

系 A.8 自然な同型 Ker ∆(i)
d ' Hi(Γ(Xan,A•

X)) が成立する．

同様に，Γ(Xan,Ai
X) =

⊕
p+q=i Γ(Xan,Ap,q

X ) の 2方向の微分写像 ∂, ∂ について
も，随伴写像 ∂∗, ∂∗ がそれぞれ定義され，2つの Laplace作用素，∆∂ := ∂∂∗ + ∂∗∂

及び ∆∂ := ∂∂
∗ + ∂

∗
∂ が定義される．Laplace作用素の間に次の関係が成立するこ

とが知られている．

事実 A.9 ∆d = 2∆∂ = 2∆∂ が成立する．

事実 A.9より，

∆d(Γ(Xan,Ap,q
X )) = ∆∂(Γ(Xan,Ap,q

X )) ⊆ Γ(Xan,Ap,q
X )

が成り立つ．このことから更に Ker ∆(i)
d の任意の元の Ap,q

X 成分もやはり Ker ∆(i)
d

に属することが分かる．従って，事実 A.4 及び系 A.8 と合わせることで，次の系が
得られる．

系 A.10（Hodge分解） Hp,q(X/C) := Ker ∆(p+q)
d ∩ Γ(Xan,Ap,q

X )とおく．このと
き，自然な同型 Hp,q(X/C) ' Hq(X,Ωp

X/F )及び直和分解

Hi
dR(Xan) =

⊕
p+q=i

Hp,q(X/C)

が成立する．

注意 A.11 Hodge分解，すなわち系 A.10の直和分解はXan の Kähler計量（特に，
X の PN

C への埋め込み）には依らない．Hodge分解は Hodgeフィルトレーションの
関手的な分裂写像を与えている．
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A.3 曲線上の第 2種微分と de Rhamコホモロジー

本小節では代数曲線の 1次 de Rhamコホモロジーを扱う．本小節の前半では，「有
理微分形式を用いた deRhamコホモロジーの記述」について説明し，後半では，その
「第二種微分形式を用いた表示」と前小節で述べた「C∞ 級微分形式を用いた表示」を
比較する．本小節で扱う内容を詳細に説明している文献を見つけることが出来なかっ
たので，なるべく丁寧に証明を付けることにした．
まず，記号をいくつか設定しておこう．F を標数 0の代数閉体とし，C を F 上の
連結な非特異射影曲線とする．C の閉点全体の集合を |C| と書き，各閉点 x ∈ |C|
に対して，離散付値環 OC,x の素元 tx を固定しておく．C の生成点を η とおく．C
上の有理微分形式全体のなす 1 次元 F (C) ベクトル空間を KC とおく．すなわち，
KC := ΩC/F,η と定める．

定義 A.12（第 2種微分） 有理微分形式 ω ∈ KC が次の条件を満たすとき，ω は第
2種微分であるという．

「任意の閉点 x ∈ C に対して，ω の xにおける留数が 0である．すなわち，x
における ω の冪級数展開

ωx =
∑

n

cn(ωx)tnxdtx ∈ F ((tx))dtx

の −1次の係数 c−1(ωx)が 0である．」

有理微分形式 η がこの条件を満たすかどうかは，素元 tx のとり方に依らないことに
注意する．第 2種微分全体のなす KC の部分 F ベクトル空間を K(2)

C と書く．

第 2種微分の定義から，微分写像 d : F (C) −→ KC ; f 7−→ df の像が K(2)
C に含ま

れることは明らかである．従って，商 K(2)
C /dF (C)が定義される．

命題 A.13 関手的な同型 H1
dR(C/F ) ' K(2)

C /dF (C) が成立する．
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証明 脆弱層を用いた de Rham複体 Ω•
C/F の分解

0 0

I•,• η∗F (C)/OC
d0,1

//

δ0,1

OO

η∗KC/Ω1
C/F

d1,1
//

δ1,1

OO

0

:= η∗F (C) d0,0
//

δ0,0
OO

η∗KC
d1,0

//

δ1,0
OO

0

Ω•
C/F

OO

OC
d //

OO

Ω1
C/F

OO

d // 0

を考える．ここで，(−1)pδp,q は自然な射，dp,q は微分射である．二重複体 I•,• の全
複体を Tot(I)• とおく．定義より，複体 Tot(I)• の微分写像

Dn : Tot(I)n :=
⊕

p+q=n

Ip,q −→ Tot(I)n+1 :=
⊕

p′+q′=n+1
Ip′,q′

は Dn := ⊕(dp,q + (−1)pδp,q) で与えられる．射 Dn に関手 Γ(C,−) を施して得ら
れる射を Γ(Dn) : Γ(C,Tot(I)n) −→ Γ(C,Tot(I)n+1) とおくと，

H1
dR(C/F ) = Ker Γ(D1)/Im Γ(D0)

が成り立つ．ここで，自然な同型

Γ(X, η∗F (C)/OC) '
⊕

x∈|C|

F (C)/OC,x '
⊕

x∈|C|

F ((tx))/F [[tx]]

が成り立つことと，δ1,0 が「各点に於ける主要部*20（の −1倍）をとる」という写像
であることに注意すると，射影 π1,0 : Γ(C,Tot(I)1) −→ Γ(C, I1,0) = KC から同型

Ker Γ(D1) =

((ax)x∈|C|, η
)
∈

Ñ⊕
x∈|C|

F ((tx))
F [[tx]]

é
⊕KC

∣∣∣∣ δ1,0(η) = (dax)x


'−−−−−−−−−→

π1,0|Ker Γ(D1)

K(2)
C

が誘導されることが分かる．更に，定義より π1,0(Im Γ(D0)) = dF (C)であるため，
所望の同型 H1

dR(C/F ) ' K(2)
C /dF (C) が得られる．分解 Ω•

C/F −→ I
•,• が関手的

なので，この同型も関手的である．

*20 ω =
∑

n∈Z cn(x)tn
xdtx を点 xの近傍で定義された有理（型）微分形式とするとき，次数が負の

項の和
∑

n≤−1 cn(x)tn
xdtx を点 xに於ける ω の主要部という．
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注意 A.14 次数 2のコホモロジー群については，同型

H2
dR(C/F ) ' Coker Γ(D2) 留数の総和−−−−−−→

'
C

が成り立つ．ここで，留数の総和をとる写像がCoker Γ(D2)を経由するのは，Canがコ
ンパクトだからである．（留数定理，[向井 08,定理 8.69]参照．）また，「Coker Γ(D2) '
Cである」という事実は，「勝手に与えられた主要部を持つような第 2種微分及び第
3種微分*21の存在」([向井 08, 定理 8.71])と同値である．

事実 A.4 と命題 A.13の同型を比較しよう．以下 F = Cとし，A•
C を前小節で定

義した C∞ 級微分形式のなす二重複体とする．後述の定義 A.18で見るように，C 上
の有理（型）微分形式 ωを適切に修正することで，「極を消去した」Can 上の C∞ 微
分形式 ω̃ を定義することが出来る．本小節の目標は次の命題を証明することである．

命題 A.15 図式

K
(2)
C /dF (C)

'

��

ω_

��

H1
dR(C/C)

A.13
'

22dddddddddddddddddd

A.4
'

,,ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZ

H1(Γ(Can,A•
C)) ω̃

は可換である．この図式に現れる同型射はそれぞれ，二重複体から定まるフィルト
レーションを保つ．

命題 A.15を証明するためには，幾つか準備が必要である．まず命題 A.13の証明
中で定義した二重複体 I•,• を「解析化」した，Can 上のアーベル群の層の二重複体
I•,•

an を導入しておこう．Can の開部分集合 U に対して，

I0,0
an (U) = {U 上の有理型関数 } =:MF(U),
I1,0

an (U) = {U 上の有理型微分形式 } =:MD(U),

I0,1
an (U) =

⊕
x∈U

C((tx))/C[[tx]],

I1,1
an (U) =

⊕
x∈U

C((tx))dtx/C[[tx]]dtx

*21 2 つの点でそれぞれ，留数 1, −1 の 1 位の極をもち，それ以外の点で正則であるような有理微分形
式のことを第 3種微分形式という．
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と定め，{p, q} 6⊆ {0, 1} であるような組 (p, q) ∈ Z2 に対しては Ip,q
an (U) = 0 と

定める．このとき，各 (p, q) ∈ Z2 に対して，Ip,q は（通常の制限写像により）
Can 上のアーベル群の層になる．代数的な設定の場合と同様に，縦方向の微分射
δp,q

an : Ip,q
an −→ Ip,q+1

an と横方向の微分射 dp,q
an : Ip,q

an −→ Ip+1,q
an を定義できる．

補題 A.16 各 p, q について, Ip,q
an は関手 Γ(Can,−)について非輪状である．

証明 I0,1
an と I1,1

an は Can 上の脆弱層であるため，関手 Γ(Can,−)について非輪状で
ある．I0,0

an と I1,0
an が非輪状であることを示そう．各 p, q ∈ Z に対して自然な同型

Γ(C, Ip,q) ' Γ(Can, Ip,q
an ) が成立するので，

Hq(C,Ωp
C/F ) ' Hq(Γ(C, Ip,•) ' Hq(Γ(Can, Ip,•

an )

を得る．また，GAGAの原理より，自然な同型 Hq(C,Ωp
C/F ) ' Hq(Can,Ωp

Can
) が

成り立つ．従って同型

Hq(Γ(C,Ωp
Can

) ' Hq(Γ(Can, Ip,•
an )

が得られる．この同型と，I0,1
an 及び I1,1

an が非輪状であることに注意すると，各
p ∈ {0, 1}に対して，Can 上のアーベル群の層の短完全列

0 −→ Ωp
Can
−→ Ip,0

an −→ Ip,1
an −→ 0

から誘導されるコホモロジー長完全列を考えることで，I0,0
an と I1,0

an が関手 Γ(Can,−)
について非輪状であることが分かる．

補題 A.16 より I•,•
an は関手 Γ(Can,−) に関して非輪状な対象を用いた Ω•

Can
の分

解を与える．従って，次が得られた．

系 A.17 任意の q ∈ Z≥0 に対して，自然な同型

Hq
dR(Can) ' RqΓ(Can,Tot(I)•

an) ' Hq(Γ(Can,Tot(I)•
an))

が成立する．

ここで，有理型関数や有理型微分形式の「極を消去する」という操作を定義しよう．
そのために，いくつか記号を用意する必要がある．各点 x ∈ Can に対して，xの（複
素解析的多様体の位相での）開近傍Wxと，Wxに含まれるような xの閉近傍 Vxを固
定しておく．Wx を十分小さくとることで，tx 及び t−1

x がWx \ {x}で正則であると
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仮定してよい．各 x ∈ Can に対して，台がWx に含まれ，かつ Vx 上で恒等的に 1で
あるような Can 上の C∞ 級関数 Hx を固定する．nを任意の整数とするとき，Hxt

n
x

は Can \ {x}で定義された C∞ 級関数と見做せる．また，Hxt
n
x |Vx\{x} = tn|Vx\{x}

であるため，点 x での値を 0 と定義することで，tnx −Hxt
n をWx 上で定義された

C∞ 級関数と見做せる．これらに注意すると，次が定義できる．

定義 A.18（極の消去） U を Can の任意の開部分集合とする．

(1) 有理型関数 f ∈MF(U)の点 x ∈ U に於ける Laurent級数展開が∑
n∈Z

cn(x)tnx

であるとする．このとき，C∞ 級関数 Px(f) ∈ Γ(Can \ {x},OCan)を

Px(f) :=
∑

n≤−1

cn(x)Hxt
n
x

により定める．定義より，

f̃ := f −
∑
x∈U

Px(f)

は U 全体で定義された C∞ 級関数と見做せる．
(2) 有理型微分形式 ω ∈MD(U) の点 x ∈ U に於ける主要部が∑

n≤−1

cn(x)tnxdtx

であるとする．このとき，C∞ 級微分形式 Px(ω) ∈ Γ(Can \ {x},A1
C)を

Px(ω) := c−1(x)Hx
dtx
tx

+ d

Ñ ∑
n≤−2

cn(x)Hx
tn+1
x

n+ 1

é
により定める．定義より，

ω̃ := ω −
∑
x∈U

Px(ω)

は U 全体で定義された C∞ 級関数と見做せる．
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命題A.15の証明 事実 A.4 と命題 A.13の同型を比較するために，de Rham複体
の分解と整合的になるような（Can 上のアーベル群の層の圏に於ける）二重複体の射
h = (h•,•) : I•,•

an −→ A
•,•
C を構成しよう．

まず，h0,0 を Can の各開部分集合 U に対して，

I0,0
an (U) =MF(U) −→ A0,0

C (U) = C∞
C (U); f 7−→ f̃

で定義し，射 h1,0 を

I1,0
an (U) =MD(U) −→ A1,0

C (U); ω 7−→ ω̃の A1,0
C 成分

で定義する．
h0,1を定義しよう．U を Canの開部分集合とする．nを任意の整数とし，x ∈ U を
任意の点とする．このとき，tnx が有理型関数であることと，Hxt

n
x |Vx\{0} = tn|Vx\{0}

であることに注意すると，dHxt
n
x の A

0,1
C 成分は Vx \ {0}上では恒等的に 0になる．

従って，∂0,0(Hxt
n
x) は Can 上の C∞ 級微分形式と見なせる．そこで，射 h0,1 を

I0,1
an (U) =

⊕
x∈U

C((tx))
C[[tx]]

−→ A0,1
C (U)Ñ ∑

n≤−1

cn(x)tnx

é
x∈U

7−→ −∂0,0

Ñ∑
x∈U

Hx

∑
n≤−1

cn(x)tnx

é
と定義する．
最後に，射 h1,1 を次で定義する: Can の各開集合 U に対して，写像

h1,1(U) : I1,1
an (U) =

⊕
x∈U

C((tx))dtx
C[[tx]]dtx

−→ A1,1
C (U) = A2

C(U)

を

h1,1(U)

Ñ ∑
n≤−1

cn(x)tnxdtx

é
x∈U

:= ∂
1,0 ∑

x∈U

Ñ
c−1(x)Hx

∂0,0tx
tx

+ ∂0,0

Ñ ∑
n≤−2

cn(x)Hx
tn+1
x

n+ 1

éé
と定める．
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簡単な議論により，以上で構成した h = (h•,•) : I•,•
an −→ A

•,•
C が de Rham 複体

の分解と整合的な二重複体の射であること，すなわち二重複体の微分写像を保つこと
と，図式

I•,•
an

h

��

ΩCan

44iiiiiiiii

**UUU
UUUU

UU

A•,•
C

が可換であることが示される．更に，射 hの構成方法から，hから誘導される写像

K
(2)
C /dF (C) = R1Γ(Can,Tot(I)•

an)) −→ R1Γ(Can,A•
C) = H1(Γ(Can,A•

C))

が各第二種微分 ω の類に対して，極を消去した微分形式 ω̃ の類を対応させる写像で
あることも分かる．従って，命題 A.15の主張が得られる．

第 2 種微分によるサイクルの積分について考える．F = C とし，引き続き命題
A.13 と同じ設定で考える．ω ∈ K(2)

C を任意の第 2種微分とし，γ を C(C)内の区分
的に C1 級な閉曲線とする．曲線 γ 上に ωの極がないとき，積分

∫
γ
ω が定義される．

この積分の値は γ のホモトピー類にしか依らない．また，ω が完全形式のとき，すな
わち ω ∈ dC(C)のとき，

∫
γ
ω = 0 が成り立つ．従って，C線型写像

H1
dR(C/C) −→ HomZ(H1(C(C),Z),C) = H1(C(C),C) (A.2)

が定まる．

命題 A.19 写像 (A.2)は写像 (A.1)と一致する．

証明 ω ∈ K(2)
C を任意の第 2種微分とする．このとき，系 A.15より，事実 A.4の同

型による C∞ 級微分形式

ω̃ := H1(Γ(h))(ω) = ω −
∑

x∈Can

Px(ω)

の像は，命題 A.13 の同型による ω の像と一致する．今，ω は第 2 種微分形式なの
で，任意の x ∈ Can に対して，Px(ω)は Can 上の完全形式になる．従って，任意の
サイクル γ ∈ H1(C(C),Z) に対して，∫

γ

ω =
∫

γ

ω′

が成り立つ．これで命題 A.19 の主張が示された．



アーベル多様体の周期への応用 553

最後に，第 2種微分，C∞ 級微分形式，特異コホモロジーを用いた Poincaré双対
を比較しておこう．

定義 A.20 F を標数 0の代数閉体とし，C を F 上の非特異射影曲線とする．

(1) η1, η2 ∈ K(2)
C を C 上の（F 係数の）第 2種微分とする．各点 x ∈ C(F )におけ

る η1 の Laurent級数展開を
∑

n 6=−1 cn(x; η1)tnxdtx とおき，

Primx(η1) :=
∑

n6=−1

cn(x; η1) t
n+1
x

n+ 1
∈ F ((tx))

と定める．双線型写像 〈− | −〉rat : K(2)
C ×K(2)

C −→ F を

〈η1 | η2〉rat := 2πi
∑

x∈C(F )

Resx (Primx(η1) · η2)

により定める．ここで，Resx(η)は有理微分形式 η の xに於ける留数である．こ
の双線型形式は交代形式であり，η ∈ K(2)

C が完全形式であるときは 〈η | −〉rat = 0
となる．従って，1次 de Rhamコホモロジーの交代形式

〈− | −〉rat : H1
dR(C/F )×H1

dR(C/F ) −→ F

が誘導される．
(2) F = Cとする．C∞ 級閉形式 η1, η2 ∈ Γ(Can,A1

C)に対して，

〈η1 | η2〉C∞ :=
∫

C(C)
η1 ∧ η2 ∈ C

と定める．このとき，〈η1 | η2〉C∞ は交代形式であり，η1 が完全形式であるとき
は 〈η1,−〉C∞ = 0が成り立つ．従って，交代形式

〈− | −〉C∞ : H1
dR(Can)×H1

dR(Can) −→ C

が誘導される．
(3) F = Cとし，C の種数を gとおく．C(C)は複素構造により自然に有向実多様体
と見做せるので，ホモロジー類 γ1, γ2 に対して，交叉数 (γ1 · γ2) ∈ Zを定義でき
る．（例えば [加藤 88, §10.4] 参照．）自然な同型による同一視

H1(C(C),C) = HomZ(H1(C(C),Z),C)
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を通して，交叉数から交代形式

〈− | −〉sing : H1(C(C),C)×H1(C(C),C) −→ C

が誘導される．この交代形式は基底を用いて以下のように表せる．交叉積は完全
対であるため，H1(C(C),Z)の 2つの Z基底 {α1, . . . , α2g}及び {α∗

1, . . . , α
∗
2g}

を (αi · α∗
j ) = δij (右辺は Kroneckerの δ) となるようにとることが出来る．各

f1, f2 ∈ H1(C(C),C) = HomZ(H1(C(C),Z),C) に対して，

〈f1 | f2〉sing :=
2g∑

i=1
f1(αi)f2(α∗

i )

である．

定義 A.20 の双線型形式たちは自然な同型と整合的である．正確には，次が成り
立つ．

命題 A.21 X を C上の非特異射影曲線とする．このとき，図式

H1
dR(C/C)

��

× H1
dR(C/C)

��

〈−|−〉rat
// C

H1
dR(Can) × H1

dR(Can)
〈−|−〉C∞

// C

H1(C(C),C)

OO

× H1(C(C),C)

OO

〈−|−〉sing
// C

は可換である．

証明 C の種数を g とおく．g = 0なら H1
dR(C/C) = 0なので，g > 0としてよい．

このとき，Riemann面 C(C) を適切に切り開くことで，「C(C)を展開した 4g 角形」
（と見なせるような Can の稠密開部分集合）D が得られる．（例えば [向井 08, 命題
8.85の証明の図 8.8] を参照．）η1, η2 ∈ K(2)

C を任意の元とし，

〈η1 | η2〉rat = 〈η̃1 | η̃2〉C∞

が成立することを示そう．η̃1, η̃2 ∈ H1,0(C/C)の場合（すなわち，η1 と η2 がいずれ
も極を持たない場合）や，η̃1, η̃2 ∈ H0,1(C/C)の場合（すなわち，η1 と η2 の極に於
ける Laurent展開が次数非負の項を持たない場合）は 〈η1 | η2〉rat = 〈η̃1 | η̃2〉C∞ = 0
が成り立つ．従って，η̃1 ∈ H0,1(C/C)かつ η̃2 ∈ H1,0(C/C)であると仮定して良い．
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更に，（Dを適切にとり直すことで）η1 は ∂D 上に極を持たないと仮定してよい．D
は単連結であり，η1 は第 2種微分形式であるため，η1 = df を満たす D 上の有理型
関数 f が存在する．定義より，各 x ∈ D に対して，f の xの近傍での Laurent級数
展開は Primx(η1)である．留数定理と Stokesの定理より，

〈η1 | η2〉rat = 2πi
∑
x∈D

Resx (Primx(η1) · η2) =
∫

∂D

fη2 (留数定理)

=
∫

∂D

f̃η2 =
∫

D

d(f̃η2) (Stokesの定理)

=
∫

D

η̃1 ∧ η̃2 = 〈η̃1 | η̃2〉C∞

を得る．〈− | −〉C∞ と 〈− | −〉sing の整合性は，それぞれの交代形式の定義と注意
A.6から従う．

系 A.22（Legendreの関係式） E を方程式 y2 = 4x3− g4x+ g6 で与えられる Q上
の楕円曲線とする．{γ1, γ2}を H1(E(C),Z)の Z基底とし，(γ1 · γ2) = 1であると
仮定する*22．各 i ∈ {1, 2}に対して，

ωi =
∫

γi

dx

y
, νi =

∫
γi

xdx

y

と定める．このとき，ω1ν2 − ω2ν1 = 2πiが成立する．

証明 ω := dx/y は E 上の正則微分形式であり，ν := xd/y は E 上の第 2種微分形
式であることに注意する．L := Zω1 + Zω2 とおくと，複素 Lie群として同型

C/L '−−→ E(C); z mod L −→ (℘(z;L) : ℘′(z;L) : 1)

が定まる．ここで，℘(z;L)は Lを二重周期とするWeierstrassの ℘関数である．こ
の同型を通して E(C)と C/Lを同一視すると，ω = dz と見做せ，ν = ℘(z;L)dz と
見做せる．℘(z;L)は L以外の点で正則な C上の有理型関数であり，0のまわりでは
℘(z;L) = z−2 + (正則関数)という形をしている．従って，

〈ω | ν〉rat = −〈ν | ω〉rat = −2πiResz=0
(
−z−1 + · · ·

)
dz = 2πi

*22 H1(E(C),Z)の任意の Z基底 {γ′
1, γ′

2}は (γ′
1 · γ′

2) = ±1を満たす．
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が成り立つ．H1(E(C),Z)の Z基底 {γ1, γ2}の「交叉数」という交代形式に関する
双対基底は {γ2,−γ1}である．従って，ω と ν を H1(E(C),C)の元と見做すと，

〈ω | ν〉sing = ω1ν2 − ω2ν1

が成り立つ．よって，命題 A.21より ω1ν2 − ω2ν1 = 2πiが得られる．

系 A.23 k ⊆ Cを虚二次体とし，oを k の整環とする．E を (1, 0)型の o乗法を持
つ Q 上の楕円曲線とし，ω = ωE , ν = νE ∈ H1

dR(E/Q) を定理 2.4 のようにとる．
このとき，定理 2.4の記号のもとで，P (ω)P (ν) ∼ 2πi が成立する．

証明 E の定義方程式が y2 = 4x3 − g4x + g6 (g4, g6 ∈ Q) であるとしてよい．こ
のとき，ωE = dx/y および νE = xdx/y ∈ H1,0(EC) が成り立つとしてよい．今，
E が虚数乗法（より正確には o乗法）を持つと仮定しているので，補題 2.2より，系
A.22の記号の下で，P (ωE) ∼ ω1 ∼ ω2 及び P (νE) ∼ ν1 ∼ ν2 が成立する．従って，
系 A.22より，P (ω)P (ν) ∼ 2πiを得る．

付録 B Gauss-Manin接続
本付録では，Gauss–Manin接続について簡単に復習する．本付録では以下，F を
代数的閉であるような Cの部分体とし，π : X −→ S を F 上滑らかな代数多様体の
間の F 上の滑らかな固有射する．

B.1 接続の定義

本小節では，連接層の上の接続や，それに関連する用語の定義を簡単に復習する．

定義 B.1（接続，可積分接続） E を S 上の連接層とする．

(1) S 上のアーベル群の層の射

∇ : E −→ Ω1
S/F ⊗OS

E

が次を満たすとき，∇を E 上の F 接続と呼び，(E ,∇)を連接 DS 加群と呼ぶ．
「S の任意の開部分集合 U と，任意の切断 f ∈ Γ(U,OS) 及び任意の切断
e ∈ Γ(U, E)に対して，

∇(fe) = df ⊗ e+ f∇(e)
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が成立する．」
接続 ∇の核を E∇ と書き，(E ,∇)の水平切断の層と呼ぶ．

(2) E 上の F 接続∇から，アーベル群の層の射

∇n : Ωn
S/F ⊗OS

E −→ Ωn+1
S/F ⊗OS

E ; ω ⊗ e 7−→ dω ⊗ e+ (−1)nω ∧∇(e)

が誘導される．∇1 ◦ ∇ = 0が成り立つとき，∇は可積分であるという．

注意 B.2 OS から OS 自身への F 微分（の芽）のなす層 Derk(OS) :=
HomOS

(Ω1
S/F ,OS) には，Lie微分 [D1, D2] := D1 ◦D2 −D2 ◦D1 により Lie環の

構造が入る．E 上の F 接続∇が与えられているとき，S の任意の開部分集合 U 上の
任意の切断 D ∈ Γ(U,Derk(OS))に対して，E|U の F 線型変換

∇DE|U
∇−−→ Ω1

S/F ⊗OS
E|U

D−−→ OS ⊗OS
E|U ' E|U

が定まる．接続 ∇が可積分であることは，Derk(OS) −→ EndF (E); D 7−→ ∇D が
Lie環の準同型になっていることと同値である．

本小節では以下，F = Cとする．複素解析的多様体上の正則ベクトル束に対して
も，同様に接続，水平切断，可積分接続の概念が定義される．（実際，代数的な微分
形式の層のなす複体 Ω•

S/C を正則微分形式の層のなす複体 Ω•
San
に取り替えて，定義

B.1と全く同様に定めれば良い．）
Deligne の本 [Del70] では接続が確定特異点を持つ (régulier, [Del70, §II.4])
という概念が定義されている．

定義 B.3 (E ,∇)を S 上の連接 DS 加群とする．

(1) S が連結な非特異代数曲線であると仮定する．S̃ を S をコンパクト化した非特
異射影的曲線とし，j : S −→ S̃ を開埋め込みとする．(E ,∇)がある連接 DS̃ 加
群に拡張できるとき，すなわち，S̃ 上の連接層 Ẽ とその上の C接続 ‹∇が存在し
て，(j∗Ẽ , j∗‹∇) ' (E ,∇)が成立するとき，(E ,∇)は確定特異点を持つという．

(2) S を（曲線とは限らない）滑らかな代数多様体とする．C上の任意の非特異代数
曲線 C と，C上の任意の埋め込み i : C −→ S に対して (i∗E , i∗∇)が確定特異点
を持つ DC 加群であるとき，(E ,∇)は確定特異点を持つという．

注意 B.4 本稿では詳細には立ち入らないが，「(E ,∇) が確定特異点を持つ」とい
う条件は，「水平切断が必ず無限遠（コンパクト化して付け加わる部分の近傍）で
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高々多項式程度の増大度になる」というニュアンスの条件と同値である ([Del70, §II,
Théorème 4.1の条件 (iii) 及び Proposition 4.4の条件 (i)]参照).

確定特異点を持つ微分方程式の理論に於いて，次の対応は重要である．

事実 B.5（確定特異点版 Riemann-Hilbert対応） 次が成立する．

(1) 可積分接続付きの San 上の有限階数正則ベクトル束の圏と San 上の C係数有限
階数局所系の圏は，「水平切断をとる」という関手 (V,∇) 7−→ V∇ により圏同
値である．水平切断をとる関手の準逆は V 7−→ (OSan ⊗C V, d ⊗ idV ) である．
([Del70, §II, Théorème 2.17]. )

(2) 確定特異点を持つ局所自由可積分連接 DX 加群の圏と可積分な接続付きの San

上の有限階数正則ベクトル束の圏は解析化関手 V 7−→ Van で圏同値になる．
([Del70, §II, Théorème 5.9].)

B.2 Gauss–Manin接続の構成

本小節では，論文 [KO68]に従ってGauss–Manin接続を構成する．今 π : X −→ S

は滑らかな固有射と仮定しているので，de Rham コホモロジー層 Hi
dR(X/S) :=

Riπ∗(Ω•
X/S) は S 上の局所自由な連接層になる ([Del68, Théorème (5.5)])．Gauss–

Manin接続はHi
dR(X/S) の上の可積分な F 接続である．

複体 Ω•
X/F の降下フィルトレーション {F i(Ω•

X/F )}i≥0 を

F i(Ω•
X/F ) := Im

Ä
Ω•−i

X/F ⊗OX
π∗Ωi

S/F −→ Ω•
X/F

ä
により定める．本付録では π : X −→ S が滑らかであると仮定しているため，特に

0 −→ π∗Ω1
S/F −→ Ω1

X/F −→ Ω1
X/S −→ 0

は完全列である．従って

gri(Ω•
X/F ) := F i(Ω•

X/F )/F i+1(Ω•
X/F ) ' (π∗Ωi

S/F )⊗OX
Ω•−i

X/S

が成立することが分かる．スペクトル系列

Ep,q
1 = Rp+qπ∗(grp(Ω•

X/F )) =⇒ Rp+qπ∗(Ω•
X/F )
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の E1 項を計算すると，自然な同型

Ep,q
1 ' Rp+qπ∗((π∗Ωp

S/F )⊗OX
Ω•−p

X/S)
' Rqπ∗((π∗Ωp

S/F )⊗OX
Ω•

X/S)
' Ωp

S/F ⊗OX
Rqπ∗Ω•

X/S (射影公式)
= Ωp

S/F ⊗OX
Hp

dR(X/S)

が得られる．

定義 B.6（Gauss–Manin接続） S 上のアーベル群の層の射

∇GM := (−1)qd0,q
1 : E0,q

1 ' Hq
dR(X/S) −→ E1,q

1 ' Ω1
X/F ⊗OX

Hq
dR(X/S)

をGauss–Manin接続と呼ぶ．

命題 B.7 ∇GM はHq
dR(X/S)上の可積分な F 接続である．

証明 まず，∇GM が接続になっていることを確認しよう．∇GM は明らかに F 線型
である．外積による de Rham複体の積構造からスペクトル系列の積構造

Ep,q
r × Ep′,q′

r −→ Ep+p′,q+q′

r ; (e, e′) 7−→ ee′

が誘導され，この積に関して，

dr(ee′) = dr(e)e′ + (−1)p+qdr(e)

が成り立つ．従って，任意の切断 η ∈ Γ(U,Hq
dR(X/S)) 及び任意の切断 f ∈

Γ(U,OS) = Γ(U,H0
dR(X/S))に対して，

∇(fη) = df ⊗ η + f∇(η)

が成り立つので，∇GM は F 接続である．更に，微分写像が dp+1,q
1 ◦ dp,q

r = 0 を満た
すことから，Gauss–Manin接続は可積分であることが従う．

B.3 複素解析的多様体と Gauss–Manin接続

本小節では，F = Cとし，de Rhamコホモロジー層と Gauss–Manin接続に関連
する解析的な事実を（本稿で用いるものに限って）簡単に紹介する．



560 大下 達也

π : X −→ S を C 上滑らかなスキームの間の C 上の滑らかな固有射とし，
πan : Xan −→ San を π に対応する複素解析的多様体の射とする．このとき，解
析的 de Rham コホモロジー層 Hq

dR(Xan/San) := Rqπan∗Ω•
Xan/San

が定義される．
更に，代数的対象を解析的対象に置き換えて，補題 B.6と全く同様な構成を行うこと
で，解析的 Gauss–Manin接続

∇GM,an : Hq
dR(X/S)an −→ Ω1

San
⊗OSan

Hq
dR(X/S)an

が定義出来る．

命題 B.8 q を任意の非負整数とする．このとき，次が成立する．

(1) 自然な同型Hq
dR(X/S)an ' Hq

dR(Xan/San) が成立する．
(2) (Hq

dR(X/S),∇GM) は確定特異点をもつ DX 加群であり，事実 B.5 の圏同値で
San の局所系 Rqπan∗C に対応する．

証明 S は C 上滑らかな代数多様体であり，π は滑らかな固有射なので，Serre の
GAGAの原理により，各 p, qに対して同型

Ä
Rqπ∗Ωp

X/S

ä
an
' Rqπan∗Ωp

Xan/San
が成

立する．従って，代数的・解析的な設定における相対的 Hodge to de Rham スペク
トル系列を比較することで，主張 (1)が示される．更に [Del70, §II, Théorèm 6.13,
Proposition 6.14, Théorèm 7.9] から主張 (2)が従う．

系 B.9 q を任意の非負整数とする．このとき，次が成立する．

(1) San の任意の開部分集合 W と任意の切断 f ∈ Γ(W,OSan) 及び任意の切断
η ∈ Γ(W,Rqπan∗C)に対して，

∇GM,an(f ⊗ η) = ±df ∧ η (B.1)

が成り立つ．更に自然な同型Hq
dR(X/S)∇GM,an

an ' Rqπan∗C が成立する．
(2) Gauss–Manin接続に関する解析的な水平大域切断は代数的である．すなわち，

Γ(S,Hq
dR(X/S)∇GM) = Γ(San,Hq

dR(X/S)∇GM,an
an )

が成立する．特に，π : X −→ S が Cの部分体 L上で定義された代数多様体の射
π0 : X0 −→ S0 の底変換になっている場合は，

Γ(S0,Hq
dR(X0/S0)∇GM)⊗L C = Γ(San,Hq

dR(X/S)∇GM,an
an )
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が成立する．

証明 主張 (1)は命題B.8から明らかである．主張 (2)の 1つ目の等号は「確定特異点
を持つ接続の解析的な水平切断は代数的である」という事実 ([Del70, §II, Proposition
2.24, Théorèm 4.1]) から従う．2つ目の等号は X0/S0 に関する Gauss–Manin接続
が L 線型写像であることと，Guass–Manin接続が定数体の係数拡大と整合的である
ことを踏まえると，1つ目の等号から明らかである．

系 B.9より，更に以下が従う．

系 B.10 W を San の開部分集合とし，切断 η ∈ Γ(W,Hq
dR(X/S)an) が任意の

x ∈W に対して

ηx ∈ Hq(π−1
an (x),Q) ⊆ Hq(π−1

an (x),C) ' Hq
dR(π−1

an (x))

を満たしていると仮定する．このとき，ηはGauss–Manin接続について水平である．

証明 x ∈W を任意の元とし，xの開近傍 U ⊆W を補題 B.8の証明のようにとる．
Hq(π−1

an (x),Q) の基底 ω1, . . . , ωr を固定して，

η =
r∑

i=1
fi ⊗ ωi (ただし各 iについて fi ∈ Γ(U,OSan))

とおくと，系の仮定より各 fi の像は Qに含まれるので Cにおいて内点を持たない．
局所定数関数以外の正則関数は全て開写像になるため，fi は局所定数関数でなければ
ならない．従って，(B.1)より∇GM,an(η) = ±

∑r
i=1 dfi ∧ ωi = 0 を得る．

付録 C Fermat曲線の周期について
第 2 節では，「周期の値が所望の形になるアーベル多様体が存在する」というこ
とを主張する命題 2.16 の証明を省いた．本付録では，Gross の原論文 [Gro78] と
Rohrlichによる付録 [Roh78]の方法に従って，Fermat曲線の Jacobi多様体の部分
商として現れるアーベル多様体の周期を計算することで，命題 2.16を証明する．
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C.1 Fermat曲線の Jacobi多様体の直積分解

本小節では，Fermat曲線とその Jacobi多様体*23に関する準備を行う．本小節前
半では，明示的な微分形式を用いて，Fermat曲線の 1次 de Rhamコホモロジーの
基底を構成する．本小節の後半では，いくつかの明示的な有理写像を用いて，Fermat
曲線の Jacobi多様体を（同種のずれを除いた）直積分解を与える．後で定理 C.9で
触れるように，本小節の前半で構成する「明示的な微分形式」は，各々，この直積分
解に現れる直和因子の上の微分形式と見做せる．
dを平方因子を持たない 3以上の整数とし，Q上の d次 Fermat曲線

F (d) :=
¶

(X : Y : Z) ∈ P2
Q | X

d + Y d = Zd
©

を考える．(x, y) := (X/Z, Y/Z)とおく．F (d)の種数は gd := (d − 1)(d − 2)/2で
ある．F (d)の Jacobi多様体を J(d)/Qと書く．以下では，1の原始 d乗根 ζ ∈ C×

を固定する．このとき，F (d)の位数 dの自己同型 A,B が

A(X : Y ;Z) = (ζX : Y : Z)
B(X : Y : Z) = (X : ζY : Z)

により定まる．定義より，AB = BAが成立する．従って，AjBk を (j, k)と同一視
することで，F (d)に群 (Z/dZ)2 の作用が定まる．

定義 C.1 整数の 3つ組 (r, s, t) ∈ Z3 が 0 < r, s, t < d かつ r + s+ t ≡ 0 mod dZ
を満たすとき，(r, s, t)は（次数 dの）許容可能な 3つ組であるという．(r, s, t)が許
容可能であるとき，F (d)上の第 2種微分形式

ηr,s,t := xr−1ys−ddx

が定まる*24．

注意 C.2 以下では点 P := (1 : 0 : 1) ∈ F (d) を固定する．Abel–Jacobi 写像
AJP : F (d) −→ J(d) から誘導される同型 H1

dR(J(d)/Q) '−−→ H1
dR(F (d)/Q) によ

り，ηr,s,t を H1
dR(J(d)/Q)の元と見做す．

*23 本稿では，Jacobi多様体の一般論には立ち入らない．代数曲線の Jacobi多様体の構成方法や基本
性質については，例えば [Mil86]参照．

*24 代数曲線の第 2種微分形式と de Rhamコホモロジーの関係については，本稿の付録 A.3節参照．
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微分形式 ηr,s,t の定義より，

AjBkηr,s,t = ζrj+skηr,s,t (C.1)

が成り立つ．従って，ηr,s,t たちは群 (Z/dZ)2 の作用について，相異なる指標の固有
ベクトルになっていることが分かる．許容可能な整数の 3 つ組は全部で 2gd 個ある
ので，ηr,s,t たちは代数的 de Rhamコホモロジー H1

dR(F (d)/Q) の Q基底になるこ
とが分かる．更に，次の補題が得られる．

補題 C.3 Hodge分解H1
dR(F (d)C/C) = H0(F (d)C,Ω)⊕H1(F (d)C,O) を考える．

このとき，r + s + t = dを満たすような ηr,s,t たち全体は H0(F (d)C,Ω)の C基底
をなし，r + s+ t = 2dを満たすような ηr,s,t たち全体はH1(F (d)C,O)の C基底を
なす．

証明 まず，ηr,s,t たちは (Z/dZ)2 の相異なる指標に関する固有ベクトルであるた
め，C上線型独立である．それらのうち，r + s+ t = dを満たす許容可能な (r, s, t)
は丁度 gd 個あり，このような (r, s, t)について微分形式 ηr,s,t は極を持たないので，
H0(F (d)C,Ω)の基底に関する主張が従う．これを踏まえて，(Z/dZ)2 の作用に関す
る H1

dR(F (d)/Q) の指標分解を考えると，H1(F (d)C,O) の基底に関する主張が従
う．

ηr,s,t たちは Q上で定義されているので，次の系が得られる．

系 C.4 Q 上でも Hodge 分解 H1
dR(F (d)/Q) = H0(F (d),Ω) ⊕ H1(F (d),O) が成

立する．（すなわち，Hodgeフィルトレーションの定める短完全列

0 −→ H0(F (d),Ω) −→ H1
dR(F (d)/Q) −→ H1(F (d),O) −→ 0

の Hodge分解に対応する分裂写像が Q上定義できる．）

本小節の後半の目標は Abel 多様体 J(d)を（同種によるのずれを除いて）より小
さな Abel多様体の直積に分解することである．そのためには，いくつかの記号の準
備が必要である．Zか Z/dZの元 aに対して，〈a〉 ∈ Zを 0 ≤ 〈a〉 < dかつ a ≡ 〈a〉
mod dZ を満たす唯 1つの整数とする．

定義 C.5 許容可能な (r, s, t)に対して，

Hr,s,t := {a ∈ (Z/dZ)× | 〈ar〉+ 〈as〉+ 〈at〉 = d}
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と定義する．任意の a ∈ (Z/dZ)× に対して，a ∈ Hr,s,t または −a ∈ Hr,s,t のい
ずれか一方のみが成立するので，#Hr,s,t = φ(d)/2 が成立する．ここで，φ(d) :=
#(Z/dZ)× である．各 a ∈ (Z/d Z)× を埋め込み σa : Q(ζ) ↪→ C; ζ 7→ ζa に対応さ
せることで，(Q(ζ),Hr,s,t)は CM型（越川氏の稿 [越川, 定義 5.4]参照）と見做せる．

定義 C.6 次数 d の許容可能な 3 つ組 (r, s, t) が gcd(r, s, t, d) = 1 を満たすとき．
(r, s, t)は新しい 3つ組であるという．2つの許容可能な 3つ組 (r, s, t), (r′, s′, t′)に
対して，ある a ∈ (Z/d Z)× が存在して，(r′, s′, t′) = (〈ar〉, 〈as〉, 〈at〉) が成り立つ
とき，(r, s, t)と (r′, s′, t′)は同値であるという．次数 dの許容可能な新しい 3つ組の
同値類全体の集合を NAT (d)と書く．

(r, s, t)を許容可能な新しい 3つ組とし，Q上のアファイン平面曲線 Cr,s,t を

Cr,s,t :=
ß

(u, v) ∈ A2
Q

∣∣∣∣ vd = ur(1− u)s

™
により定める．このとき，有理写像

fr,s,t : F (d) //___ Cr,s,t; (x : y : 1) � //___ (u, v) = (xd, xrys)

が定まる．

補題 C.7 Zの部分集合 S = Sr,s,t を

S : = {〈a〉 | a ∈ Z/dZ, (〈ar〉, 〈as〉, 〈at〉): 許容可能 }
= {a ∈ Z ∩ [1, d− 1] | {ar, as, at} ∩ dZ = ∅}

で定める．このとき，Cr,s,t と双有理同型な非特異射影曲線 ‹Cr,s,t/Q の種数は
#Sr,s,t/2である．

証明 第 1 成分の射影 Cr,s,t −→ P1
Q; (u, v) 7−→ (u : 1) から定まる非特異射影

曲線の射 h : ‹Cr,s,t −→ P1
Q を通して，

‹Cr,s,t を P1
Q 上の d 次分岐被覆とみなす．

この被覆は Galois かつ，0, 1,∞ ∈ P1
Q の外で不分岐である．被覆 h に関する点

x ∈ h−1({0, 1,∞}) の分岐指数を ex とおく．このとき，完備離散付値体の拡大
C
Ä
u, d
√
ur(1− u)

ä
x
/C(u)h(x) の分岐指数を見ることで，

ex =


gcd(r, d) (x ∈ h−1(0))
gcd(s, d) (x ∈ h−1(1))
gcd(t, d) (x ∈ h−1(∞))
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が成り立つことが分かる．従って，‹Cr,s,t/Q の種数を g とおくと，被覆 hに対して
Riemann–Hurwitzの公式を適用することで，

g = d+ 2− gcd(r, d)− gcd(s, d)− gcd(t, d)
2

を得る．今，gcd(r, s, t, d) = 1かつ r + s + t = d と仮定しているので，3つの整数
gcd(r, d), gcd(s, d), gcd(t, d) はどの 2つも互いに素である．従って，

S = (Z ∩ [1, d− 1]) \
⨿

u∈{r,s,t}

ß
m · d

gcd(u, d)

∣∣∣∣ m ∈ Z ∩ [1, gcd(u, d)− 1]
™

となる．よって，

#S = d− 1− (gcd(r, d)− 1)− (gcd(s, d)− 1)− (gcd(t, d)− 1) = 2g

が成り立つので，補題 C.7の主張を得る．

Cr,s,t（と双有理同値な Q上の非特異射影曲線）の Jacobi多様体を Jr,s,t と書くと
き，fr,s,t による「因子類の押し出し」

fr,s,t∗ : J(d) −→ Jr,s,t

が誘導される．d′ を dの正の約数とするとき，d/d′ 乗写像

pd′,d : F (d) −→ F (d′); (X : Y : Z) 7−→ (Xd/d′
: Y d/d′

: Zd/d′
)

が定義できる．射 pd′,d による「因子類の引き戻し」p∗
d′,d : J(d′) −→ J(d)と押し出

し fr,s,t∗ の合成射を hd′,d
r,s,t = fr,s,t∗ ◦ p∗

d′,d : J(d′) −→ Jr,s,t と書く．

定義 C.8 Q上のアーベル多様体 A
(d)
r,s,t := Ar,s,t を次で定める:

Ar,s,t := Coker

Ü∏
d′

hd′,d
r,s,t :

∏
d′|d

0<d′<d

J(d′) −→ Jr,s,t

ê
.

J(fr,s,t)と自然な射 Jr,s,t −→ Ar,s,t の合成射を πr,s,t : J(d) −→ Ar,s,t と書く．

1の原始 d乗根 ζ を Cr,s,t の自己同型 (u, v) 7→ (u, ζv) に対応させることで，Ar,s,t

に環 Z[ζ]の作用 Φr,s,t が定まる．次の定理が，本小節のゴールである．
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定理 C.9（[Wei76], [Roh78]） 次が成立する．

(1) (r, s, t) を許容可能な新しい 3 つ組とする．このとき，(Ar,s,t,Φr,s,t) は CM 型
(Q(ζ),Hr,s,t)の φ(d)/2次元 CM アーベル多様体になる．

(2) (r, s, t)を許容可能な新しい 3つ組とする．このとき，任意の a ∈ (Z/dZ)× に対
して，ある de Rhamコホモロジー類 ηa = η

(r,s,t)
a ∈ H1

dR(Ar,s,t/Q)が存在して，
π∗

r,s,tηa = η〈ar〉,〈as〉,〈at〉 が成立する．この ηa が正則微分形式（の類）であること
と，a ∈ Hr,s,t であることは同値である．

(3) 任意の a ∈ (Z/dZ)× に対して，η(r,s,t)
a は環 Z[ζ]の作用に関する σa 固有ベクト

ルである．
(4) 2 つの許容可能な新しい 3 つ組 (r, s, t), (r′, s′, t′) が同値であるとき，Ar,s,t と

Ar′,s′,t′ は同種である．
(5) J(d)は Abel多様体 ∏

0<d′|d
[(r,s,t)]∈NAT (d′)

A
(d)
r,s,t

と同種である．

証明 まず，定理 C.9の主張 (2)を示そう．Cr,s,t と F (d)の微分形式について，以
下の 2つの事項が観察できる．

(A) c := d−1 とおく．(r, s, t)を許容可能な 3つ組とし，aを任意の整数とすると，

f∗
r,s,t

Å
c

va

u(1− u)
du

ã
= cxar−dyas−ddxd = xar−1yas−ddx

が成立する．従って，c · va

u(1−u)duに uと (1 − u)の適切な負冪を掛けること
で，fr,s,t による引き戻しが η〈ar〉,〈as〉,〈at〉 になるような Cr,s,t 上の有理微分形
式 η

(r,s,t)
a を構成できる．補題 C.3より，ηr,s,t

a が正則であることと，a ∈ Hr,s,t

であることは同値である．
(B) 既に (C.1) で見た通り，各 ηr,s,t は作用素 A,B の固有ベクトルである．A と

B の作用に着目することで，∩
d′|d

0<d′<d

Ker
(
H1

dR(J(d)/Q)→ H1
dR(J(d′)/Q)

)
=

⊕
(r,s,t):新

Qηr,s,t

が成立することが分かる．
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これらの観察から，定理 C.9の主張 (2)が従う．
主張 (3)を示そう．j, k ∈ Zを rj + sk ≡ 1 mod dZ となるようにとるとき，

Φr,s,t(ζ) ◦ fr,s,t = fr,s,t ◦AjBk

が成り立つ．従って，(C.1)と主張 (2)より，主張 (3)が従う．
主張 (1) を示そう．S = Sr,s,t を補題 C.7 のように定義する．このとき，主張 (3)
より，{η(r,s,t)

a }a∈S は Q 上線型独立である．補題 C.7 より，Jr,s,t は #S/2 次元の
アーベル多様体であるため，{η(r,s,t)

a }a∈S は H1
dR(Cr,s,t/Q)の基底となる．主張 (2)

の証明で行った観察 (B)から，

⊕
a∈(Z/dZ)×

Qη(r,s,t)
a = Ker

Ü
H1

dR(Cr,s,t/Q) −→
∏
d′|d

0<d′<d

H1
dR

Ä
Im hd′,d

r,s,t/Q
äê

が成り立つので，{η(r,s,t)
a }a∈(Z/aZ)× が H1

dR(Ar,s,t/Q) の基底となることが分か
る．特に，Ar,s,t は φ(d)/2 次元の Abel 多様体である．更に，主張 (1) より，
{η(r,s,t)

a }a∈Hr,s,t は Γ(Ar,s,t,Ω)の基底をなす．よって，主張 (3)より (Ar,s,t,Φr,s,t)
は CM型 (Q(ζ),Hr,s,t)の φ(d)/2次元 CM アーベル多様体になる．
主張 (1)と同様に，η(r,s,t)

a という形の元からなる 1次 de Rhamコホモロジーの基
底を比較することで，主張 (4), (5)が従う．

注意 C.10 本稿では定理 C.9を代数的な議論で証明したが，定理 C.9には「微分形
式 ηr,s,t たちの積分値を計算して，J(d)の格子を明示的に見て直和分解することを示
す」という解析的な議論による証明もある（例えば [Wei76]参照）．

C.2 命題 2.16の証明

k を判別式 dの虚二次体，Ok を k の整数環とし，εを拡大 k/Qに対応する二次指
標とする．
命題 2.16は「与えられた k の整環 oと相異なる非負整数 p0, q0 に対して，周期が
所望の形になるような (p0, q0)型の o乗法を持つアーベル多様体が存在する」という
ことを主張していた．本小節では，Fermat曲線の周期に関するいくつかの結果の証
明を次節にまわし，それらを一度を認めた上で，Ar,s,t の周期を計算することで，命
題 2.16を証明する．
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QR := {a ∈ (Z/dZ)× | ε(a) = 1} とおき，NR := {a ∈ (Z/dZ)× | ε(a) = −1}
とおく．以下，許容可能な新しい 3つ組 (r, s, t)を固定し，

p : = pr,s,t = #(Hr,s,t ∩QR)
q : = qr,s,t = #(Hr,s,t ∩NR)

とおく．pと q に対して，次が成り立つ．

補題 C.11 k の類数を hとおき，w := #O×
k とおく．このとき，

w

2
· (p− q) = h(ε(r) + ε(s) + ε(t)) (C.2)

が成立する．

証明 d = 3, 4 の場合は直接計算することで等式 (C.2) が成立することを確認でき
る．（d = 3の場合は (h,w) = (1, 6)であり，d = 4の場合は (h,w) = (1, 4)である
ことに注意する．）
d > 4の場合を考える．このとき，O×

k = {±1} であることに注意する．虚二次体
の類数公式 ([加黒斎 05, 系 4.29])

h = − w
2d

∑
0<a<d

ε(a)a

を思い出そう．この公式から，任意の x ∈ Zに対して

hε(x) = − w
2d

∑
a∈(Z/dZ)×

ε(a)〈ax〉

が成立することが分かる．更に，εが奇指標であることと，Hr,s,t が (Z/dZ)× の部分
群 {±1}に関する商の完全代表系をなすことから，

hε(x) = − w
2d

Ñ ∑
a∈Hr,s,t

ε(a)〈ax〉 −
∑

a∈Hr,s,t

ε(a)(d− 〈ax〉)

é
(C.3)

が得られる．定義より，任意の a ∈ Hr,s,t に対して 〈ar〉+ 〈as〉+ 〈at〉 = dが成立す
ることに注意して，等式 (C.3) に x = r, s, t それぞれを代入したものを足し合わせ
ると，

h(ε(r) + ε(s) + ε(t)) = w

2
∑

a∈Hr,s,t

ε(a)
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を得る．従って，p = #(Hr,s,t∩QR)と q = #(Hr,s,t∩NR)より，所望の等式 (C.2)
を得る．

補題 C.11 より，直ちに次の系が従う．

系 C.12 (r, s, t) = (1, 1, d− 2)とすると，p 6= q が成り立つ．

QRと NRに整列順序を入れ，J(d)上の n := φ(d)/2次微分形式

ω : = ωr,s,t =
∧

a∈QR

η〈ar〉,〈as〉,〈at〉,

ν : = νr,s,t =
∧

a∈NR

η〈ar〉,〈as〉,〈at〉

を考える．補題 C.3 より，ω ∈ Hp,q(J(d)C/C) 及び ν ∈ Hp,q(J(d)C/C) が成立す
る．Cの部分集合 Lω, Lν を

Lω : =
®∫

γ

ω

∣∣∣∣ γ ∈ Hn(J(C),Z)
´
,

Lν : =
®∫

γ

ν

∣∣∣∣ γ ∈ Hn(J(C),Z)
´

と定める．本小節では，（一部の議論を次の小節にまわして）次の定理を証明する．

定理 C.13 ある複素数 P (ω), P (ν) ∈ C× が存在して，QLω = P (ω)k 及び QLν =
P (ν)k が成立する．更に，この P (ω), P (ν)について，

P (ω) ∼ bp
k(2πi/bk)q,

P (ν) ∼ bq
k(2πi/bk)p

が成立する．ここで，bk は定理 2.4で与えた定数である．

定理 C.13 を用いると，本付録の目標であった命題 2.16 の証明を完遂できる．ま
ず，それを見ておこう．

命題 2.16の証明 ここでは，一旦，定理 C.13 の主張を認めて，命題 2.16 を証明
する．
Ar,s,t は (p, q) 型の Ok 乗法を持つ Q 上のアーベル多様体である．系 C.12 より，

r, s, tを適切にとることで，p 6= q が成り立つと仮定してよい．各 a ∈ (Z/dZ)× に対
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して，ηa を定理 C.9で述べた Ar,s,t 上の 1次微分形式とする．このとき，ω, ν はそ
れぞれ

ω′ : =
∧

a∈QR

ηa ∈ Hn(Ar,s,t/Q),

ν′ : =
∧

a∈NR

ηa ∈ Hn(Ar,s,t/Q)

の射影射 πr,s,t : J(d) −→ Ar,s,t によるの引き戻しである．a ∈ QR のとき，k× は
ηa に指標 χn で作用し，a ∈ NR のとき，k× は ηa に指標 χ̄n で作用する．従っ
て，ω′ = ωAr,s,t 及び ν′ = νAr,s,t であるとしてよい．定義より，ω = π∗

r,s,tω
′ 及び

ν = π∗
r,s,tν

′ が成り立つので，任意の γ ∈ Hn(J(d)(C),Z) に対して∫
πr,s,t∗γ

ωAr,s,t =
∫

γ

ω ∈ Lω,∫
πr,s,t∗γ

νAr,s,t
=

∫
γ

ν ∈ Lν

を得る．従って πr,s,t から誘導される写像 Hn(J(d)(C),Q) −→ Hn(Ar,s,t(C),Q) が
全射であることと，定理 C.13より，命題 2.16の主張が得られる．

定理 C.13の証明には，次の小節で示される次の定理を用いる．

定理 C.14（[Roh78]） 次を満たす元 κ ∈ H1(J(d)(C),Z)が存在する．

(i) Z[A,B]κ = H1(J(d)(C),Z)が成立する．
(ii) 任意の j, k ∈ Zに対して，∫

AjBkκ

ηr,s,t = B(r/d, s/d)
d

(1− ζr)(1− ζs)ζrj+sk

が成立する．ここで，B(u, v) :=
∫ 1

0 t
u−1(1− t)v−1dtはベータ関数である．

定理 C.13の証明 定理 C.14の主張を一旦認めて，定理 C.13を証明しよう．(r, s, t)
が許容可能な新しい 3つ組であるとき，

(r′, s′, t′) := (〈−r〉, 〈−s〉, 〈−t〉)

も許容可能な新しい 3 つ組であり，(pr,s,t, qr,s,t) = (qr′,s′,t′ , pr′,s′,t′) 及び νr,s,t =
ωr′,s′,t′ が成立する．従って，定理 C.13の「ν の周期に関する主張」の証明は「ω の
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周期に関する主張」の証明に帰着される．そこで以下では，ω の周期に関する主張の
みを示す．
定理 C.14より，任意の γ ∈ H1(J(d)(C),Z) に対して，ある Ir,s,t(γ) ∈ Q(ζ) が存
在して， ∫

AjBkκ

ηr,s,t = B(r/d, s/d)Ir,s,t(γ)

が成立する．定理 C.14より，任意の a ∈ (Z/dZ)× と任意の γ ∈ H1(J(d)(C),Z)に
対して，

σa(Ir,s,t(γ)) = I〈ar〉,〈as〉,〈at〉(γ)

が成立することが分かる．ここで，定義 C.5で述べた通り，σa は ζ を ζa に対応させ
る Gal(Q(ζ)/Q)の元である．

Künnethの公式より，自然な同型
n∧

HomZ(H1(J(d),Z),Z) ' HomZ(Hn(J(d),Z),Z)

が成立する．H1(J(d),Z)は自由 Z加群なので，自然な写像

n∧
HomZ(H1(J(d),Z),Z) −→ HomZ

Ç n∧
H1(J(d),Z),Z

å
は同型である．更に，

∧n
H1(J(d),Z) と Hn(J(d),Z)は自由 Z加群なので，同型

Hn(J(d),Z) '
n∧
H1(J(d),Z) (C.4)

を得る．ω と ν の定義から，次の補題が直ちに得られる．

補題 C.15 任意の γ1, . . . , γn ∈ H1(J(d)(C),Z)に対して，

∫
γ1∧···∧γn

ω =

Ñ ∏
a∈QR

B(〈ar〉/d, 〈as〉/d)

é
· det

Å
σa(Ir,s,t(γi))

ã
i∈{1,2,...,n}
a∈QR

が成立する．

γ1, . . . , γn ∈ H1(J(d)(C),Z)とする．このとき，

M(γ1 · · · γn) =
Å
σa(Ir,s,t(γi))

ã
i∈{1,2,...,n}
a∈QR

∈Mn(Q(ζ))
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と定める．定義より，Gal(Q(ζ)/k) の任意の元 σ は M の列を置換するので，
σ detM(γ1 · · · γn) = ±detM(γ1 · · · γn) が成立する．ここで，符号 ±は γ1, . . . , γn

に依存しない．従って，次の補題が得られる．

補題 C.16 ある元 u ∈ k× が存在して，任意の γ1, . . . , γn ∈ H1(J(d)(C),Z)に対し
て，detM(γ1 · · · γn) = k

√
u が成立する．

同型 C.4より，Hn(J(d)(C),Z)は H1(J(d)(C),Z)の元の積で生成される Z加群
であるため，定理 C.13の前半の主張，すなわち次の系が従う．

系 C.17 P (ω) :=
∏

a∈QR B(〈ar〉/d, 〈as〉/d)と定めるとき，QLω = P (ω)k が成立
する．

あとは，P (ω) ∼ bp
k(2πi/bk)q，すなわち∏

a∈QR

B(〈ar〉/d, 〈as〉/d) ∼ (bk)p−qπq (C.5)

が成立することを示せばよい．
d = 3, 4の場合は，これが成り立つことが直接確認できる．以下では d > 4と仮定
する．このとき，w := #O×

k = 2 が成り立つことに注意する．
ε(r, s, t) := ε(r) + ε(s) + ε(t)とおく．ε(−1) = −1と w = 2に注意すると，bk の
定義と補題 C.11より，

bp−q
k = b

hε(r,s,t)
k ∼

(
πh

∏
0<a<d

Γ(a/d)ε(a)

)ε(r,s,t)/2

∼

Ñ
πh

∏
a∈QR

(
Γ(〈a〉/d) · Γ(1− (〈a〉/d))−1)éε(r,s,t)/2

が成り立つ．よって，Eulerの相補公式 Γ(z)Γ(1− z) = π/ sin πz を用いると，

bp−q
k ∼

Ñ
√
π

h−n ∏
a∈QR

Γ(〈a〉/d)

éε(r,s,t)

(C.6)

が得られる．一方，ガンマ関数によるベータ関数の表示B(u, v) = Γ(u)Γ(v)/Γ(u+v)
と Eulerの相補公式から，

B(〈ar〉/d, 〈as〉/d) ∼ Γ(〈ar〉/d)Γ(〈as〉/d)Γ(〈at〉/d)
π

(C.7)
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が従う．ε(r)の値が 0, 1,−1のいずれであっても，

∏
a∈QR

Γ(〈ar〉/d) ∼
√
π

n(1−ε(r))

Ñ ∏
a∈QR

Γ(〈ar〉/d)

éε(r)

が成立することが確認できるので，(C.7)から

B(〈ar〉/d, 〈as〉/d) ∼
√
π

n(1−ε(r,s,t)) ∏
a∈QR

Γ(〈ar〉/d)ε(r,s,t)

が得られる．よって，(C.6)と合わせて

B(〈ar〉/d, 〈as〉/d) ∼
√
π

n−ε(r,s,t)h
bp−q

k

が成り立つ．n = p + q かつ hε(r, s, t) = p − q より，n − ε(r, s, t)h = 2q が成り立
つので，所望の式 (C.5)を得る．これで定理 C.13の証明が完了した．

C.3 定理 C.14の証明

本小節では，前小節で保留にしていた，定理 C.14の証明を行う．
まず，Fermat 曲線の基本群とホモロジー群の様子を観察しておこう．ε := eπi/d

とおく．0 ≤ j ≤ d− 1を満たす整数 j に対して，

aj := (0 : ζj : 1), bj := (ζj : 0 : 1), cj := (εζj : 0 : 1) ∈ F (d)(C)

と定めて，F (d)af := F (d)an \ {aj , bj , cj | 0 ≤ j ≤ d − 1} とおく．このとき，
Riemann面の d2 次不分岐 Galois被覆

Cd : F (d)af −→ C \ {0, 1}; (x : y : 1) 7−→ xd

が定まる．区間 (0, 1)内の点 z0 を固定し，`A, `B ∈ π1(C \ {0, 1}, z0) それぞれを中
心 0，中心 1の z0 を通る左回り（正の向き）の円周（のホモトピー類）とする．この
とき，π1(C \ {0, 1}, z0) は `A と `B で生成される自由群になる．
P0 := ( d

√
z0 : d
√

1− z0 : 1) ∈ C−1(z0) ∩ P2(R) とおく．Cd から誘導される単射
π1(Cd) : π1(F (d)af .P0) ↪→ π1(C \ {0, 1}, z0) の像は `d

A, `
d
B と交換子部分群

〈γ`A`B`
−1
A `−1

B γ−1 | γ ∈ π1(C \ {0, 1}, z0)〉
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で生成される部分群 H になる．実際，ループ `d
A, `

d
B , γ`A`B`

−1
A `−1

B γ−1 は 0, 1 で
の回転数が d の倍数になるので，F (d) のループに持ち上がるので H ⊆ Im π1(Cd)
であり，更に H は指数 d2 の部分群であることから不分岐被覆の Galois 理論より
H = Im π1(Cd)が言える．従って，H1(F (d)af ,Z) ' Hab が成り立つ．以下この同
型で両者を同一視する．この同一視のもとで，H1(F (d)af ,Z)は `d

A, `
d
B と

(`j
A`

k
B)(`A`B`

−1
A `−1

B )(`j
A`

k
B)−1 (0 ≤ j, k ≤ d− 1)

で生成されるアーベル群である．ループ `A, `B はそれぞれ，

π1(C \ {0, 1}, z0)/H = Gal
Å

(F (d)af , P0)
¡

(C \ {0, 1}, z0)
ã

⊆ Aut(F (d)af , P0)

という同一視の下で F (d)af の自己同型 A,B に対応している．これにより，A,B の
γ ∈ H1(F (d)af ,Z) = Hab への作用は

Aγ = `Aγ`
−1
A

Bγ = `Bγ`
−1
B

となる．従って H1(F (d)af ,Z)は Z[A,B]加群として 3つの元 γ1 := `d
A, γ2 := `d

B，
及び γ3 := `A`B`

−1
A `−1

B で生成される．以下では，κ := −γ3 とおく．

定理 C.14の証明 上でとった κが定理 C.14の条件 (i)(ii)を満たすことを示そう．
まず，条件 (i)が満たされていること，すなわち，κが Z[A,B]加群のH1(F (d),Z)
の生成元になることを示そう．そのためには，γ1 = γ2 = 0であること，すなわち，
許容可能な任意の (r, s, t)に対して，∫

γ1

ηr,s,t =
∫

γ2

ηr,s,t = 0

が成り立つことを示せばよい．まず，ループ γ1 の積分については，∫
γ1

ηr,s,t =
∫

`d
A

(z1/d)r−1((1− z)1/d)s−ddz1/d

=
d−1∑
j=0

∫
`A

(z1/d)r−1((1− z)1/d)s−ddz1/d = 0
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となる．ここで，多価関数 z1/d および (1− z)1/d はそれぞれ最初に主値 z0 7→ d
√
z0,

z0 7→ d
√

1− z0 をとるように定めて，曲線に沿って解析接続していくものとした．
ループ γ2 の積分についても，同様にして

∫
γ2
ηr,s,t = 0 が示せる．以上より，

H1(F (d),Z) = Z[A,B]κ

であることが示された．
最後に κが定理 C.14の条件 (ii)を満たすことを示す．複素積分を計算する標準的
な議論（Cauchyの積分定理を用いて積分路を変更して，極限をとるという議論）に
より， ∫

κ

ηr,s,t = −
∫

`A`B`−1
A

ηr,s,t

= −(−1 + ζr − ζr+s + ζs)
∫ 1

0
t(r−1)/d(1− t)(s−d)/ddt1/d

= (1− ζr)(1− ζs)B(r/d, s/d)
d

が成り立つ．各 j, k ∈ Zに対して，∫
AjBkκ

ηr,s,t =
∫

κ

(AjBk)∗ηr,s,t = ζrj+sk

∫
κ

ηr,s,t

であるので，条件 (ii)が成り立つ．
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