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志村多様体を用いた Galois表現の構成

三枝 洋一 ∗

1 はじめに
F を代数体とし，ΓF = Gal(F/F ) をその絶対 Galois 群とする．また，素数 `

および体の同型 Q` ∼= C を固定する．GLn に対する大域 Langlands 予想により，
GLn(AF )の「代数的な」尖点的保型表現と，ΓF の「代数的な」n次元既約 `進表現
の間には一対一対応があると期待されている（F = Qの場合には [三枝 2, §4.5]でも
述べた）．この主張を正確に述べるために，いくつか用語を思い出しておく．

定義 1.1 (1) GLn(AF )の保型表現 Πおよび F の無限素点 v に対し，Πv の無限
小指標を ®

(av,1, . . . , av,n) ∈ Cn/Sn Fv ∼= R
(av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) ∈ (Cn/Sn)2 Fv ∼= C

とおく（GLn の保型表現に関する用語については，[三枝 1]の 1.4節を参照．
Fv は F の v における完備化を表す）．Πが L代数的であるとは，任意の無限
素点 v に対し®

(av,1, . . . , av,n) ∈ Zn/Sn Fv ∼= R
(av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) ∈ (Zn/Sn)2 Fv ∼= C

が成り立つことをいう．また，Πが C 代数的であるとは，任意の無限素点 v

に対し ®
(av,1, . . . , av,n) ∈ (Zn + ρ)/Sn Fv ∼= R
(av,1, . . . , av,n; bv,1, . . . , bv,n) ∈ ((Zn + ρ)/Sn)2 Fv ∼= C
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が成り立つことをいう*1．ただし，ρ = (n−1
2 , n−3

2 , . . . , 1−n
2 )である．

Πが正則であるとは，任意の無限素点 v に対し®
av,1, . . . , av,n が相異なる Fv ∼= R
av,1, . . . , av,n および bv,1, . . . , bv,n がそれぞれ相異なる Fv ∼= C

が成り立つことをいう．
(2) ρ : ΓF → GLn(Q`) を ΓF の n 次元 ` 進表現とする．ρ が代数的であるとは，
以下の 2条件を満たすことをいう：
• ρは F のほとんど全ての有限素点において不分岐である．
• `を割り切る F の任意の素点 v に対し，ρv = ρ|ΓFv

は de Rhamである．
ここで ΓFv は Fv の絶対 Galois群を表す．

(3) ΠをGLn(AF )の等圧的保型表現（[Clo90, Definition 1.2], [三枝 1, 定義 1.45]
参照）とし，ρ を ΓF の n 次元半単純 ` 進表現とする．Π と ρ が対応すると
は，F のほとんど全ての有限素点 v に対し，以下が成り立つことをいう：

Πv および ρv は不分岐であり，Πv の佐武パラメータは ρ(Frobv) の固有
値と多重集合として一致する．

Π に対応する ρ，および ρ に対応する Π は存在すれば一意である（前者は
Chebotarev密度定理の，後者は [JS81]の帰結である）．

以下が GLn の大域 Langlands予想（の一つの定式化）の正確な主張である：

予想 1.2（GLn の大域 Langlands予想） 定義 1.1 (3)の対応によって，以下の 2つ
は一対一に対応する：

• GLn(AF )の L代数的な尖点的保型表現．
• ΓF の n次元既約代数的 `進表現．

予想 1.2の研究は，通常，以下のような順序で行われる：

1. GLn(AF )の L代数的な尖点的保型表現 Πに対し，それに対応する n次元半
単純 `進表現 RΠ を構成する（Galois表現の構成問題）．

2. 1で構成した `進表現 RΠ の性質（既約性，代数性，局所成分の記述（局所大
域整合性）など）を調べる．

*1 C 代数的という用語は 4節でのみ用いられる．[Clo90]における「代数的」はこちらの方を指す．
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3. ΓF の n次元既約代数的 `進表現 ρに対し，ρ ∼= RΠ となる GLn(AF )の L代
数的な尖点的保型表現 Πが存在することを示す（Galois表現の保型性問題）．

本稿の目標は，Galois 表現の構成問題に関する以下の定理の証明を解説することで
ある．

定理 1.3（[HT01], [Shi11], [CH13], [HLTT16], [Sch15]） F を総実体またはCM
体とし，Πを GLn(AF )の正則 L代数的な尖点的保型表現とする．このとき，Πに
対応する n次元半単純 `進表現 RΠ が存在する．

n = 2かつ F = Qの場合の定理 1.3は，重さ 2以上の楕円モジュラー形式に伴う
2次元 Galois表現の存在についてのよく知られた定理（Eichler，志村，Deligne）に
他ならない．その場合には，モジュラー曲線（= GL2,Q の志村多様体）のエタール
コホモロジーを用いて Galois表現が構成されるのであった．一方，F が CM体の場
合，あるいは n ≥ 3の場合には，GLn,F の志村多様体は存在しないため，同様の証
明は通用せず，より高度な技術が必要となる．
定理 1.3の証明は，Πが偏極可能かどうかで大きく異なる．まず，保型表現の偏極
可能性の定義をしておこう．

定義 1.4 F を総実体または CM 体とする．c を F の複素共役とし，F+ = F c=1

とおく（F が総実体ならば c = id, F+ = F である）．Πを GLn(AF )の保型表現と
する．

(1) Πが偏極可能であるとは，以下の条件を満たす Hecke指標 χ : A×
F+/(F+)× →

C× が存在することをいう：
• Πc ∼= Π∨ ⊗ (χ ◦NrF/F+ ◦det)．
• F+ の無限素点 v に対する χv(−1)の値は v によらない．

(2) (1)において特に χ = 1ととれるとき，すなわち Πc ∼= Π∨ となるとき，Πは
共役自己双対的 (CSD*2)であるという．

注意 1.5 F が CM体である場合，偏極可能な L代数的保型表現 Πに対し，代数的
な Hecke指標 ψ : A×

F /F
× → C× であって Π⊗ (ψ ◦ det)が CSDとなるようなもの

をとることができる（[CHT08, Lemma 4.1.4]を参照）．

*2 conjugate self-dualの略．
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定理 1.3の証明の方針は以下の通りである：

(A) Πが偏極可能な場合，F が CM体であり，Πが CSDであるときが本質的であ
る．この場合には，ユニタリ群の Arthur分類を用いて，Πをユニタリ群の保
型表現と関連付けることができる．このこととコンパクトなユニタリ型志村多
様体のエタールコホモロジーを用いて RΠ を構成する．

(B) Πが偏極可能とは限らない場合，保型形式の合同の技術を用いて偏極可能な場
合に帰着する．保型形式間のよい合同関係の存在を示す際に，非コンパクトな
ユニタリ型志村多様体のコンパクト化の境界が GLn の局所対称空間と結び付
くことを用いる．

(A)と (B)ではともに志村多様体を用いるが，その使われ方は全く異なることに注目
していただきたい．なお，Πが偏極可能でない場合にも，志村多様体のエタールコホ
モロジーを用いて RΠ を構成できないだろうかという自然な疑問が湧くかもしれない
が，そのようなことは期待できないということが分かっている（[JT20]を参照）．
本稿ではまず，2節においてユニタリ群の Arthur分類を概説し，3節において (A)
の部分を紹介する．(B)の部分は 4節で解説される．

■記号 基本的に [三枝 2]と同様の記号を用いる．

• 環 A上の対象 X および A代数 B に対し，X の B への底変換を XB と表す．
• 体 F に対し，その分離閉包を F で表し，絶対 Galois群 Gal(F/F )を ΓF で
表す．
• Qのアデール環 AQ を単に Aで表す．また，Af =

∏′
v 6=∞ Qv で有限アデール

環を表す．
• 整数 n ≥ 1 に対し，n 次単位行列を In で表す．また，n 次正方行列 Φn を

Φn =

á
1

−1

. .
.

(−1)n−1

ë
で定める．

2 ユニタリ群の Arthur分類
本節では，[Mok15]および [KMSW]によるユニタリ群の Arthur分類を，本稿で
用いる状況に限って概説する．Arthur分類の基本については，[三枝 2, §5]を先にご
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覧いただきたい．
E を虚二次体，F+ を総実体とし，F = EF+ とおく．F の複素共役を cで表す．

F+ および F に対する Langlands群 LF+ , LF の存在（[三枝 2, 予想 4.28]参照）を
仮定する（これは説明の都合上のものであり，実際は Langlands 群の存在を使わず
に全ての主張を定式化・証明することが可能である）．整数 r ≥ 1に対し GLr(AF+)
の尖点的保型表現 π に対応する LF+ の r 次元既約表現を φπ とおく．GLr(AF ) の
尖点的保型表現に対しても同様の記号を用いる．
m ≥ 1を整数とし，〈 , 〉 : Fm×Fm → Qを 〈x, y〉 = −〈y, x〉, 〈ax, y〉 = 〈x, c(a)y〉

(x, y ∈ Fm, a ∈ F ) を満たす非退化ペアリングとする．F+ 上の代数群 U を以下で
定める：F+ 代数 Rに対し

U(R) = {g ∈ GLm(F ⊗F+ R) | 〈gx, gy〉 = 〈x, y〉}．

ここでは，Uが以下の仮定を満たす状況を考える．

仮定 2.1 • mは 3以上の奇数である．
• F+ の任意の有限素点 v に対し，U⊗F+F+

v は準分裂的である（v が F/F+ で
分解するならば U⊗F+F+

v
∼= GLm であるから，これは v が F/F+ において

非分解である場合の制約である）．
• F+ のある無限素点 v0 において ((F ⊗F+ F+

v0
)m, 〈 , 〉v0)をエルミート形式と

見たときの符号は (1,m − 1) であり，それ以外の無限素点 v 6= v0 において
((F ⊗F+ F+

v )m, 〈 , 〉v)をエルミート形式と見たときの符号は (0,m)である．

U(AF+)の離散的保型表現の同型類のなす集合を Adisc(U)と書く．

U⊗F+F ∼= GLmであるから，Uの双対群 ÛはGLmの双対群，すなわちGLm(C)
と一致する．また，Galois 群 ΓF+ の Û への作用は Gal(F/F+) = {1, c} を経由す
る．c の Û への作用は g 7→ Φmtg−1Φ−1

m で与えられる（Φm による共役をとってい
るのは，GLm(C)の標準的な splittingを保つようにするためである）．[三枝 2, 定義
7.1]で定めたように，Uの大域 Aパラメータとは，連続準同型

ψ : LF+ × SL2(C)→ LU = Û ⋊ ΓF+

であって以下の性質を満たすもののことであった：

• ψ は自然な射影 LF+ × SL2(C)→ ΓF+ , Û ⋊ ΓF+ → ΓF+ を保つ．
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• ψ|LF + の像は半単純元からなる．ただし，(g, σ) ∈ Û ⋊ ΓF+ が半単純である
とは，gσ(g) ∈ Û = GLm(C)が半単純であることをいう．
• ψ|SL2(C) は代数的な準同型である．

U の大域 A パラメータの Û 共役類全体を Ψ(U) と書く．ψ ∈ Ψ(U) が離散的で
あるとは，中心化群 Sψ = Cent“U(Imψ) の単位元を含む連結成分 S0

ψ が Û の中心
Z(Û) = C× に含まれることをいうのであった．離散的な大域 A パラメータのなす
Ψ(U)の部分集合を Ψdisc(U)と書く．
F+ の素点 v に対し，

LF+
v

=
®
WF+

v
× SU(2) v ∤∞

WF+
v

v | ∞

とおく．Uの vにおける局所 Aパラメータ LF+
v
× SL2(C)→ Û⋊WF+

v
も大域 Aパ

ラメータと同様に定義される（[三枝 2, 定義 7.1]参照）．その Û共役類全体を Ψv(U)
と書く．GLr(AF ) (r ≤ m)の尖点的保型表現に対する Ramanujan予想を仮定する
と*3，ψ ∈ Ψdisc(U)に対し，その局所化 ψv ∈ Ψv(U)を定めることができる（後述の
命題 2.9を使う）．
それでは，Uに対する Arthur分類を述べよう．

定義 2.2 ψ ∈ Ψdisc(U)とする．π ∈ Adisc(U)であって以下の条件を満たすもの全
体を Aψ(U)と書く：

F+ の素点の有限集合 S で以下を満たすものが存在する：
• S は F+ の無限素点を全て含む．
• F+ の素点 v が S に属さないならば，v は F/F+ において不分岐であ
り，πv は U(F+

v )の不分岐表現である．さらに，πv の佐武パラメータを
φur
πv

: WF+
v
/IF+

v
→ Û ⋊ (WF+

v
/IF+

v
)とすると，合成

LF+
v

pr1−−→WF+
v
→WF+

v
/IF+

v

φur
πv−−→ Û ⋊ (WF+

v
/IF+

v
)

は合成
LF+

v

α−→ LF+
v
× SL2(C) ψv−−→ Û ⋊WF+

v

*3 Ψv(U)の定義の条件を少し緩めることでこの仮定を外す方法もあるが，ここでは述べない．
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と Û共役である．ここで，αは u 7→
(
u,

Å
|u|1/2 0

0 |u|−1/2

ã)
によって定ま

る準同型である．ただし，|u|は合成 LF+
v
→W ab

F+
v

Art−1
F

+
v−−−−→ (F+

v )×
|−|

F
+
v−−−−→

R>0 による u ∈ LF+
v
の像を表す．

定理 2.3（近同値類への分割） Adisc(U) =
⨿
ψ∈Ψdisc(U)Aψ(U)が成り立つ．

定理 2.4（局所 Arthur分類） v を F+ の素点とする．U(F+
v )の既約ユニタリ表現

の同型類の集合を Πunit(U(F+
v ))と書く．

(1) ψ ∈ Ψv(U) に対し，Πunit(U(F+
v )) 上の有限集合 Πψ（すなわち，有限集合

Πψ と写像 Πψ → Πunit(U(F+
v )) の組），および写像 Πψ → “Sψ; π 7→ 〈−, π〉

を定義することができる．ここで，Sψ = π0(Cent“U(Imψ)/Z(Û)Γ
F

+
v )であり

（π0(−)は連結成分のなす群を表す），“Sψ は Sψ 上の指標の集合を表す．
Πψ を ψ に対応する（局所）Aパケットと呼ぶ．Πψ および Πψ → “Sψ はエン
ドスコピー指標関係式による特徴付けを持つ．

(2) v が F/F+ で不分岐な有限素点であり，ψ ∈ Ψv(U)が ψ|I
F

+
v

×SU(2)×{1} = 1
を満たすとする．このとき，Πψ は唯一の不分岐表現 πur を含み，〈−, πur〉 = 1
である．πur の佐武パラメータは LF+

v

α−→ LF+
v
× SL2(C) ψ−→ Û ⋊WF+

v
で与

えられる．
(3) F+ の有限素点 vが F において v = wwc と分解するとき，任意の ψ ∈ Ψv(U)
に対し #Πψ = 1, Sψ = 1である．さらに，同型 U(F+

v ) ∼= GLm(Fw)によっ
て Πψ の唯一の元を GLm(Fw) の既約許容表現とみなしたときの L パラメー
タは以下で与えられる：

LFw = LF+
v

α−→ LF+
v
×SL2(C) ψ−→ Û⋊WF+

v
= GLm(C)×WFw

pr1−−→ GLm(C)．

定義 2.5 ψ ∈ Ψdisc(U)に対し，大域 Aパケット Πψ を

Πψ =
{⊗

v

πv

∣∣∣ πv ∈ Πψv
, ほとんど全ての v ∤∞に対し πv は不分岐

}
と定める．Sψ = π0(Sψ/Z(Û)ΓF + ) とおくと，F+ の各素点 v に対し，自然な準同
型 Sψ → Sψv が定まる．これを s 7→ sv と書く．π ∈ Πψ および s ∈ Sψ に対して
〈s, π〉 =

∏
v〈sv, πv〉とすることで，写像 Πψ → “Sψ; π 7→ 〈−, π〉が定まる．
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定理 2.6（大域 Arthur分類） ある指標 εψ ∈ “Sψ が存在して，以下を満たす：

Aψ(U) = {π ∈ Πψ | 〈−, π〉 = εψ}．

ψ|SL2(C) = 1のときは εψ = 1である．
さらに，任意の π ∈ Aψ(U)に対し，m(π) = 1である．

注意 2.7 一般に，局所 Arthur分類を正規化するためには，以下のデータを固定す
る必要がある：

• 準分裂内部形式のWhittakerデータ．
• 純内部形式，拡大純内部形式，リジッド内部形式などの付加構造．

より詳しい説明については，[三枝 3, §2.6] を参照．本節で考えている，F 上のエル
ミート形式に付随するユニタリ群 Uの場合には，付加構造として純内部形式を用い
ることができる．F+ の素点 v に対し，U⊗F+F+

v に純内部形式の構造を与えること
は，以下を満たすような Z/2Zの元 av を与えることと同値である：

• v が F/F+ で分解するときは av = 0．
• v が F/F+ で非分解な有限素点であり，mが偶数のときは，

av =
®

0 （U⊗F+F+
v が準分裂であるとき）

1 （U⊗F+F+
v が準分裂でないとき）

（mが奇数のときは条件なし）．
• v が無限素点のときは，U⊗F+F+

v
∼= U(pv, qv)と書くと，mが偶数のときは

av = m

2
+ qv (mod 2)（mが奇数のときは条件なし）．

さらに，各素点における純内部形式を集めたもの (av)v が大域的な純内部形式を定め
るための条件は

∑
v av = 0である．Adisc(U)の記述を行うためには，この条件も課

す必要がある．詳細は [KMSW, §0.3.3]を参照．
ここでは仮定 2.1を課しているため，全ての素点 v に対し av = 0ととることがで
きる．定理 2.4 の主張は，av = 0 ととったときのものである．av 6= 0 の場合には，
定理 2.4における Sψ の定義を変更する必要が生じる．[KMSW, §1.6.1]を参照．
また，mが奇数の場合には，Uの準分裂内部形式のWhittakerデータも一意的と
なり，そのとり方を気にする必要がない．
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U(AF+)の保型表現と GLm(AF )の保型表現を繋げるために，大域 Aパラメータ
ψ ∈ Ψ(U)についてもう少し詳しく見ておこう．ψ を LF × SL2(C)に制限すること
で，ΓF への射影を保つ準同型

ψ|LF ×SL2(C) : LF × SL2(C)→ GLm(C)× ΓF

が得られる．第一射影と合成することで，これは LF × SL2(C)のm次元半単純表現

pr1 ◦ ψ|LF ×SL2(C) : LF × SL2(C)→ GLm(C)

と同一視できる．では，逆に LF × SL2(C)の m次元半単純表現が与えられたとき，
それがいつ Uの大域 Aパラメータから来るのであろうか？その答えは以下で与えら
れる：

定義 2.8 LF+ → LF+/LF ∼= Gal(F/F+) = {1, c} によって c にうつる LF+ の
元を固定し，それも c と書く．ρ : LF × SL2(C) → GLm(C) を半単純表現とし，
ρc = ρ ◦Ad(c)とおく（Ad(c)は c ∈ LF+ による共役を表す）．

(1) ρc ∼= ρ∨ であるとき，ρは共役自己双対的 (CSD)であるという．
(2) LF × SL2(C)不変な非退化双線型形式 〈 , 〉 : ρ× ρc → Cであって

〈y, ρ(c2)x〉 = 〈x, y〉

を満たすものが存在するとき，ρは共役直交的であるという．共役直交的なら
ば CSDである．

これらの条件は cの LF+ への持ち上げのとり方によらない．

命題 2.9（[GGP12, Theorem 8.1]） ψ 7→ pr1 ◦ ψ|LF ×SL2(C) は，Ψ(U)から LF ×
SL2(C)の共役直交的なm次元半単純表現の同型類の集合への全単射を与える．

注意 2.10 (1) 命題 2.9 においては，m が奇数であるという仮定を使っている．
mが偶数の場合には，「共役直交的」が「共役シンプレクティック」に置き換
わる．

(2) v を F+ の素点とし，w を v の上にある F の素点とする．F/F+ において v

が非分解であるとき，定義 2.8と同様にして ψ ∈ Ψv(U)が CSDであること，
共役直交的であることが定義され，命題 2.9と同様のことが成り立つ．



464 三枝 洋一

共役直交的な Aパラメータの重要な例として，以下のものがある．

命題 2.11（[Mok15, Example 2.5.8]） Π1, . . . ,Πr を GLm1(AF ), . . . ,GLmr (AF )
(m1 + · · · + mr = m) の尖点的保型表現とし，GLm(AF ) の等圧的保型表現 Π =
Π1⊞ · · ·⊞Πr はCSDかつ正則 L代数的であると仮定する（Langlands和⊞について
は [Clo90, §1.1]および [三枝 1, 定義 1.45]を参照）．LF の表現 φΠ = φΠ1⊕· · ·⊕φΠr

を LF × SL2(C)の表現とみなしたもの φΠ ⊠ 1をまた φΠ と書く．このとき，φΠ は
LF × SL2(C)の共役直交的な半単純表現である．

証明 LF × SL2(C)不変な非退化双線型形式 〈 , 〉 : φΠ × φcΠ → Cがスカラー倍を除
き一意的であり，〈y, φΠ(c2)x〉 = 〈x, y〉 を満たすことを示せばよい．このためには，
F の無限素点 wを固定して，φΠ|WFw

に対して同じことを示せばよい．Πは CSDか
つ正則 L代数的であるから，φΠ|WFw

: WFw = C× → GLm(C)は以下のような形を
している：

z 7→ diag((z/z)a1 , . . . , (z/z)am) (a1, . . . , am ∈ Z, a1 > · · · > am)．

この形から，WFw 不変な非退化双線型形式 〈 , 〉 : Cm × Cm → Cm は

〈(xi), (yi)〉 = x1y1 + · · ·+ xmym

のスカラー倍であることがすぐに分かる．v を w の下にある F+ の素点とし，
c ∈ WF+

v
\WFw

= WR \WC として j をとる．x ∈ Cm に対し φΠ|WFw
(j2)(x) = x

であることに注意すると，〈 , 〉が共役直交的であることが分かる．

以下ではしばらく，Π を命題 2.11 の通りとする．φΠ が定める Ψ(U) の元をまた
φΠ と書く．φΠ が離散的であることは，Π1, . . . ,Πr が相異なり，かつ各 Πi が CSD
であることと同値である．

■近同値類 AφΠ(U) の記述 近同値類 AφΠ(U) を具体的に記述しておこう．π ∈
Adisc(U) とする．π が近同値類 AφΠ(U) に属することは，F+ の素点の有限集合 S

であって以下の条件を満たすものが存在することと同値である：

• S は F+ の無限素点を全て含む．
• F+ の素点 v が S に属さないならば，v は F/F+ において不分岐であり，πv
は U(F+

v ) の不分岐表現である．さらに，w を v の上にある F の素点とする
とき，πv は Πw と以下のような関係にある．
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πv の佐武パラメータを φur
πv

: WF+
v
/IF+

v
→ Û ⋊ (WF+

v
/IF+

v
) とおくと，

φur
πv
|WFw/IFw

は Πw の佐武パラメータに一致する．特に，v が F/F+ に
おいて分解するならば，同型 U(F+

v ) ∼= GLm(Fw) のもとで πv ∼= Πw で
ある．

注意 2.12 この状況を，Π が π の（弱）底変換であるということがある．より一
般に，U(AF+)の離散的とは限らない保型表現 π および GLm(AF )の等圧的保型表
現 Πに対し上の条件を満たす S が存在するならば，Πは π の底変換であるといい，
Π = BC(π)と書くことにする．この用語は，4節で用いられる．

■無限素点における局所 A パケットの記述 v を F+ の無限素点とし，w をその上
にある F の素点とする．

命題 2.13 φΠ,v は離散的な Lパラメータである．

証明 Πw がコホモロジー的であることとエンドスコピー指標関係式から，ΠφΠ,v

はコホモロジー的な表現を含むことが分かる（[Lab11, Lemme 4.4] 参照）．U(F+
v )

は離散系列表現を持つから，緩増加かつコホモロジー的な表現は離散系列表現であ
る（[NP, §3]の冒頭を参照）．よって Lパケット ΠφΠ,v

は離散系列表現を含むので，
φΠ,v は離散的な Lパラメータである．

この命題より，φΠ,v は完全に決まってしまう．

命題 2.14 (1) Πw の無限小指標を

(aw,1, . . . , aw,m;−aw,m, . . . ,−aw,1) (aw,1, . . . , aw,m ∈ Z, aw,1 > · · · > aw,m)

とすると，φΠ,v : WF+
v

= WR → Û ⋊WR は以下で与えられる：
• z ∈ C× ⊂WR に対し，φΠ,v(z) = (diag((z/z)aw,1 , . . . , (z/z)aw,m), z)．
• j ∈WR に対し，φΠ,v(j) = (Φm, j)．

(2) Cent“U(ImφΠ,v) = {diag(ε1, . . . , εm) | εi ∈ {±1}}, SφΠ,v
∼= (Z/2Z)m−1 で

ある．
(3) U(F+

v ) ∼= U(pv, qv) (pv + qv = m) と表すと，L パケット ΠφΠ,v
の元は

Sm/(Spv
×Sqv

)でパラメータ付けられる（Sm, Spv
, Sqv

は対称群を表す）．
特に v = v0（仮定 2.1 参照）ならば #ΠφΠ,v

= m であり，v 6= v0 ならば
#ΠφΠ,v

= 1である．
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証明 (1) は [BC05, Proposition 4.3.2] を参照．(2) は (1) からすぐに分かる．(3)
は [Clo11, §3]を参照．

以下では，状況をさらに簡単にするために，次の仮定をおく：

仮定 2.15 F/F+ は任意の有限素点において不分岐である．

これは非常に強い仮定であるが，Galois 表現を構成する際にはこの場合に帰着す
ることができる．

■Πが尖点的である場合 nが奇数（かつ Πが偏極可能）の場合の定理 1.3の証明に
は，Arthur分類を以下の状況で用いる．

定義 2.16 Πを GLm(AF )の CSDかつ正則 L代数的な尖点的保型表現とし，以下
の条件を仮定する：

F+ の有限素点 v が F/F+ において非分解ならば，v の上にある F の素点 w

に対し Πw は不分岐表現である（このとき φΠ,v は不分岐な L パラメータと
なる）．

F+ の各有限素点 v に対し，U(F+
v )の既約許容表現 πv を以下のように定める：

• v が F/F+ において非分解ならば，πv は ΠφΠ,v
に属する唯一の不分岐表現．

• v が F/F+ において v = wwc と分解するならば，πv = Πw．

さらに，πf =
⊗′

v∤∞ πv とおく．

定理 2.17 π′
∞ =

⊗
v|∞ π′

v を
∏
v|∞ U(F+

v )の既約許容表現とするとき，πf ⊗ π′
∞

が Adisc(U)に属することは，F+ の任意の無限素点 v に対し π′
v ∈ ΠφΠ,v

が成り立つ
ことと同値である．さらにこのときm(πf ⊗ π′

∞) = 1が成り立つ．

証明 定理 2.6および SφΠ = 1より明らかである．

■Π = Π1 ⊞ Π2 の場合 nが偶数（かつ Πが偏極可能）の場合の定理 1.3の証明に
は，Arthur分類を以下の状況で用いる．

定義 2.18 Π1 をGLm−1(AF )の CSDかつ正則 L代数的な尖点的保型表現とし，以
下の条件を仮定する：
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F+ の有限素点 v が F/F+ において非分解ならば，v の上にある F の素点 w

に対し Π1,w は不分岐表現である．

また，Π2 : A×
F → C× を CSDな代数的 Hecke指標であって以下の条件を満たすもの

とする：

• F+ の有限素点 v が F/F+ において非分解ならば，v の上にある F の素点 w

に対し Π2,w は不分岐である．
• Π = Π1 ⊞ Π2 は正則である．

πf =
⊗′

v∤∞ πv を定義 2.16と同様に定める．

定理 2.19 ΠφΠ,v0
の部分集合 Π+

φΠ,v0
であって，以下を満たすものが存在する：

π′
∞ =

⊗
v|∞ π′

v を
∏
v|∞ U(F+

v )の既約許容表現とするとき，πf ⊗ π′
∞ が Adisc(U)

に属することは，F+ の任意の無限素点 v に対し

π′
v ∈
®

Π+
φΠ,v0

v = v0

ΠφΠ,v
v 6= v0

が成り立つことと同値である．さらにこのとき，m(πf ⊗ π′
∞) = 1が成り立つ．

Π+
φΠ,v0

の位数はm− 1または 1である．

証明 SφΠ = Z/2Zである．SφΠ の非自明元を sと書く．F+ の無限素点 v 6= v0 に
対し，ΠφΠ,v

に属する唯一の元を πv と書き（命題 2.14 (3)参照），

Π+
φΠ,v0

=
{
τ ∈ ΠφΠ,v0

∣∣∣ 〈sv0 , τ〉 ·
∏

v|∞,v 6=v0

〈sv, πv〉 = 1
}

とおく．Π+
φΠ,v0

の位数を調べよう．命題 2.14 (3) で述べたように，ΠφΠ,v0
は

Sm/(S1 × Sm−1) でパラメータ付けられるのであった．このパラメータ付けを
適切に正規化すると，τ ∈ ΠφΠ,v0

= Sm/(S1 ×Sm−1)に対し，

〈−, τ〉 : SφΠ,v0
= {(ε1, . . . , εm) | εi ∈ {±1}}/{±(1, . . . , 1)} → {±1}

は (ε1, . . . , εm) 7→
∏m
i=2 ετ(i) の ±1倍で与えられる．sv0 = [(1, . . . , 1,−1)]なので，

〈sv0 , τ〉 =
®
±1 τ(1) = m

∓1 τ(1) 6= m
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（複号同順）である．この計算については [Shi11, §3.6], [Clo11, §3]を参照．このこ
とから #Π+

φΠ,v0
はm− 1または 1であることが分かる．

Π+
φΠ,v0

が条件を満たすことを証明しよう．F+ の有限素点 v に対し，〈sv, πv〉 = 1
である．実際，v が F/F+ において分解するならば定理 2.4 (3) より SφΠ,v

= 1
であり，v が F/F+ において非分解ならば πv は不分岐表現なので定理 2.4 (2)
より 〈sv, πv〉 = 1 である．よって定理 2.6 より，

∏
v|∞ U(F+

v ) の既約許容表現
π′

∞ =
⊗

v|∞ π′
v に対し，πf ⊗ π′

∞ が Adisc(U) に属することは，F+ の任意の無限
素点 v に対し π′

v ∈ ΠφΠ,v
であり，かつ

∏
v|∞〈sv, π′

v〉 = 1 であることと同値であ
る．v 6= v0 に対し π′

v ∈ ΠφΠ,v
ならば π′

v = πv であり，
∏
v|∞〈sv, π′

v〉 = 1 ⇐⇒
〈sv0 , π

′
v0
〉 ·

∏
v|∞,v 6=v0

〈sv, πv〉 = 1 ⇐⇒ π′
v0
∈ Π+

φΠ,v0
が成り立つ．よって，πf ⊗π′

∞

が Adisc(U)に属することは，F+ の任意の無限素点 v に対し

π′
v ∈
®

Π+
φΠ,v0

v = v0

ΠφΠ,v
v 6= v0

が成り立つことと同値であることが分かった．πf ⊗ π′
∞ ∈ Adisc(U)ならば，定理 2.6

からm(πf ⊗ π′
∞) = 1である．

Π1 にもう少し強い正則性を課すと，Π2 をうまく選んで #Π+
φΠ,v0

= m− 1とする
ことができる．

定義 2.20 Π1 を GLm−1(AF )の CSDかつ正則 L代数的な保型表現とする．Π1 が
F の無限素点 w において申正則 (Shin regular)であるとは，w における Π1 の無限
小指標

(aw,1, . . . , aw,m−1;−aw,m−1, . . . ,−aw,1) (aw,1 > · · · > aw,m−1)

が，ある奇数 1 ≤ k ≤ m− 2に対し aw,k − aw,k+1 ≥ 2を満たすことをいう．Π1 が
ある無限素点 wにおいて申正則であるとき，単に申正則であるという．

補題 2.21（[Shi11, Lemma 7.3]） Π1 を定義 2.18の通りとし，さらに申正則であ
ると仮定する．このとき，CSD な代数的 Hecke 指標 Π2 : A×

F → C× であって定義
2.18の条件を満たすものをうまくとると，#Π+

φΠ,v0
= m− 1とすることができる．

証明 概要のみ述べる．F の無限素点 wにおける Π1 の無限小指標を

((aw,1, . . . , aw,m−1); (−aw,m−1, . . . ,−aw,1)) (aw,1 > · · · > aw,m−1)



志村多様体を用いた Galois表現の構成 469

と書く．Π1 が申正則であるような F の無限素点 w1 および aw1,k − aw1,k+1 ≥ 2と
なる奇数 1 ≤ k ≤ m− 2を固定する．
定義 2.18における条件を満たす Hecke指標 Π2, Π′

2 を以下のようにとる：Π2, Π′
2

の wにおける無限小指標をそれぞれ (bw;−bw), (b′
w;−b′

w)としたとき，

• w = w1 ならば bw1 > aw1,1, aw1,k > b′
w1
> aw1,k+1．

• w 6= w1, w|E = w1|E ならば bw,1 > aw,1, b′
w,1 > aw,1．

このとき，Π = Π1 ⊞ Π2 に対して #ΠφΠ,v0
= 1 ならば Π′ = Π1 ⊞ Π′

2 に対して
#ΠφΠ′,v0

= m − 1であることが無限素点における写像 ΠφΠ,v
→ “SφΠ,v

の具体的な
記述を用いて示せる．[Clo11, §3], [CHL11a, §3.3]等を参照．

■一般ユニタリ群 GUの保型表現 ここまではユニタリ群 U(AF+)の保型表現につ
いて述べてきたが，志村多様体と直接関係するのはユニタリ群ではなく，以下で定義
する一般ユニタリ群である．

定義 2.22 Q上の代数群 GUを以下で定める：Q代数 Rに対し，

GU(R) = {(g, λ) ∈ GLm(F ⊗Q R)×R× | 〈gx, gy〉 = λ〈x, y〉}．

準同型 sim: GU→ Gm を (g, λ) 7→ λで定めると，次の完全系列がある：

1→ ResF+/Q U→ GU sim−−→ Gm → 1．

T = ResE/Q Gm とおく．θ : T × ResF+/Q U → GU; (t, g) 7→ tg は代数群の全

射である．T 1 = Ker(T
NrE/Q−−−−→ Gm) とおく．T 1 → T × ResF+/Q U; t 7→ (t, t−1)

により T 1 は Ker θ と同一視される．Z を GU の中心とする．Q 代数 R に対し，
Z(R) = {a ∈ (F ⊗Q R)× | NrF/F+(a) ∈ R×}となる．

補題 2.23 mを奇数とする．

(1) Qの素点 v が以下のいずれかの条件を満たすとする：
• v は無限素点である．
• v は E で分解する有限素点である．
• v は F で不分岐な有限素点である．
このとき，θQv

: T (Qv)× (ResF+/Q U)(Qv)→ GU(Qv)は全射である．
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(2) θA : T (A) × (ResF+/Q U)(A) → GU(A) は開写像であり，その像は指数有限
の部分群である．

(3) GU(A) = GU(Q) U(AF+)Z(A)である．

証明 (1)は [HT01, p. 201]および [CHL11b, Appendix]を参照．(2)も (1)の証明
から分かる．(3)は [CHL11b, Lemma 1.1.3]参照．

この補題を用いると，定理 2.17および定理 2.19，補題 2.21の GU版を導くことが
できる．

定理 2.24（[CHL11b, Proposition 1.2.4, Corollary 1.2.5]） Πを定義 2.16の通り
とし，その中心指標を ωΠ と書く．指標 χ : T (A)/T (Q)→ C× を χcχ−1 = ωΠ|T (A)

となるようにとる（[CHT08, Lemma 4.1.4]を参照）．
v0と異なる F+の無限素点 vに対し，ΠφΠ,v

の唯一の元を πv と書く．このとき，各
τ ∈ ΠφΠ,v0

に対し，T (R)×
∏
v|∞ U(F+

v )の表現 χ∞⊠(τ⊗
⊗

v|∞,v 6=v0
πv)はGU(R)

の既約離散系列表現を与える．Πφχ⊠Π,∞ = {χ∞ ⊠ (τ ⊗
⊗

v|∞,v 6=v0
πv) | τ ∈ ΠφΠ,v0

}
とおく．
このとき，GU(Af )の既約許容表現 σf で以下の条件を満たすものが存在する：

• σf の θAf
: T (Af )× (ResF+/Q U)(Af )→ GU(Af )による引き戻しは χf ⊠ πf

を含む．
• GU(R) の既約許容表現 σ′

∞ に対し，σf ⊗ σ′
∞ が Adisc(GU) に属することは

σ′
∞ ∈ Πφχ⊠Π,∞ と同値である．さらにこのとき，m(σf ⊗ σ′

∞) = 1である．

定理 2.25（[CHL11b, Proposition 1.2.6, Corollary 1.2.7]） Π1 を定義 2.18の通
りとし，さらに申正則であると仮定する．Π2 を補題 2.21 の条件を満たすようにと
る．Π = Π1 ⊞ Π2 に対し，指標 χ : T (A)/T (Q) → C× を定理 2.24 と同様にとる．
Πφχ⊠Π,∞ を定理 2.24 と同様に定める．また，Πφχ⊠Π,∞ の定義において，ΠφΠ,v0

を
Π+
φΠ,v0

に置き換えて得られる表現の集合を Π+
φχ⊠Π,∞

と書く．
このとき，GU(Af )の既約許容表現 σf で以下の条件を満たすものが存在する：

• σf の θAf
: T (Af )× (ResF+/Q U)(Af )→ GU(Af )による引き戻しは χf ⊠ πf

を含む．
• GU(R) の既約許容表現 σ′

∞ に対し，σf ⊗ σ′
∞ が Adisc(GU) に属することは

σ′
∞ ∈ Π+

φχ⊠Π,∞
と同値である．さらにこのとき，m(σf ⊗ σ′

∞) = 1である．
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3 偏極可能な場合の Galois表現の構成
前節での準備のもとに，定理 1.3を Πが偏極可能である場合に証明しよう．まず，

Galois 表現の貼り合わせの議論（[HT01, Theorem VII.1.9 の証明], [Shi11, §7.2],
[Sor20], [CHL11b, Proposition 5.1] を参照）と注意 1.5 によって，以下の条件が成
立する場合に帰着できる：

• F はCM体であり，F+ = F c=1とおくと，ある虚二次体Eに対して F = EF+

が成り立つ．
• F/F+ は任意の有限素点において不分岐である．特に F+ 6= Qである．
• Πは CSDである．
• F+ の有限素点 v が F/F+ において非分解ならば，v の上にある F の素点 w

について Πw は不分岐表現である．

以下では，nの偶奇によって場合分けを行う．

■ユニタリ型志村多様体 nが奇数の場合にはm = n，nが偶数の場合にはm = n+1
とおく．このとき，第 2節冒頭のような非退化ペアリング 〈 , 〉 : Fm × Fm → Qで
あって仮定 2.1を満たすものが存在する（これは [Kot86, Proposition 2.6]を用いて
簡単に証明できる．[Clo91, §2]を参照）．
体の埋め込み τ0 : E ↪→ Cを固定し，これにより E を Cの部分体とみなす．F+ の
無限素点 v0 に対応する体の埋め込み F+ ↪→ Rと合わせることで，F を Cの部分体
とみなす．
同型

F ⊗Q R = E ⊗Q F
+ ⊗Q R ∼= E ⊗Q

∏
v : F+↪→R

R =
∏

v : F+↪→R

E ⊗Q R τ0−→∼=
∏

v : F+↪→R

C

によって Fm ⊗Q Rと
∏
v Cm を同一視する．さらに

∏
v Cm の

∏
v C加群としての

自己同型 α を選ぶことで，Fm ⊗Q R ∼=
∏
v Cm

α−→∼=
∏
v Cm および 〈 , 〉 が

∏
v Cm

上に定めるペアリングの各 v 成分 〈 , 〉v が

〈(xi), (yi)〉v =
®

TrC/R
(√
−1(x1y1 − x2y2 − · · · − xmym)

)
v = v0

TrC/R
(√
−1(−x1y1 − x2y2 − · · · − xmym)

)
v 6= v0

となるようにすることができる（−1 の平方根
√
−1 ∈ C は一つ選んでおく）．R 代
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数の準同型 h : C → Mm(F ) ⊗Q R を，合成 C h−→ Mm(F ) ⊗Q R ∼=
∏
vMm(C) α−→∼=∏

vMm(C)が
z 7→ (diag(z, z, . . . , z)︸ ︷︷ ︸

v0 成分

, zIm, . . . , zIm︸ ︷︷ ︸
v0 以外の成分

)

となるように定める．
以上で PELデータ (F, c, Fm, 〈 , 〉, h)が定まったので，これより PEL型志村多様
体 {ShK}K⊂GU(Af ) が得られる．リフレックス体は F である．[F+ : Q] ≥ 2である
から GUは中心を法として非等方的であり，したがって ShK は F 上射影的な代数多
様体である．dim ShK = m− 1である．
ξ を GUQ`

の代数的既約表現とするとき，ShK 上の ` 進層 Fξ が定まるのであっ
た．エタールコホモロジー

Hi(Sh∞,F ,Fξ) = lim−→
K

Hi(ShK,F ,Fξ)

は GU(Af )× ΓF の表現となる．これを用いて Galois表現 RΠ の構成を行う．

■nが奇数の場合 まず，nが奇数の場合を考える．χおよび σf を定理 2.24の通り
にとる．また，GUQ`

の代数的既約表現 ξ を，任意の σ∞ ∈ Πφχ⊠Π,∞ が ξ∨ と同じ無
限小指標を持つようにとる．

定義 3.1 Hm−1(Sh∞,F ,Fξ)[σf ] = HomGU(Af )(σf ,Hm−1(Sh∞,F ,Fξ))とおき，そ
の半単純化を ρχ⊠Π と書く．ρχ⊠Π は ΓF の半単純 `進表現である．

ρχ⊠Π の次元は，松島・村上公式（[大島, §4] 参照）から容易に計算することがで
きる．

命題 3.2 以下が成り立つ：

• dim ρχ⊠Π = m．
• i 6= m− 1に対し Hi(Sh∞,F ,Fξ)[σf ] = 0．

証明 エタールコホモロジーと Bettiコホモロジーの比較，および松島・村上公式か
ら，ΓF の作用を忘れると

Hi(Sh∞,F ,Fξ) ∼=
⊕

σ′∈Adisc(GU)

(σ′
f )⊕m(σ′) ⊗Hi(gC,K∞;σ′

∞ ⊗ ξ)
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であった．ただし，gは GUの Lie環であり，K∞ は PELデータから定まる準同型
h : S → GUR の GU(R) における中心化群である．両辺の σf 部分をとると，定理
2.24より，ベクトル空間の同型

ρχ⊠Π ∼=
⊕

σ∞∈Πφχ⊠Π,∞

Hi(gC,K∞;σ∞ ⊗ ξ)

が得られる．Πφχ⊠Π,∞ の元は離散系列表現であったから，[VZ84] より，各 σ∞ ∈
Πφχ⊠Π,∞ に対し

dimHi(gC,K∞;σ∞ ⊗ ξ) =
®

1 i = m− 1
0 i 6= m− 1

となることが分かる．これと #Πφχ⊠Π,∞ = mより主張が得られる．

{ShK}の整正準モデルの Lefschetz数の計算と安定跡公式を組み合せることで，次
が証明できる*4：

定理 3.3 素数 p 6= `において PELデータ (F, c, Fm, 〈 , 〉, h)が不分岐であるとす
る（[清水, §4.1]参照）．さらに，pの上にある F の任意の素点において Πが不分岐
であり，また，χp が不分岐であると仮定する．pを pの上にある F の素点とし，Πp

の佐武パラメータを αp,1, . . . , αp,m とおく．このとき，ρχ⊠Π も pにおいて不分岐で
あり，ρχ⊠Π(Frobp)の固有値は

q
m−1

2
p χ(NrF/E($p))−1α−1

p,1, . . . , q
m−1

2
p χ(NrF/E($p))−1α−1

p,m

となる．ここで，qp は pにおける F の剰余体の位数であり，$p は Fp の素元である．

この定理より，RΠ = ρ∨
χ⊠Π(−m−1

2 )⊗ (χ ◦ NrF/E)−1
` が Πに対応することが分か

る．ここで，(χ ◦ NrF/E)` は代数的 Hecke指標 χ ◦ NrF/E に伴う ΓF の 1次元 `進
表現を表す（[HT01, p. 20]参照）．

■nが偶数の場合 次に，nが偶数の場合に，Πが CSDかつ申正則であると仮定し
て定理 1.3 を証明する．前節と記号を合わせるために，ここでは Π を Π1 と書く．
CSDな代数的 Hecke指標 Π2 を補題 2.21の通りにとり，Π = Π1 ⊞ Π2 とおく．さ

*4 [三枝 2, §10]における定理 6.1 (1)の証明と似ている．
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らに，χおよび σf を定理 2.25の通りにとる．GUQ`
の代数的既約表現 ξ を nが奇数

の場合と同様にとり，ρχ⊠Π を定義 3.1の通りに定める．
以下の命題は，定理 2.24の代わりに定理 2.25を用いて，命題 3.2と全く同様に証
明することができる．

命題 3.4 以下が成り立つ：

• dim ρχ⊠Π = n．
• i 6= m− 1に対し Hi(Sh∞,F ,Fξ)[σf ] = 0．

さらに，Lefschetz数の計算と安定跡公式を用いて次が証明できる*5：

定理 3.5 素数 p 6= `において PELデータ (F, c, Fm, 〈 , 〉, h)が不分岐であるとす
る．さらに，pの上にある F の任意の素点においてΠが不分岐であり，また，χpが不
分岐であると仮定する．pを pの上にある F の素点とし，Π1,p の佐武パラメータを
αp,1, . . . , αp,m−1とおく．このとき，ρχ⊠Πも pにおいて不分岐であり，ρχ⊠Π(Frobp)
の固有値は

q
m−1

2
p χ(NrF/E($p))−1α−1

p,1, . . . , q
m−1

2
p χ(NrF/E($p))−1α−1

p,m−1

となる．

この定理より，RΠ = ρ∨
χ⊠Π(−m−1

2 ) ⊗ (χ ◦ NrF/E)−1
` が Π に対応することが分

かる．

以上の証明において，mが偶数の場合には Πが申正則であるという仮定が必要で
あった．Chenevier-Harris [CH13]は，無限素点においてコンパクトであるユニタリ
群の固有値多様体 (eigenvariety)を用いることで，申正則でない場合を申正則な場合
に帰着させ，Πが偏極可能な場合に定理 1.3の証明を完成させた．この部分は志村多
様体とは直接関係しないため，本稿では説明を割愛する．なお，固有値多様体の構成
は [中村]でも扱われるが，これは無限素点においてコンパクトでない簡約群に関する
ものであるため，[CH13]で扱っているものの構成に比べてはるかに難解であること
を付記しておく．

*5 こちらは [三枝 2, §10]における定理 6.1 (2)の証明と似ている．
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4 偏極可能とは限らない場合の Galois表現の構成
4.1 証明の方針

ここでは，定理 1.3における素数 `を pと書くことにする（したがって，体の同型
Qp ∼= Cが固定されている状況にある）．3節と同様，F が CM体である場合のみを
考えれば十分である．本節では，GLn(AF )の L代数的な保型表現の代わりに，C 代
数的な保型表現（定義 1.1参照）を考える．C 代数的な保型表現に指標 |det| 1−n

2 を
テンソルすると L代数的になるので，これらにさほど大きな差はない．C 代数的な
保型表現と Galois表現の対応については，以下のように定める：

定義 4.1 Πを GLn(AF )の C 代数的な等圧的保型表現とし，ρを ΓF の n次元半単
純 p進表現とする．Πと ρが対応するとは，L代数的な等圧的保型表現 Π⊗|det| 1−n

2

と ρが対応することをいう．

注意 4.2 Π を偏極可能かつ正則 C 代数的な GLn(AF ) の尖点的保型表現とすると
き，Π ⊗ |det| 1−n

2 は偏極可能かつ正則 L代数的な尖点的保型表現である．このこと
と前節で証明した偏極可能な場合の定理 1.3を合わせることで，Πに対応する ΓF の
n次元半単純 p進表現が存在することが分かる．

F+ = F c=1 を F の最大総実部分体とし，U∗ を F+ 上の準分裂 2n次ユニタリ群
とする*6．このとき，ResF/F+ GLn は U∗ の Levi部分群であるから，GLn(AF )の
正則 C 代数的な尖点的保型表現 Πに対し，U∗(AF+)への放物型誘導 Ind Πを考える
ことができる．これは U∗(AF+)の保型表現であり，BC(Ind Π) = Π ⊞ Πc∨ を満た
している（BCについては注意 2.12を参照．2節とは考えているユニタリ群が異なる
が，底変換の定義は同様である）．仮に Πに対応する Galois表現 RΠ が存在するな
らば，Π ⊞ Πc∨ に対応する Galois表現は RΠ ⊕Rc∨Π (1− n)である．逆に，Π ⊞ Πc∨

に対応する Galois表現 RΠ⊞Πc∨ が存在するならば，それをなんとかして直和分解す

*6 4.2節では U∗ ではなく準分裂一般ユニタリ群 GU∗ を用いるが，説明が若干煩雑になるので，本小
節では U∗ と GU∗ の違いは無視する．
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ることで，Πに対応する Galois表現 RΠ が得られるのではないかと期待される．

Π4
放物型誘導

yyttt
ttt

ttt
tt

� //_______
_

��

RΠ_

��

Ind Π �
BC

// Π ⊞ Πc∨ � //___ RΠ ⊕Rc∨Π (1− n)

では，RΠ⊞Πc∨ を構成することはできるだろうか？ Π ⊞ Πc∨ は CSDかつ C 代数的
である．Π を Hecke 指標で捻ったものに置き換えれば，正則にすることもできる．
しかし，Π ⊞ Πc∨ は尖点的ではないため，このままでは偏極可能な場合の定理 1.3を
適用することができない．そこで，以下のようなことを考える．

Ind Π に「p 進的に収束する」U∗(AF+) の尖点的保型表現の列 {πi} であっ
て，無限成分 πi,∞ =

⊗
v|∞ πi,v がコホモロジー的であるものが存在するこ

とを示す．BC(πi)は正則 C 代数的であり，GLの CSDな離散的保型表現の
Langlands和として書けるので，それぞれの成分に注意 4.2を適用して得られ
る Galois表現の直和をとることで BC(πi)に対応する Galois表現 RBC(πi) が
得られる．これらを「貼り合わせて」RΠ⊞Πc∨ を構成する．

Ind Πに収束する尖点的保型表現の列が存在することを証明するのが最も難しい部
分である．本節では，この部分について，Harris-Lan-Taylor-Thorne [HLTT16] に
よる方法，Scholze [Sch15]による方法の 2つを解説する．大雑把にはこれら 2つの
方法は似通っており，以下の 3つの空間の比較を行う．

• Vcl：U∗(AF+)上の正則尖点形式のなすベクトル空間．
• Vp-adic：U∗ 上の p進保型形式のなすベクトル空間．現時点では確定した定義
がない．
• H∗(XResF/Q GLn

K ,C)：局所対称空間X
ResF/Q GLn

K （定義は後述）の Bettiコホ
モロジー．

Vcl は U∗(AF+) の尖点的保型表現（であって無限成分がコホモロジー的であるも
の）と関係し，H∗(XResF/Q GLn

K ,C)は GLn(AF )の正則 C 代数的な尖点的保型表現
と関係するので，もし Vcl と Vp-adic，Vp-adic とH∗(XResF/Q GLn

K ,C)がそれぞれ結び
付けば，GLn(AF )の正則 C 代数的な尖点的保型表現と U∗(AF+)の尖点的保型表現
も結び付くことになる．
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上で述べたように，Vp-adic には，現時点では確定した定義がない．p進保型形式に
関する研究は数多く行われているが，流儀がいくつかあり，それらを統合した理論が
存在しないためである．次小節以降で詳しく述べるが，[HLTT16] では Vp-adic とし
て過収束 p 進尖点形式の空間を採用し，[Sch15] では Vp-adic として完備化コホモロ
ジーを採用している．
本小節の最後に，局所対称空間の定義を述べておく．

定義 4.3 Gを Q上の連結簡約代数群とし，Gの中心に含まれる最大分裂トーラス
を AG と書く．K∞ を G(R)の極大コンパクト部分群とする．G(Af )の各コンパク
ト開部分群K に対し，位相空間 XG

K を

XG
K = G(Q)\G(A)/(K ×AG(R)K∞)

で定め，Gの局所対称空間と呼ぶ．射影系 {XG
K}K には G(Af )が右から作用する．

注意 4.4 XG
K の定義は志村多様体と似ているが，AG(R)K∞ が志村多様体のと

きの K∞ とは少し異なるため，XG
K も志村多様体とは違うものになる．例えば

G = GL2 の場合には，AG(R)K∞ = R>0 O(2)となり，志村多様体のときの K∞ =
R>0 SO(2) と指数 2 だけずれる．XG

K は志村多様体 ShK(GL2,H
±
1 )（モジュラー曲

線）の複素共役による商である．一方，G = SL2 の場合には，AG(R)K∞ = SO(2),
G(R)/AG(R)K∞ ∼= H+

1 となるので，XG
K = SL2(Q)\(H+

1 × SL2(Af )/K) である．
これは連結志村多様体（[今井, §7]参照）になっており，モジュラー曲線の連結成分の
一つを与える．F が Qでない総実体のとき，XResF/Q GL2

K は Hilbertモジュラー多様
体とはかなり異なるものになる（次元も違う）．その一方で，XResF/Q SL2

K は Hilbert
モジュラー多様体の連結成分となる．
多くの G に対して XG

K は複素構造を持たないことにも注意しておこう．例えば，
E を虚二次体とし，G = ResE/Q GL2 または G = ResE/Q SL2 とすると，K が十分
小さいとき，XG

K は 3次元実多様体となる．このため，XG
K に代数多様体の構造を入

れてエタールコホモロジー等を考えることは一般には不可能である．

4.2 Harris-Lan-Taylor-Thorneの方法

本小節では，Harris-Lan-Taylor-Thorne [HLTT16]による Galois表現の構成法を
紹介する．[HLTT16]のアイデアは大変明快だが，設定や記号が煩雑であるため，非
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常に長い論文となっている．本稿では，まずアイデアを把握するために，状況を簡易
化したモジュラー曲線の場合に議論を行い，その後，一般の場合にはどのような修正
が必要となるかについてのコメントを行う．

4.2.1 モジュラー曲線の場合
ここでは，GL2 の場合に，保型形式の合同を利用して以下を証明することを目標と
する．

定理 4.5 χ : A×/Q× → C× を重さ 0の代数的 Hecke指標，すなわち Dirichlet指
標から定まる Hecke 指標とする．χ2 6= 1, χ∞ = 1 および χp は不分岐と仮定する．
このとき，GL2(A)の正則 C 代数的な等圧的保型表現 χ|det|1/2 ⊞χ−1|det|−1/2 に対
応する ΓQ の 2次元半単純 p進表現が存在する．

言うまでもないことであるが，この定理は円分体論を用いて簡単に証明することが
できる．ここでは，GL2(A)の正則 L代数的な尖点的保型表現に対応する Galois表
現の存在を用いてこの定理を証明するということである．

注意 4.6 以下の解説の大部分は，[HLTT16]によって初めて導入されたものではな
く，p進保型形式の理論においては標準的なものである．[HLTT16]の内容の核心部
は 486ページから始まる「リジッドコホモロジー」なので，p進保型形式の理論に馴
染みのある方は，そこまでは読み飛ばすことをお勧めする．

■モジュラー曲線の整モデル Kp ⊂ GL2(Ẑp) を十分小さなコンパクト開部分群と
する．また，

Iwp =
ßÅ

a b
c d

ã
∈ GL2(Zp)

∣∣∣∣ c ∈ pZp™
を GL2(Qp) の岩堀部分群とする．志村データ (GL2,H

±
1 ) に対応する志村多様体

ShGL2(Zp)Kp および ShIwp Kp を考える．
ShGL2(Zp)Kp の Zp 上の整正準モデルを ShKp と書く．これは楕円曲線 E とKp レ
ベル構造 ηp の組 (E, ηp)のモジュライ空間であった．Fp 上のファイバー ShKp,Fp

に
おいて超特異楕円曲線に対応する閉部分集合を Shss

Kp,Fp
と書く．これは有限個の点

からなる．Shord
Kp = ShKp \ Shss

Kp,Fp
とおく．

楕円曲線 E とその Kp レベル構造 ηp，および E[p] の次数 p の有限平坦部分群
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スキーム C の組 (E, ηp, C) のなすモジュライ空間を ShIw,Kp とおくと，これは
ShIwp Kp の整モデルとなっている．すなわち，ShIw,Kp ⊗Zp

Qp ∼= ShIwp Kp ⊗QQp が
成り立つ．E[p]/C がエタールとなるような部分は ShIw,Kp の開部分スキームとな
る．これを Shord

Iw,Kp と書く．

補題 4.7 (1) Shord
Iw,Kp ⊗Zp

Qp = ShIw,Kp ⊗Zp
Qp = ShIwp Kp ⊗QQp である．

(2) 自然な射 φ : ShIw,Kp → ShKp は φ : Shord
Iw,Kp → Shord

Kp を誘導する．
φFp : Shord

Iw,Kp,Fp
→ Shord

Kp,Fp
は同型であり，φ は Shord

Iw,Kp,Fp
の近傍において

エタールである．

証明 (1)は定義から明らかである．(2)は省略するが，φFp
が同型であるという部分

は以下のような観察から納得できるだろう：E が Fp 上の通常楕円曲線ならば，E[p]
の次数 pの有限部分群スキーム C であって E[p]/C がエタールになるようなものは
Ker(FrE : E → E(p))しかない（FrE は p乗 Frobenius射を表す）．

補題 4.8 ς : Shord
Iw,Kp → Shord

Kp を (E, ηp, C) 7→ (E/C, ηp)で定めると*7，以下が成
り立つ：

(1) 合成 Shord
Kp,Fp

φ−1
Fp−−→∼= Shord

Iw,Kp,Fp

ςFp−−→ Shord
Kp,Fp

は p乗 Frobenius射に等しい．

(2) ShIwp Kp ⊗QQp = Shord
Iw,Kp ⊗Zp

Qp
ςQp−−→ Shord

Kp ⊗Zp
Qp = ShGL2(Zp)Kp ⊗QQp

は
Å
p−1 0
0 1

ã
∈ GL2(Qp)の Hecke作用となっている．

証明 (1) は補題 4.7 の証明において述べた観察からすぐに分かる．(2) は
ShIwp Kp ⊗QQp と ShIw,Kp ⊗Zp

Qp の同一視の作り方から容易に従う．

ShKp は Zp 上滑らかなコンパクト化 Shmin
Kp を持つのであった．Shord,min

Kp =
Shmin

Kp \Shss
Kp,Fp

とおく．同様に，ShIw,Kp の Zp 上のコンパクト化 Shmin
Iw,Kp も存在

する（これは Zp 上滑らかではない）．Shord,min
Iw,Kp = Shmin

Iw,Kp \(ShIw,Kp \ Shord
Iw,Kp)と

おく（(· · · )は閉包を表す）．このとき，φと ς は Shord,min
Iw,Kp → Shord,min

Kp に延長でき，
補題 4.7，補題 4.8と同様の性質を満たす．

*7 ς (\varsigma)はあまり見ない記号であるが，[HLTT16]に合わせている．
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■過収束 p進尖点形式 一般に，X を Zp上分離的かつ有限型なスキームとしたとき，
XQp に伴う Qp 上のリジッド空間*8を Xad と書くことにする．また，X の p進完備
化として得られる形式スキームをX∧ と書き，X∧ のリジッド一般ファイバーをXrig

と書くことにする．Xrig は Xad の開集合である．例えば X = A1 = SpecZp[T ]の
ときには，Xrig(Cp) = {z ∈ Cp | |z| ≤ 1} ⊂ Cp = Xad(Cp)となっている．以下で
は主に，X = Shord,min

Kp に対して Xad および Xrig を考える．Shord,min,rig
Kp は，大雑

把に言えば，Shord,min,ad
Kp = Shmin,ad

GL2(Zp)Kp から，（潜在的に）超特異還元を持つような
楕円曲線に対応する部分を除いて得られるリジッド解析的開集合である．

[HLTT16]において，p進保型形式の空間 Vp-adicは，保型ベクトル束の Shord,min,rig
Kp

上の過収束切断全体として定義される．過収束切断についても簡単に思い出してお
く．X を上の通り Zp 上分離的かつ有限型なスキームとする．X 上の層 F に対し，
Xad 上の層 F† を

F† = lim−→
Xrig⊂V⊂Xad

jV,∗j
∗
V Fad

で定める．ただし，Fad は F の Xad への引き戻しである．また，Xrig は Xrig の
Xad 内での閉包を表し，V は Xad の開集合で Xrig を含むものを動く．jV : V ↪→
Xad は自然な開埋め込みを表す．Xrig の準コンパクト性より，Γ(Xad,F†) =
lim−→Xrig⊂V⊂Xad Γ(V,Fad) が成り立つ．Γ(Xad,F†) の元を F の Xrig 上の過収束
切断と呼ぶ．
以上の準備のもとで，過収束 p 進尖点形式を定義しよう．Shmin

Kp /Zp の微分加群
を ΩKp と書く．ShKp 上の普遍楕円曲線を EKp と書き，ωKp = Lie(EKp)∨ とおく．
ωKp は Shmin

Kp 上の直線束（これも ωKp と書く）に自然に延長されることが知られ
ている．コンパクト化の境界 ∂ Shmin

Kp = Shmin
Kp \ ShKp の定義イデアルを I∂ とおく

と，ω⊗2
Kp ⊗I∂ ∼= ΩKp である．ΩKp , ωKp の様々な空間上への引き戻しも同じ記号で

表す．
重さ kの正則尖点形式は，Γ(Shmin

Kp,C, ω
⊗k
Kp ⊗I∂) = Γ(Shmin

Kp , ω⊗k
Kp ⊗I∂)⊗Zp

Qp の
元と解釈できるのであった．これに対し，過収束 p進尖点形式は以下のように定義さ
れる：

定義 4.9 kを整数とする．Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗I∂)†)の元を，重さ k，レベルKp

*8 本稿における Qp 上のリジッド空間は全て Spa(Qp,Zp)上局所有限型な adic空間のことを指す．
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の過収束 p進尖点形式と呼ぶ．

注意 4.10 [中村]にあるように，固有値多様体を構成する際などには p進整数を重
さに持つ過収束 p進尖点形式も考える必要があるが，ここでは整数重さのもののみを
考える．

以下の命題は，この設定では明らかなことであるが，過収束 p進尖点形式と尖点形
式を結び付けるために重要なものである．

命題 4.11 自然な単射および同型

Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†) ↪→ Γ(Shord,min,rig
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)ad)
∼= Γ(Shord,min,∧

Kp , ω⊗k
Kp ⊗ I∂)Qp

がある．

証明 最初の単射は制限写像

Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)→ Γ(Shord,min,rig
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)

= Γ(Shord,min,rig
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)ad)

から得られる．次の同型は Shord,min,∧
Kp がアフィンであることから従う．

■Up 作用素 補題 4.7 の φ および補題 4.8 の ς を用いると，過収束 p 進尖点形式
の空間 Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)に作用素を定めることができる．これを説明し

よう．

命題 4.12 φ : Shord,min
Iw,Kp → Shord,min

Kp が誘導する射

φ : Shord,min,rig
Iw,Kp → Shord,min,rig

Kp

は同型である．さらに，φによる引き戻しは過収束切断の間の同型

φ∗ : Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)
∼=−→ Γ(Shord,min,ad

Iw,Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)

を誘導する．合成 (φ∗)−1 ◦ ς∗ を単に ς∗ と書く．

この命題は補題 4.7 (2)から容易に導かれる．
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定義 4.13 合成

Γ(Shord,min,rig
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)ad) φ∗

−→ Γ(Shord,min,rig
Iw,Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)ad)
ς∗−→ Γ(Shord,min,rig

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)ad)

（ςQp
が有限平坦なので ς∗ が定義されることに注意）は Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)

を保つ．ς∗ ◦ φ∗ の Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)への制限を Up と書く．

次の補題は構成および deg ςQp
= pから明らかである．

補題 4.14 Up ◦ ς∗ = pが成り立つ．特に Up は全射である．

Up が以下の意味で傾斜分解を持つことを証明したい．

定義 4.15（[HLTT16, §6.2]） Lを Qp の代数拡大体とする．

(1) a ∈ Qとする．P (X) ∈ L[X]の傾斜が a以下であるとは，P (X) 6= 0であっ
て，かつ P (X)の Lにおける任意の根の p進付値が a以下であることをいう．

(2) V を Lベクトル空間とし，T : V → V を L線型写像とする．T が傾斜分解を
持つとは，各 a ∈ Qに対し，以下を満たす直和分解 V = V≤a ⊕ V>a が存在す
ることをいう：
• T は V≤a および V>a を保つ．
• V≤a は有限次元である．
• P (X) ∈ L[X]の傾斜が a以下ならば，P (T )は V>a 上同型である．
• 傾斜が a以下である P (X) ∈ L[X]であって P (T )|V≤a

= 0を満たすもの
が存在する．

T が傾斜分解を持つならば，各 a ∈ Qに対し直和分解 V = V≤a ⊕ V>a は一意
的に決まる．これを T に関する傾斜分解と呼ぶ．

傾斜分解の性質については [HLTT16, Lemma 6.6]を参照．

命題 4.16（[HLTT16, Corollary 6.16]） Up は Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†) およ
び Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)Qp

への作用素として傾斜分解を持つ．

証明 概要のみ述べる．[HLTT16, Lemma 6.6 (3)] より，Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗
I∂)†)の方だけ考えればよい．補題 4.8 (1)から，Upが Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp⊗I∂)†)の

元の収束半径を（真に）大きくすることが証明できる（[HLTT16, §6.4.2]）．このことか



志村多様体を用いた Galois表現の構成 483

ら，収束半径によるフィルトレーションを考えることで，Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp⊗I∂)†)
の部分空間の列 V1 ⊂ V2 ⊂ · · · で以下を満たすものがとれる：

• 各 Vr は Qp 上の Banach空間であり，Vr ↪→ Vr+1 は完全連続．
• r ≥ 2に対し Up(Vr) = Vr−1．
•

∪
r≥1 Vr = Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)．

特に Vr は Up の作用で安定であり，さらに Up|Vr は完全連続である．よって
[HLTT16, Lemma 6.6 (2)] より Up|Vr は傾斜分解を持ち，したがって [HLTT16,
Lemma 6.6 (5)]より Up も傾斜分解を持つ．

特に，任意の a ∈ Q に対し，過収束 p 進尖点形式からなる有限次元 Qp ベ
クトル空間 Γ(Shord,min,ad

Kp , (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)†)≤a および有限次元 Qp ベクトル空間

Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)Qp,≤a
が定まることになる．

■過収束 p 進尖点形式と尖点形式の合同 過収束 p 進尖点形式が尖点形式とどのよ
うに結び付くかを説明するために，Zp 上の Hecke環を考える．Qの有限素点 v に対
し，GL2(Qv) 上の両側 GL2(Zv) 不変なコンパクト台 Zp 値関数全体を Tv とおく．
これは単位元を持つ可換な Zp 代数である．
Qの素点全体の集合を PQ と書く．PQ の有限部分集合 S であって以下の条件を満
たすものをとる：

• ∞, p ∈ S．
• Kp = Kp

S ×GL2(ẐS)（Kp
S は

∏
v∈S\{∞,p} GL2(Qv)のコンパクト開部分群）

と分解する．

TS =
⊗

v∈PQ\S Tv とおく．TS は以下の空間に作用する：

• 尖点形式の空間 Γ(Shmin
Kp , ω⊗k

Kp ⊗ I∂)⊗Zp
Qp．

• Γ(Shord,min,∧
Kp , ω⊗k

Kp ⊗ I∂) = lim←−m Γ(Shord,min
Kp,Z/pmZ, (ω

⊗k
Kp ⊗ I∂)Z/pmZ)．

• 傾斜 a ∈ Q以下の過収束 p進尖点形式の空間 Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp⊗I∂)†)≤a．

仮に，f ∈ Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)≤a が TS の固有ベクトルだったとしよう．
その固有値を φf : TS → Qp とおく．命題 4.11より f は Γ(Shord,min,∧

Kp , ω⊗k
Kp ⊗I∂)Qp

の元だと思えるから，f を定数倍で置き換えることで，f ∈ Γ(Shord,min,∧
Kp , ω⊗k

Kp ⊗I∂)
とできる．Γ(Shord,min,∧

Kp , ω⊗k
Kp ⊗ I∂) が p 進完備であることから Im(φf ) ⊂ Zp が分
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かる．
f に対応して (f mod pm)m ∈ lim←−m Γ(Shord,min

Kp,Z/pmZ, (ω
⊗k
Kp ⊗ I∂)Z/pmZ) が決まる．

もし，各m ≥ 0に対し f mod pm が

Γ(Shmin
Kp , ω⊗k

Kp ⊗ I∂)→ Γ(Shord,min
Kp,Z/pmZ, (ω

⊗k
Kp ⊗ I∂)Z/pmZ)

による gm ∈ Γ(Shmin
Kp , ω⊗k

Kp ⊗I∂)の像となるならば，f は尖点形式の列 {gm}の極限
になっているといえる．実際の状況はこれほど単純ではないが，以下の命題の通り，
重さ k を動かせば似たようなことが成り立つ．

命題 4.17（[HLTT16, Lemma 6.1]） 任意の整数 r ≥ 0に対し，TS 同変な全射

∞⊕
j≥r

H0(Shmin
Kp , ω

⊗(k+jpm−1(p−1))
Kp ⊗ I∂)→ Γ(Shord,min

Kp,Z/pmZ, (ω
⊗k
Kp ⊗ I∂)Z/pmZ)

が存在する．

証明 Hasse不変量と呼ばれる元

HasseKp ∈ Γ(Shmin
Kp,Fp

, ω
⊗(p−1)
Kp,Fp

)

を用いる．これは，以下の 2つの特徴を持った元である：

• g ∈ GL2(AS)の作用による HasseKp の引き戻しは HassegKpg−1 である．
• HasseKp はちょうど Shmin,ss

Kp,Fp
において零点を持つ．

m = 1の場合には，g ∈ H0(Shmin
Kp , ω

⊗(k+j(p−1))
Kp ⊗ I∂)を

(g mod p)|Shord,min
Kp,Fp

·Hasse−j
Kp

にうつすことで，TS 同変な写像
∞⊕
j≥r

H0(Shmin
Kp , ω

⊗(k+j(p−1))
Kp ⊗ I∂)→ Γ(Shord,min

Kp,Fp
, (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)Fp
)

が構成できる．これが全射であることを示そう．h ∈ Γ(Shord,min
Kp,Fp

, (ω⊗k
Kp ⊗ I∂)Fp

)に
対し j ≥ 1 を十分大きくとれば h · HassejKp が Shmin,ss

Kp,Fp
においても正則になり，し

たがって Γ(Shmin
Kp,Fp

, (ω⊗(k+j(p−1))
Kp ⊗ I∂)Fp)の元を与える．また，（Kp が十分小さ

いならば）ωKp は豊富な直線束なので，j が十分大きいとき，コホモロジー長完全系
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列より Γ(Shmin
Kp , ω

⊗(k+j(p−1))
Kp ⊗I∂)→ Γ(Shmin

Kp,Fp
, (ω⊗(k+j(p−1))

Kp ⊗I∂)Fp
)は全射に

なる．よって h · HassejKp は Γ(Shmin
Kp , ω

⊗(k+j(p−1))
Kp ⊗ I∂)の元の mod pとして得ら

れる．
m ≥ 2 の場合には，Hassep

m−1

Kp が Shmin
Kp,Z/pmZ に持ち上がることを利用して同様

の議論を行う．

この命題から，各 m ≥ 0 に対し，整数 km ≥ 0 および TS の固有ベクトル
gm ∈ H0(Shmin

Kp , ω⊗km

Kp ⊗ I∂)であって φgm
≡ φf (mod pm)を満たすものが存在す

ることが分かる．ここで，φgm
: TS → Zp は gm の固有値を表す．

さて，gm は尖点形式であったから，それに対応する 2次元 Galois表現 ρm : ΓQ →
GL2(Qp) が存在する．こうして得られた Galois 表現の族 {ρm}m を貼り合わせる
ことを考えよう．そのために指標 Tr ρm : ΓQ → Qp に注目する．v ∈ PQ \ S に対

し，GL2(Zv)
Å
v 0
0 1

ã
GL2(Zv) の特性関数を Tv と書く．これは Tv の元であるか

ら，TS の元ともみなせる．ρm が gm に対応するので，Tr ρm(Frobv) = φgm
(Tv)が

成り立つ．右辺は Zp の元であったから，特に Tr ρm による ΓQ の像は Zp に含ま
れることが分かる．また，Tr ρm+1 ≡ Tr ρm (mod pm) である．これより，連続写
像 τ : ΓQ → Zp であって，任意の m ≥ 0 に対し τ ≡ Tr ρm (mod pm) を満たすも
のが存在することが分かる．τ は擬表現になるので（擬表現の定義は [Tay91, §1.1]
を参照），[Tay91, Theorem 1] より，半単純連続表現 ρ : ΓQ → GL2(Qp) であって
Tr ρ = τ を満たすものが存在する．この ρは，任意の m ≥ 0および v ∈ PQ \ S に
対し

Tr ρ(Frobv) ≡ Tr ρm(Frobv) = φgm
(Tv) ≡ φf (Tv) (mod pm)

を満たすので，Tr ρ(Frobv) = φf (Tv)を満たす．つまり，ρは過収束 p進尖点形式 f

に対応する Galois表現と言うべきものになっている．

以上の議論を一般化することで，以下の定理が得られる：

定理 4.18（[HLTT16, Corollary 6.13]） a ∈ Qに対し，

Γ(Shord,min,ad
∞ , (ω⊗k ⊗ I∂)†)Qp,≤a

= lim−→
Kp

Γ(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†)Qp,≤a

とおく．これは GL2(Apf ) の許容表現である．この表現の部分商として現れる
GL2(Apf ) の許容表現 Π をとる．このとき，2 次元半単純連続表現 ρΠ : ΓQ →
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GL2(Qp) であって以下の性質を満たすものが存在する：Q の有限素点 v 6= p に
おいて Πv が不分岐ならば，ρΠ は v において不分岐であり，Πv の佐武パラメータを
z1(Πv), z2(Πv)とすると，

Tr ρΠ(Frobv) = v1/2(z1(Πv) + z2(Πv))．

■リジッドコホモロジー 次に，過収束 p 進尖点形式と保型表現 χ|det|1/2 ⊞
χ−1|det|−1/2 を結び付けよう．このためにリジッドコホモロジーを用いるという
のが，[HLTT16]の革新的なアイデアである．リジッドコホモロジーについてごく簡
単に思い出しておこう（詳細は [LS07]等を参照）．Y を Fp 上の非特異代数多様体と
する．Zp 上分離的，有限型かつ滑らかなスキームX であって Y ∼= X ⊗Zp

Fp を満た
すものが存在すると仮定する．このとき，リジッド空間 Xrig 上の過収束 j 次微分形
式の層 Ωj,†X (j ≥ 0)が自然に定まるのだった（これは 480ページの F を ΩjX/Zp

とし

て得られる Xad 上の層である）．過収束 de Rham複体 0 → Ω0,†
X

d−→ Ω1,†
X

d−→ · · · の
コホモロジー Hi(Xad,Ω•,†

X )は，実は Y にしか依存しないことが知られている．こ
れを Hi

rig(Y )と書き，Y のリジッドコホモロジーという．一般の Y に対しては上記
のような X が存在するとは限らないが，その場合でも Qp ベクトル空間 Hi

rig(Y )を
定義する方法がある．Y 7→ Hi

rig(Y ) は反変関手であり，Hi
rig(Y ) は有限次元 Qp ベ

クトル空間となる ([Ber97])．Y が Fp 上固有ならば，Hi
rig(Y )は Y のクリスタルコ

ホモロジー Hi
crys(Y/Zp)⊗Zp

Qp と同型になる．
一般の状況でもう少し話を続けよう．X を Zp 上の固有かつ滑らかなスキームと
し，D =

∪r
i=1 Di を X の相対的正規交叉因子とする．すなわち，任意の部分集合

I ⊂ {1, . . . , r} に対し，DI =
∩
i∈I Di

*9は Zp 上滑らかであるとする．X の開部分
スキームX をとる（Dを含まなくてもよい）．このとき，Dad に沿って対数的極を持
つ過収束 de Rham複体 Ω•,†

X (logD)を定義することができる．さらに，Dad の定義
イデアルを I として，Ω•,†

X (− logD) = Ω•,†
X (logD)⊗O

Xad I とおく．

定義 4.19 Hi
c-∂(X,X,D) = Hi(Xad,Ω•,†

X (− logD))とおく．

これは「XFp
の，(X ∩D)Fp

に沿ってコンパクト台を持つリジッドコホモロジー」
となるべき空間であり，XFp および (X ∩D)Fp のみから決まることが強く期待され

*9 I = ∅なら DI = X とおく．
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るが，それについては [HLTT16]では証明されていない．以下の命題は，通常の de
Rhamコホモロジーの場合と同様の議論で証明できる：

命題 4.20（[HLTT16, Lemma 6.21]） 次のスペクトル系列がある：

Ei,j1 =
⊕

I⊂{1,...,r},#I=j

Hi
rig(DI,Fp)⇒ Hi+j

c-∂ (X,X,D)．

このことから特に，Hi
c-∂(X,X,D)は有限次元Qpベクトル空間になることが分かる．

モジュラー曲線の設定に戻る．∂ Shmin
Kp = Shmin

Kp \ShKp とおき，

(X,X,D) = (Shmin
Kp , Shord,min

Kp , ∂ Shmin
Kp )

に対応する Hi
c-∂(X,X,D)を単に Hi

c-∂(Shord
Kp )と書く．

次の命題によって，Hi
c-∂(Shord

Kp )は過収束 p進尖点形式と結び付く．

命題 4.21 Hi
c-∂(Shord

Kp )は以下の複体の i次コホモロジーである：

0→ H0(Shord,min,ad
Kp , I†

∂)
0 次

→ H0(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗2

Kp ⊗ I∂)†)
1 次

→ 0．

証明 ΩKp ∼= ω⊗2
Kp ⊗ I∂ より，複体 Ω•,†

Shord,min
Kp

(− log ∂ Shmin
Kp )は

0→ I†
∂ → (ω⊗2

Kp ⊗ I∂)† → 0

と書けることが容易に分かる．一方，Shord,min
Kp がアフィンであることから，i ≥ 1,

k ∈ Z に対し Hi(Shord,min,ad
Kp , (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)†) = 0 が成り立つ（[GK00, Proposition
3.1]参照）．これらのことから主張は直ちに従う．

系 4.22（[HLTT16, Corollary 6.23]） Hi
c-∂(Shord

∞ )Qp
= lim−→Kp

Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp
とお

く．これは GL2(Apf ) の許容表現である．この表現の部分商として現れる GL2(Apf )
の許容表現 Πをとる．このとき，2次元半単純連続表現 ρΠ : ΓQ → GL2(Qp)であっ
て以下の性質を満たすものが存在する：Qの有限素点 v 6= pにおいて Πv が不分岐な
らば，ρΠ は v において不分岐であり，Πv の佐武パラメータを z1(Πv), z2(Πv)とす
ると，

Tr ρΠ(Frobv) = v1/2(z1(Πv) + z2(Πv))．

証明 以前と同様の方法によって，Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp
にも作用素 Up を定義すること

ができる．命題 4.20 より Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp
は有限次元であるから，Up は傾斜分解を
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持つ．補題 4.14 と同様の議論により，Up の Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp
への作用は全射，した

がって同型であることが分かるので，十分大きな a ∈ Qに対し Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp,≤a
=

Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp
が成り立つ．よって，Hi

c-∂(Shord
∞ )Qp,≤a

= lim−→Kp
Hi
c-∂(Shord

Kp )Qp,≤a
と

おくと，Hi
c-∂(Shord

∞ )Qp
=

∪
a∈QH

i
c-∂(Shord

∞ )Qp,≤a
である．したがって，ある a ∈ Q

が存在して，Π は Hi
c-∂(Shord

∞ )Qp,≤a
の既約部分商となる．命題 4.21 より，ある

j ∈ {0, 1}が存在して，ΠはH0(Shord,min,ad
∞ , (ω⊗2j ⊗ I∂)†)Qp,≤a

の既約部分商とな
る．よって定理 4.18より主張が従う．

この系により，保型表現 χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2 とHi
c-∂(Shord

∞ )Qp
を結び付けれ

ばよいことになる．これは命題 4.20 のスペクトル系列を用いて行うことができる．
命題 4.20のスペクトル系列は，この場合には以下の完全系列を導く．

系 4.23 次の完全系列がある：

H0
rig(Shord,min

Kp,Fp
)→ H0

rig(∂ Shmin
Kp,Fp

)→ H1
c-∂(Shord

Kp )→ H1
rig(Shord,min

Kp,Fp
)．

この完全系列に Qp をテンソルして lim−→Kp
をとることにより，GL2(Apf ) 同変な

単射

Coker(H0
rig(Shord,min

∞,Fp
)Qp
→ H0

rig(∂ Shmin
∞,Fp

)Qp
) ↪→ H1

c-∂(Shord
∞ )Qp

が得られる（H0
rig(Shord,min

∞,Fp
) = lim−→Kp

H0
rig(Shord,min

Kp,Fp
)等とおいた）．よって，保型表

現 χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2 と上記の Cokerを結び付ければよい．
GL2(Apf )の表現として

H0
rig(Shord,min

∞,Fp
)Qp

= H0
rig(Shmin

∞,Fp
)Qp

∼= lim−→
Kp

H0(Shmin
GL2(Zp)Kp(C),Q)Qp

∼=
⊕
ξ

ξpf ◦ det

である．ただし，ξ は Hecke指標 A×/Q× → C× であって ξ|R>0 = 1かつ ξp が不分
岐なもの全体を動く．
H0

rig(∂ Shmin
∞,Fp

)Qp
を調べよう．B ⊂ GL2 を上三角行列からなる Borel 部分群と

し，N をその冪単根基とする．また，T を GL2 の対角トーラスとする．このとき，

∂ Shmin
Kp,Fp

= N(Af )T (Q)+\GL2(Af )/GL2(Zp)Kp

となる（[Lan73, p. 463]参照）．これは有限個の点からなる．

∂B Shmin
Kp,Fp

= N(Af )T (Q)+\B(Af )/(B(Af ) ∩GL2(Zp)Kp)
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とおくと，これは ∂ Shmin
Kp,Fp

の部分集合であり，さらに，自然な全射

∂B Shmin
Kp,Fp

↠ T (Q)\T (Af )/T (Zp)Kp
T = XT

T (Zp)Kp
T

がある．ただし，Kp
T は全射 B(Apf ) → T (Apf ) による B(Apf ) ∩Kp の像を表す．こ

の記述を用いて，以下の補題を示そう．

補題 4.24 χ を定理 4.5 の通りとするとき，GL2(Apf ) の既約表現 (χ|det|1/2 ⊞
χ−1|det|−1/2)pf は H0

rig(∂ Shmin
Kp,Fp

)Qp
の部分商に現れる．

証明 有限集合 S に対し，S から Qp への写像全体を Qp[S]と書くことにすると，以
下の図式が得られる：

Qp[XT
T (Zp)Kp

T
] ↪→ Qp[∂B Shmin

Kp,Fp
] ↞ Qp[∂ Shmin

Kp,Fp
] = H0

rig(∂ Shmin
Kp,Fp

)Qp
．

T (Af ) の表現として lim−→Kp
Qp[XT

T (Zp)Kp
T

] =
⊕

χ1,χ2
χp1,f ⊠ χp2,f である．ここで，

χ1, χ2 : A×/Q× → C× = Q×
p は，χ1,∞ = χ2,∞ = 1を満たし，さらに χ1,p, χ2,p が

不分岐であるような Hecke 指標を動く．特に，定理 4.5 における χ に対し，χpf ⊠
(χpf )−1 は lim−→Kp

Qp[XT
T (Zp)Kp

T
]の直和因子に現れる．χ2 6= 1より Ind

GL2(Ap
f

)
B(Ap

f
) (χpf ⊠

(χpf )−1)（Indは正規化しない放物型誘導表現を表す）は既約なので，上の図式から，

Ind
GL2(Ap

f
)

B(Ap
f

) (χpf ⊠ (χpf )−1) は H0
rig(∂ Shmin

∞,Fp
)Qp
の部分商に現れることが分かる．正

規化に注意すると，Ind
GL2(Ap

f
)

B(Ap
f

) (χpf ⊠ (χpf )−1)は (χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2)pf に一致
することが分かるのでよい．

(χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2)pf は ξpf ◦ detという形ではないので，上の補題と単射

Coker(H0
rig(Shord,min

∞,Fp
)Qp
→ H0

rig(∂ Shmin
∞,Fp

)Qp
) ↪→ H1

c-∂(Shord
∞ )Qp

の存在より，(χ|det|1/2 ⊞χ−1|det|−1/2)pf はH1
c-∂(Shord

∞ )Qp
の部分商にもなることが

分かる．よって系 4.22を (χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2)pf に適用することができる．得
られた ΓQ の 2次元連続表現は定義 4.1の意味で χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2 に対応し
ていることが容易に分かるので，定理 4.5の証明が完成した．
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■証明の流れ 証明の流れをまとめておこう．定理 4.5の証明は，以下の 5つの対象
を順に結び付けることでなされた：

(a) 尖点形式
(b) 法 pm 尖点形式の射影系
(c) 過収束 p進尖点形式
(d)「リジッドコホモロジー」Hi

c-∂

(e) 誘導表現 χ|det|1/2 ⊞ χ−1|det|−1/2（標語的には「Eisenstein級数」）

比較の際には以下を用いた：

(a)と (b)： Hasse不変量，および ωKp の豊富性（命題 4.17）．
(b)と (c)： Shord,min,∧

Kp がアフィンであること（命題 4.11）．
(c)と (d)： 直線束の過収束切断のなす層 (ω⊗k

Kp ⊗ I∂)† の非輪状性（命題 4.21）．
(d)と (e)： 命題 4.20 のスペクトル系列，およびコンパクト化の境界 ∂ Shmin

Kp,Fp

が GL2 の Levi部分群 T の局所対称空間と繋がること．

これらの手法を高次元のユニタリ型志村多様体に適用して定理 1.3を証明しようとす
ると，どのような困難が発生し，それをどうやって克服するかを次に述べる．

4.2.2 一般の場合
以下 n ≥ 2とし，2n次準分裂一般ユニタリ群GU∗に対応する志村多様体を ShK と
書く．この場合のリフレックス体はQである．GU∗

der(R) ∼=
∏
v：F+ の無限素点U(n, n)

に注意すると，dim ShK = n2[F+ : Q]が分かる．ひとまず ShK を定める PELデー
タが p において不分岐であり，K = K0,pK

p（K0,p は GU∗(Qp) の超スペシャル部
分群）と分解しているとし，ShK の滑らかな整正準モデルを ShKp と書く．この設定
で 4.2.1節と同様の議論を適用しようとすると，第一に，コンパクト化の性質に関す
る問題が発生する：

• ShK の最小コンパクト化 Shmin
K は特異点を持つ．当然，Shmin

K の整モデル
Shmin

Kp も Zp 上滑らかでない．また，境界 ∂ Shmin
K = Shmin

K \ ShK および
∂ Shmin

Kp = Shmin
Kp \ ShKp の余次元は 1より大きい．
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このような状況であっても，過収束 p 進尖点形式は同様に定義でき，同様の手法で
尖点形式と結び付けることができる．しかし，定義 4.19に基づいてリジッドコホモ
ロジー Hi

c-∂(Shord
Kp )を定義することができない．そこで，Shmin

K の特異点解消にあた
る，ShK のトロイダルコンパクト化 Shtor

K を利用する．Shtor
K から Shmin

K へは自然な
射 π があり，以下は可換になっている：

ShK // Shtor
K

π

��

ShK // Shmin
K ．

Shtor
K は特異点をもたず，また，境界 ∂ Shtor

K = Shtor
K \ShK は正規交叉因子となっ

ている．この点で Shtor
K は Shmin

K に比べて「よい」コンパクト化になっている．そ
の一方で，Shtor

K は Shmin
K と異なり志村データから標準的に決まるわけではなく，

定義の際には補助的なデータを選ぶ必要がある．詳細は [AMRT10] を参照．Shtor
K

の整モデル Shtor
Kp も [Lan13] により構成されている．これは Zp 上滑らかなスキー

ムであり，境界 ∂ Shtor
Kp = Shtor

Kp \ ShKp は相対的正規交叉因子となっている．そ
こで，(Shtor

Kp , Shord,tor
Kp , ∂ Shtor

Kp) に定義 4.19 を適用して，リジッドコホモロジー
Hi
c-∂(Shord

Kp )を定義する．
モジュラー曲線のときと同様，Hi

c-∂(Shord
Kp )と過収束 p進尖点形式を結び付ける際

には，以下のコホモロジーの消滅が鍵となる：

定理 4.25（[HLTT16, Proposition 6.15]） i ≥ 1, k ≥ 0に対し，

Hi(Shord,tor,ad
Kp ,Ωk,†Kp(− log ∂ Shtor

Kp)) = 0．

この定理は，π : Shord,tor
Kp → Shord,min

Kp に関する高次順像の消滅

Riπ∗ΩkKp(− log ∂ Shtor
Kp) = 0 (i ≥ 1)

([HLTT16, Theorem 5.4]) と，Shord,min,rig
Kp （より正確には，これのダガー空間版

Shord,min,†
Kp ）がアフィノイドであること ([HLTT16, Lemma 6.11])，そしてアフィノ

イドに対するコホモロジーの消滅 ([GK00, Proposition 3.1])を組み合わせて証明さ
れる．中でも [HLTT16, Theorem 5.4]は重要であるが，本サマースクールでは志村
多様体のコンパクト化についてほとんど扱っていないため，説明は割愛する．
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次の困難は，「リジッドコホモロジー」Hi
c-∂ と「Eisenstein級数」を結び付ける部

分にある．モジュラー曲線のときは，命題 4.20のスペクトル系列が系 4.23のように
完全系列になり，境界の H0

rig と H1
c-∂ が直ちに繋がったが，高次元の場合には i ≥ 2

に対する Hi
c-∂ も考えなくてはならず，スペクトル系列の分析が難しくなる．この困

難を，リジッドコホモロジーに対するWeil II型定理を用いることで克服するという
のが [HLTT16]の秀逸なアイデアである．リジッドコホモロジーに対するWeil II型
定理を復習しておこう：

定理 4.26（[Chi98]） Y を Fp 上の非特異代数多様体とし，i 次リジッドコホモロ
ジーHi

rig(Y )への Frobenius作用の固有値 α ∈ Qp を考える．このとき，αは代数的
整数であり，その全ての共役の複素絶対値は pi/2 以上である．

3つ組 (Shtor
Kp , Shord,tor

Kp , ∂ Shtor
Kp)に対する命題 4.20のスペクトル系列

Ei,j1 =
⊕

I⊂{1,...,r},#I=j

Hi
rig(∂I Shtor

Kp,Fp
)⇒ Hi+j

c-∂ (Shord
Kp )

を考えよう．このスペクトル系列の E1 項には自然な Frobenius 作用がある．収束
先 Hi+j

c-∂ (Shord
Kp ) には自然な Frobenius 作用があるかどうかは分からないが，ς が

Frobenius射の持ち上げになっていたので，ς∗ によって Frobenius作用もどきを定義
する．このとき，上のスペクトル系列はこれらの作用と可換である．そこで，これら
の作用による固有値の複素絶対値が 0になる部分（重さ 0部分）W0(−)をとる．定
理 4.26より，i ≥ 1に対してW0H

i
rig(∂I Shtor

Kp,Fp
) = 0であるから，スペクトル系列

が退化して，W0H
i
c-∂(Shord

Kp ) は複体 W0E
0,•
1 =

⊕
I⊂{1,...,r},#I=• H

0
rig(∂I Shtor

Kp,Fp
)

の i 次コホモロジーと同型になることが分かる．つまり，W0H
i
c-∂(Shord

Kp ) は，境界
∂I Shtor

Kp,Fp
の既約成分がなす双対単体複体の i次コホモロジーと一致する．実は，こ

の双対単体複体の一部が GL1×ResF/Q GLn の局所対称空間と同じホモトピー型を
持つのである（[HLTT16, §5.3]参照）．これは，[HZ94a], [HZ94b], [HZ01]等の研究
に基づいた Harrisの洞察である．こうして，GLn(AF )の（偏極可能とは限らない）
正則 C 代数的な尖点的保型表現と Hi

c-∂(Shord
Kp )が繋がることになる．

ここまでの議論では，PELデータにおいて pが不分岐であることを仮定していた．
また，定理 4.5 においてもそうであったが，GLn(AF ) の尖点的保型表現 Π が p の
上にある素点において不分岐であるという仮定も必要である．これらの仮定は有限
個の素数を避ければ回避できるものではあるが，[HLTT16]においては，全ての場合
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を扱うため，pにおいてもレベルのついた志村多様体およびその整モデルを考えてい
る．当然，この整モデルのコンパクト化の理論が必要となる．さらに，ここまでは
「定数係数のリジッドコホモロジー」しか考えていないため，F の無限素点における
Π の無限小指標が自明表現の無限小指標と一致する場合しか扱うことができていな
い．より一般の場合を扱うため，[HLTT16]においては，志村多様体上の普遍アーベ
ル多様体を用いて構成される久賀・佐藤多様体（モジュラー曲線の場合には [Del69]
や [Sch90] 等を参照）に対し，上述の議論を適用している．そのためには，（p にお
いてレベルのついた状況で）久賀・佐藤多様体の整モデルのコンパクト化の理論が必
要となる．以上で述べたようなコンパクト化の理論は [Lan18]で構築されている．た
だし，[Lan18]においては，Shmin

Kp や Shtor
Kp をそのままレベル付き版に拡張している

わけではなく，通常部分に制限した部分的なコンパクト化，すなわち，Shord,min
Kp や

Shord,tor
Kp のレベル付き版のみを構成している点に注意しておく．久賀・佐藤多様体の

整モデルのコンパクト化も，これらの部分的なコンパクト化の上でのみ行っている．

ここまでの説明は，GLn(AF )の正則 C 代数的な尖点的保型表現 Πに対し，いか
にして Π⊞Πc∨ に対応するGalois表現 RΠ⊞Πc∨ を構成するかについてのものであっ
た．定理 1.3の証明のためには RΠ⊞Πc∨ を直和分解して Πに対応する Galois表現を
取り出すことが必要になる．これは実は，Πを固定したとき，十分大きい整数mに対
して (Π⊗ |det|m) ⊞ (Π⊗ |det|m)c∨ に対応する Galois表現が存在することから導く
ことができる．[HLTT16, §7]を参照．仮に無限素点における Πの無限小指標が自明
表現の無限小指標と一致していたとしても，このように (Π⊗|det|m)⊞(Π⊗|det|m)c∨

を考える関係で，4.2.1節のように「定数係数のリジッドコホモロジー」のみを用い
るだけでは RΠ の構成には不十分であり，上述の久賀・佐藤多様体を考える必要が
ある．

4.3 Scholzeの方法

本小節では，Scholze [Sch15] による手法を紹介する．これについては優れた解説
[伊藤]が既にあるので，[HLTT16]の手法と比較しつつ，ごく簡単にまとめることに
する．
以下では，GU∗ の志村多様体の代わりに，ResF+/Q U∗ の局所対称空間 XK =

X
ResF +/Q U∗

K を考える（U∗ は F/F+ に関する 2n 次準分裂ユニタリ群であった）．
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XK は連結志村多様体（[今井, §7]参照）となり，特に Qの最大アーベル拡大 Qab 上
定義される代数多様体の構造を持つ（これは前小節で考えていた志村多様体の連結成
分になる）．以下では，この代数多様体を XK と表し，もとの XK は XK(C)と表す
ことにする．

Scholzeの方法では，p進保型形式の空間として，次の完備化コホモロジーを採用
する：

定義 4.27 (ResF+/Q U∗)(Apf )のコンパクト開部分群Kp に対し‹Hi
c,Kp(Z/pm) = lim−→

Kp

Hi
c(XKpKp(C),Z/pmZ),‹Hi

c,Kp(Zp) = lim←−
m

‹Hi
c,Kp(Z/pm)

とおき，これらを完備化コホモロジーと呼ぶ．ただし，上の式において Kp は
(ResF+/Q U∗)(Qp)のコンパクト開部分群を動き，Hi

c(XKpKp(C),Z/pmZ)は Betti
コホモロジーを表す．

(a) U∗(AF+)上の正則尖点形式
(b) ‹H∗

c,Kp(Zp)
(c) ResF/Q GLn の局所対称空間

を順に結び付けることで，4.2節と同様に定理 1.3を証明する．
(b) と (c) の比較には，XKpKp(C) の Borel-Serre コンパクト化 XKpKp(C)BS

([BS73]) を用いる．これは代数多様体ではなく位相空間としてのコンパクト化であ
り，XKpKp(C)とXKpKp(C)BS がホモトピー同値であるという特徴を持つ．GL2 の
場合で言うと，複素上半平面の商 Γ\H+

1 の各カスプにおいて，一点を付け加えてコ
ンパクト化する代わりに，S1 を貼り付けてコンパクト化したものである．コンパク
ト化の境界 XKpKp(C)BS \XKpKp(C)は ResF/Q GLn の局所対称空間と関係するこ
とがすぐに分かるので，切除完全系列と Poincaré双対定理を用いた簡単な議論によ
り，(b)と (c)が結び付くことが分かる．この部分が簡単であるのは，完備化コホモ
ロジーが位相的な定義を持つためである．

(a) と (b) を結び付けるには，尖点形式という解析的な対象と，完備化コホモロ
ジーという位相的な対象を関係付けなくてはならない．その役割を果たすのが，以下
の Scholzeによる比較定理である：
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定理 4.28（[Sch13a, Theorem 5.1], [Sch13b, Theorem 3.13]） 概 OCp
加群と

しての同型

Hi
c(XKpKp,Cp

,Z/pmZ)⊗Z/pmZ OCp
/pm

a∼= Hi(Xmin,ad
KpKp,Cp

, I+/pm)

がある．ここで，Xmin
KpKp は XKpKp の最小コンパクト化を表す．I は ∂Xmin

KpKp =
Xmin
KpKp \XKpKp が定める Xmin,ad

KpKp,Cp
の閉部分リジッド空間 ∂Xmin,ad

KpKp,Cp
の定義イデ

アルを表し，I+ = I ∩ O+
Xmin,ad

KpKp,Cp

は I の元のうち「有界なもの」のなす層を表す．

同型の左辺に現れる Hi
c(XKpKp,Cp

,Z/pmZ) はエタールコホモロジーである．エ
タールコホモロジーと Bettiコホモロジーの比較定理より，

Hi
c(XKpKp,Cp

,Z/pmZ) ∼= Hi
c(XKpKp(C),Z/pmZ)

が成り立つことをまず注意しておく．
次に，定理 4.28 における「概 OCp

加群としての同型」を簡単に説明する．OCp

の極大イデアルを mCp
と書く．OCp

加群の準同型 f : M → N が概同型 (almost
isomorphism) であるとは，mCp Ker f = mCp Coker f = 0 が成り立つことをいう．
m2

Cp
= mCp に注意すると，概同型と概同型の合成はまた概同型となる．OCp 加群の

圏を，概同型が同型となるように局所化して得られる圏を「概 OCp
加群の圏」と呼

ぶ．定理 4.28は，
a∼=の両辺にある 2つの OCp

加群をこの圏の対象と見たときに同型
であることを主張している．
定理 4.28 の同型の Kp に関する帰納極限をとることで，完備化コホモロジー‹Hi
c,Kp(Z/pmZ) が lim−→Kp

Hi(Xmin,ad
KpKp,Cp

, I+/pm) と繋がることが分かる．これを尖
点形式と関連付けるために， ‹Xmin

Kp = lim←−
Kp

Xmin,ad
KpKp,Cp

が Cp 上のパーフェクトイド空間の構造を持つことを用いる*10．パーフェクトイド
空間とは，このように被覆の射影極限として得られるような，有限性のない p進解析
空間を扱うための枠組みであるが，ここでは説明しない．[津嶋]や [伊藤]をご覧いた

*10 [Sch15]においては，最小コンパクト化 Xmin
KpKp ではなく，それを少し変更したものを考えている

（[Sch15, §4.1]を参照）．しかし，その後 [BS, Theorem 1.16 (1)]により，この変更は不要である
ことが明らかになった．[CS, Theorem 2.6.2]を参照．
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だきたい．‹Xmin
Kp を用いると，

lim−→
Kp

Hi(Xmin,ad
KpKp,Cp

, I+/pm) ∼= Hi(‹Xmin
Kp , I+/pm)

と書き直すことができる．
右辺の計算の鍵となるのが，Hodge-Tate 周期写像 πHT : ‹Xmin

Kp → F`ad である．
ここで，F` は Cp 上の適切な旗多様体であり，F`ad はそれを Cp 上のリジッド空
間と見たものである．モジュラー曲線の場合，すなわち SL2 の局所対称空間の場合
に，これがどのような写像であるかを簡単に説明しよう．この場合の F`は射影直線
P1 = ProjCp[s1, s2]である．‹Xmin

Kp のカスプでない Cp 値点は，Cp 上の楕円曲線 E,
Kp レベル構造 ηp，そして pにおける無限レベル構造 ηp : Z2

p

∼=−→ TpE からなる 3つ
組 (E, ηp, ηp)を定める*11．p進 Hodge理論により，E は以下のような Hodge-Tate
完全系列を持つ：

0→ (LieE)(1)→ TpE ⊗Zp
Cp → (LieE∨)∨ → 0．

同型 ηp,Cp : C2
p

∼=−→ TpE⊗Zp Cp で (LieE)(1) ↪→ TpE⊗Zp Cp を引き戻すことで，C2
p

の 1次元部分空間が決まる．これに対応する P1(Cp)の点が πHT(E, ηp, ηp)である．
カスプに対する説明は省略する．
πHT : ‹Xmin

Kp → F`ad は単なる写像ではなく，adic空間の射になっていることが証
明できる．F`ad のアフィノイドによる開被覆 {Uj}j∈J をとり，Vj = π−1

HT(Uj)とお
く．また，I ⊂ J に対し，VI =

∩
j∈I Vj とおく．{Vj}j∈J を適切にとることで（モ

ジュラー曲線のときは，P1,ad を 2つの開円盤 |s1| ≤ |s2|, |s2| ≤ |s1|で覆えばよい），
任意の ∅ 6= I ⊂ J に対し，VI がアフィノイドパーフェクトイド空間となることが示
せる．この VI に対し，以下の非輪状性が成り立つ：

定理 4.29（[Sch15, p. 1029]） i ≥ 1および∅ 6= I ⊂ J に対し，Hi(VI , I+/pm)
a∼= 0

である．

この定理から，コホモロジーHi(‹Xmin
Kp , I+/pm)を被覆 {Uj}j∈J に関する Čechコ

ホモロジーで計算できることが分かる．これで完備化コホモロジーが Γ(VI , I+/pm)
の元，すなわち「関数」と繋がった．

*11 ここでは連結なモジュラー曲線を考えているので，E のWeilペアリングと ηp の関係についての条
件がつくが，それは πHT には反映されないので，説明は省略する．
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VI は pにおいて「無限レベル」の空間なので，Γ(VI , I+/pm)の元は「関数」とは言っ
てもまだ尖点形式とはほど遠い．そこで，次は Γ(VI , I+/pm)を有限レベルの言葉で
書き直す．詳細は省くが，十分小さい各コンパクト開部分群Kp ⊂ (ResF+/Q U∗)(Qp)
に対し，OCp

上の形式スキーム XKp
およびその開被覆 {Vj,Kp

}j∈J，OXKp
のイデア

ル IKp
であって，以下を満たすものを構成することができる：

• XKp
のリジッド一般ファイバーは Xmin,ad

KpKp,Cp
と同型である．

• 上記の同型によるVj,Kp のリジッド一般ファイバーの像を Vj,Kp と書くと，そ
の ‹Xmin

Kp → Xmin,ad
KpKp,Cp

による逆像は Vj と一致する．
• IKp

が誘導する O+
Xmin,ad

KpKp,Cp

のイデアルは I+ と一致する．

XKp
は，[Sch15, §2.1]にある一般論を適用して抽象的に定まる形式スキームであり，

普通に考える XKpKp の整モデルとはかけ離れたものとなっている．
この設定で Γ(VI , I+/pm) ∼= lim−→Kp

Γ(VI,Kp , IKp/p
m) となるので（VI と同様，

VI,Kp
=

∩
j∈I Vj,Kp

と定めた），Γ(VI,Kp
, IKp

/pm)の元と尖点形式を関係付ければ
よい．ここまで来ると，状況は命題 4.17と同様である．「偽 Hasse不変量」というも
のを Hasse 不変量の代わりに用いることで，関数 f ∈ Γ(VI,Kp

, IKp
/pm) の極を解

消して Γ(XKp , (ω⊗k
KpKp ⊗ IKp)Z/pmZ) (k � 0)の元へと延長し，さらに ωKpKp の豊

富性を用いて Γ(XKp , ω
⊗k
KpKp ⊗ IKp)の元 g へと持ち上げることができる．ここで，

ωKpKp は 4.2.1節で考えた ωKp の一般化にあたる直線束である．最後に，GAGA型
の同型

Γ(XKp , ω
⊗k
KpKp ⊗ IKp)⊗OCp

Cp ∼= Γ(Xmin
KpKp,Cp

, ω⊗k
KpKp ⊗ IKpKp)

を使うことで，g が尖点形式を与えることが分かる．ただし，右辺の IKpKp は最小
コンパクト化の境界 ∂Xmin

KpKp,Cp
⊂ Xmin

KpKp,Cp
の定義イデアルである．これで完備化

コホモロジーが尖点形式と結び付いた．
上で用いた「偽 Hasse 不変量」の定義は非常に簡単である．これもモジュラー
曲線の場合に説明しよう．以前の通り P1 = ProjCp[s1, s2] と書くと，s1, s2 ∈
Γ(P1,O(1)) である．これを Hodge-Tate 周期写像 πHT : ‹Xmin

Kp → P1,ad で引き戻し
たもの π∗

HT(si)が偽 Hasse不変量である．この場合，π∗
HTO(1)は ‹Xmin

Kp → Xmin
KpKp

による ωKp の逆像になるから，偽 Hasse不変量は Γ(‹Xmin
Kp , ωKp)の元である．形式

スキーム XKp をうまくとっておくことで，π∗
HT(si)は Γ(XKp , ωKpKp)の元の引き戻

しで得られるようにできる．上記の議論で用いられているのは，この Γ(XKp , ωKpKp)
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の元である．

Scholzeは上記の方法を用いて，定理 1.3だけではなく，以下の定理も証明した．

定理 4.30（[Sch15, Theorem 5.4.1]） F を総実体または CM 体とする．K を
GLn(AF,f )のコンパクト開部分群とし，局所対称空間 X

ResF/Q GLn

K を考える．F の
素点からなる有限集合 S を十分大きくとると，Hi(XResF/Q GLn

K ,Fp)*12への不分岐
Hecke環 TS（483ページと同様に定義する）の作用の各固有値 φ : TS → Fp に対し，
それと対応する Frobenius固有値を持つ n次元半単純連続表現 ΓF → GLn(Fp)が存
在する．

この定理は，Galois 表現の保型性問題に対する最近の進展の鍵の一つとなってい
る（[ACC+]を参照）．

■謝辞 原稿に有益なコメントをくださった今井直毅氏，越川皓永氏，清水康司氏，
時本一樹氏に感謝いたします．
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