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極限定理と統計学

•中心極限定理
•中心極限定理と確率過程の統計学
•極限定理研究の発展
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理想的なサイコロを投げる
•サイコロを振る

U1 = i (目の数が i であったとき) (i = 1, 2, ..., 6)

•理想的なサイコロ
P
[目の数がiである確率]

= P
[
U1 = i

]
=

1

6
(i = 1, 2, ..., 6)

• U1：確率変数
• U1の確率分布

図 1: U1
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理想的なサイコロを２回投げる
• U1: 1回目に出た目の数、 U2: 2回目に出た目の数
•　出た目の数の和 S2 = U1 + U2 が k になる確率:

P
[
S2 = k

]
= P

[
U1 + U2 = k

]
=

1

36
(6 − |k − 7|).

ただし, k = 2, ...., 12.

•確率分布

図 2: U1 + U2
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サイコロの目の数の和の分布
• U1, U2, U3: サイコロの目の数
• S1 = U1

S2 = U1 + U2

S3 = U1 + U2 + U3

•各々106回(≑ ∞回)振る
• S1, S2, S3の確率分布
（ヒストグラム）

•分布の形　四角→三角→山型
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独立確率変数の和の分布
•つぎの分布を持つ確率変数U1を考える：

図 3: U1

•分布は汚いが, 期待値E[U1] = 0, 分散Var[U1] = 1とな
るように調整されている.
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独立確率変数の和の分布
•つぎの分布を持つ確率変数U1を考える：

図 3: U1

• U1, U2, .....を独立な確率変数とし，Ujの分布はU1の分布
と同じであるとする．

• Sn =
∑n

j=1Uj = U1 + U2 + · · · + Unとする.

• Zn := 1√
n
SnによってSnを基準化する．
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分布の収束
• Z1, Z3, Z5, Z30の確率分布（ヒストグラム）

図 4: Zn = Sn/
√
n
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正規分布への収束
• Z1, Z3, Z5, Z30の確率分布（ヒストグラム）

図 5: Zn = Sn/
√
n

↓標準正規分布
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中心極限定理
定理 1.（中心極限定理 central limit theorem）
U1, U2, ....: 独立で同一の分布に従う確率変数列、
E[U1] = 0, Var[U1] = 1とする。
このとき

Zn =
1

√
n
Sn =

1
√
n

(
U1 + U2 + · · · + Un

)
の確率分布は、n → ∞のとき標準正規分布に収束する。

•この収束を Zn →d N(0, 1) (n → ∞) と表す。
•標準正規分布の確率密度関数　ϕ(z) = 1√

2π
e−

1
2z

2

•ヒストグラムが収束するということ：任意のa, b ∈ R (a < b) に対
して，

P
[
a < Zn ≤ b

]
→

∫ b

a

ϕ(z)dz (n → ∞)
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中心極限定理 Zn = 1√
n

(
U1+U2+ · · ·+Un

)
→d N(0, 1)

• U1の分布はなんでもよい．

=⇒

↓正規分布

•泥中の蓮 (でいちゅうのはちす，維摩経)
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中心極限定理 Zn = 1√
n

(
U1+U2+ · · ·+Un

)
→d N(0, 1)

• 中心極限定理（上記のものとその拡張）へ向けた研究の長い歴史
– de Moivre (1738): 二項分布. 標準正規分布の密度関数ϕ(z) = 1√

2π
e−

1
2z

2

Gauss (1809) “de Moivre curve”

– “中心”(central)の命名はPolyá (1920)

– Laplace (1810): 有界格子点分布．フーリエ変換（特性関数）を使った．
– Poisson (1824): 反例と一般化
– Liapounov (1900)

– Markov (1900): “Markov連鎖”の場合
– Bernstein (1922): Markovの結果の拡張
– Lindeberg (1922): “初等的証明”

– Lévy (1925): マルチンゲール中心極限定理のはしり
– Khinchin, Kolmogorov, Feller, ...

L. Le Cam: The central limit theorem around 1935. Statistical Science, 1, 1,

78-96 (1986)
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中心極限定理 Zn = 1√
n

(
U1+U2+ · · ·+Un

)
→d N(0, 1)

•歴史に名を残す大数学者も間違いを犯す．
– 概念も確立しておらず，数学的な道具もない状況であった
ことは理解すべき．

•中心極限定理の証明（特性関数による方法）
– 標準正規分布の特性関数

φN(0,1)(u) =
∫∞
−∞ eiuzϕ(z)dz = e−

1
2u

2
(u ∈ R)

– Znの特性関数 φZn(u) = E
[
eiuZn

]
(i =

√
−1)

– 各u ∈ Rに対して，n → ∞のとき，φZn(u) → φN(0,1)(u).

これは簡単な計算によってわかる．
– 特性関数が収束すれば，対応する分布が収束することが知
られている．

– したがって，Zn →d N(0, 1).
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三角列に対する中心極限定理
• Zn = 1√

n

(
U1 + U2 + · · · + Un

)
→d N(0, 1)

• U1√
n
+ U2√

n
+ · · · + Un√

n
→d N(0, 1)

•独立確率変数の三角列: 各n ∈ Nに対して，
Hn

1 ,H
n
2 , ....,H

n
kn
は独立

•つまり，
H1

1 ,H
1
2 , ...,H

1
k1
は独立,

H2
1 ,H

2
2 , ..........,H

2
k2
は独立,

· · ·
Hn

1 ,H
n
2 , ...................,H

n
kn
は独立,

· · ·
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三角列に対する中心極限定理
定理 2. (Hn

j )j=1,...,kn (n ∈ N) は独立確率変数の三角列と
する．
(i)E[Hn

j ] = 0, E[(Hn
j )

2] < ∞, 定数vが存在して，
vn :=

∑kn
j=1Var[Hn

j ] → v (n → ∞).

(ii)任意のϵ > 0に対して，

(L) lim
n→∞

kn∑
j=1

E

[
|Hn

j |
21{|Hn

j |≥ϵ}

]
= 0.

このとき，
Hn

1 + Hn
2 + · · · + Hn

kn
→d N(0, v) (n → ∞).

•定理の証明は１０行程度
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三角列に対する中心極限定理：リンデベルク条件(L)の意味
•ひとつずつのHn

j の全体への影響は小さい．
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三角列に対する中心極限定理：例
• Ln

1 , ..., L
n
n (n ∈ N) は独立確率変数の三角列

• Ln
j の分布が正規分布N(0, 1/n) (平均0, 分散n−1の正規分布) に従う
とする:

P
[
a < Ln

j ≤ b
]
=

∫ b

a

1
√
2πn−1

e
− z2

2n−1dz (a < b)

• Hn
j =

√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}とすると，
(Hn

j )j=1,...,n (n ∈ N)は独立確率変数の三角列になる．
• E

[
Hn

j

]
= E

[√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}]
= 0, Var

[
Hn

j

]
= 2n−1,

Var
[
Hn

1

]
+ · · · + Var

[
Hn

n

]
= 2.

•個々のHn
j の全体への影響は小さいので，中心極限定理によって，
Hn

1 + Hn
2 + · · ·Hn

n →d N(0, 2) (n → ∞).

すなわち，
n∑

j=1

√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}
→d N(0, 2) (n → ∞).
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三角列に対する中心極限定理：例
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乱数のサンプリング

=⇒ U1

=⇒ U2

=⇒ U3

· · ·

•任意の、平均0, 分散1の分布からのサンプリング
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ランダムウォーク
• (Uj)j∈N: 独立で同一の分布に従う確率変数列
• S0 = 0, Sn =

∑n
j=1Uj = U1 + U2 + · · · + Un とする
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ランダムウォーク
•もっとデータを取り、ズームアウトする

• n = ∞のとき現れるもの
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Donskerの定理　(汎関数型中心極限定理)

• (Uj)j∈N: 独立で同一の分布に従う確率変数列。E[U1] = 0, E[U2
1 ] = 1

とする。S0 = 0, Sn =
∑n

j=1 Uj

•時空間スケーリングと線形補間

Xn
t =

1
√
n
Sbntc +

(
nt − bntc

)
√
n

Ubntc+1(
Xn

1 =
1

√
n
Snである.

)
� �
定理 Xn →d w (n → ∞)� �� �
標準 ウイナー過程 (ブラウン運動) w が極限として現れる。� �
•収束は空間Cで考える．
C 連続関数f : R+ → Rのある空間, 適当な位相を考える。 R+ =

[0,∞).
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ウイナー過程のイメージ
•一様乱数

区間 [0, 1]
抽出−→ x

•ウイナー過程

抽出−→ w
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ウイナー過程 (ブラウン運動)

• w = (wt)t∈R+: 標準ウイナー過程
• w は次の性質を満たす.� �

(i) w0 = 0.

(ii) wt − ws ∼ N(0, t − s) for s < t.

(iii) 0 = t0 < t1 < · · · < tk (k ∈ N)に対して，確率変数
wt1, wt2 − wt1, · · · , wtk − wtk−1

は独立.（独立増分性）
(iv)各パス t 7→ wt は連続.� �

• Xn
t2
− Xn

t1
∼

1
√
n
Sbnt2c −

1
√
n
Sbnt1c =

1
√
n

∑
j:bnt1c<j≤bnt2c

Uj

• wは“ランダムウォーク”.時刻tから先の増分はそれ以前の動きとは独立.
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ボラティリティの推定
• t ∈ R+ = [0,∞)でラベルされた確率変数Xtを束ねた
X = (Xt)t∈R+

を確率過程と呼ぶ．
•標準Wiener過程w = (wt)t∈R+

は確率過程の例である．
• Xt = σwtであるとする．σは正の定数．
• e.g. 株価の収益率のモデル. σはその変動の大きさを表す．

↑
まだ回復すると予想できる?
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ボラティリティの推定
• w = (wt)t∈R+

: 標準Wiener過程．
• Xt = σwt．σは正の定数．
•統計的問題
– データ (Xtnj

)j=0,...,n (tnj = j/n) からσ2の値を推定
する．

– ２次変動（リアライズド・ボラティリティ）
Vn =

∑n
j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2 でσ2を推定する．

• Vnの性質
– Vn → σ2 (n → ∞) ?

– Vnの推定精度？
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ボラティリティの推定
• Xt = σwt

• tnj = j
n

• Ln
j := wtnj

− wtnj−1
∼ N

(
0, 1/n

)
Ln
1 , ...., L

n
n は独立

標準Wiener過程（ブラウン運動）w = (wt)t∈R+の性質
(i) w0 = 0.

(ii) wt − ws ∼ N(0, t − s) for s < t.

(iii) 0 = t0 < t1 < · · · < tk (k ∈ N)に対して、確率変数
wt1, wt2 − wt1, · · · , wtk − wtk−1

は独立．（独立増分性）



（再掲）三角列に対する中心極限定理：例
• Ln

1 , ..., L
n
n (n ∈ N) は独立確率変数の三角列

• Ln
j の分布が正規分布N(0, 1/n) (平均0, 分散n−1の正規分布) に従うとする:

P
[
a < Ln

j ≤ b
]
=

∫ b

a

1
√
2πn−1

e
− z2

2n−1dz (a < b)

• Hn
j =

√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}とすると，
(Hn

j )j=1,...,n (n ∈ N)は独立確率変数の三角列になる．
• E

[
Hn

j

]
= E

[√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}]
= 0, Var

[
Hn

j

]
= 2n−1,

Var
[
Hn

1

]
+ · · · + Var

[
Hn

n

]
= 2.

• 個々のHn
j の全体への影響は小さいので，中心極限定理によって，

Hn
1 + Hn

2 + · · ·Hn
n →d N(0, 2) (n → ∞).

すなわち，
n∑

j=1

√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}
→d N(0, 2) (n → ∞).
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ボラティリティの推定
• Xt = σwt,

• Ln
j := wtnj

− wtnj−1
∼ N

(
0, 1/n

)
, Ln

1 , ...., L
n
nは独立

• Xtnj
− Xtnj−1

= σ(wtnj
− wtnj−1

) = σLn
j

•だから，
√
n
(
Vn − σ2

)
=

√
n

{ n∑
j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2 − σ2

}

= σ2
√
n

n∑
j=1

{(
Ln

j )
2 −

1

n

}
•したがって，

√
n
(
Vn − σ2

)
→d N(0, 2σ4) (n → ∞)

n∑
j=1

√
n
{
(Ln

j )
2 − n−1

}
→d N(0, 2) (n → ∞).
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ボラティリティの推定：まとめ
• w = (wt)t∈R+

: 標準Wiener過程．
• Xt = σwt．σは正の定数．
•データ(Xtnj

)j=0,...,n (tnj = j/n)

•２次変動（リアライズド・ボラティリティ）
Vn =

∑n
j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2 でσ2を推定する．

• Vnの性質
√
n
(
Vn − σ2) →d N(0, 2σ4) (n → ∞)

– データ数nが大きくなるときVnはσ2に収束する．
– 推定量Vnの誤差は漸近的に正規分布に従う．

•データは区間[0, 1]上で採られ，nが大きくなるとき区間[0, 1]

上で頻繁に観測される．高頻度観測
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株価
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確率微分方程式によるモデリング
•ブラウン運動 w = (wt) Louis Bachelier (1900)

•幾何ブラウン運動 S = (St) Black and Scholes (1973),

....

St = S0 exp

((
µ −

σ2

2

)
t + σwt

)
• “確率微分方程式”で書くと

dSt = µStdt + σStdwt

– dSt は　St の瞬間的な増分
– dwt は　wt の瞬間的な増分
– σ: ボラティリティ（volatility）、

Stの変動の大きさを表す指標
– 自己回帰モデル
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確率微分方程式
•確率微分方程式 (stochastic differential eqution)

dXt = btdt + σtdwt, X0 = x0 (1)

積分形 Xt = x0 +
∫ t
0 bsds +

∫ t
0 σsdws (伊藤積分)

•解釈. Xtは漸化式の解の極限と見なせる：
X0 = x0

X 1
n
− X 0

n
= b 0

n
×

1

n
+ σ 0

n
×

(
w 1

n
− w 0

n

)
X 2

n
− X 1

n
= b 1

n
×

1

n
+ σ 1

n
×

(
w 2

n
− w 1

n

)
· · ·

X j
n
− Xj−1

n
= bj−1

n
×

1

n
+ σj−1

n
×

(
w j

n
− wj−1

n

)
(2)

· · ·

そして n → ∞ とすると、Xtが現れる。(Euler-丸山近似）
•大雑把には、確率微分方程式(1)は漸化式(2)で理解してもよい。
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Euler-丸山近似で確率微分方程式の解のパスを発生させる
•確率微分方程式{

dXt = 0.01Xtdt + 0.1Xtdwt, t ∈ [0, 2]

X0 = 100

•ウイナー過程で駆動されている系なので，パスt 7→ Xtの性質はそれに
似ている．

• YUIMA
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ボラティリティの推定
•確率微分方程式 (stochastic differential eqution)

dXt = btdt + σtdwt, X0 = x0

• Xtを伊藤過程 (Itô process) とよぶ．e.g. σt = σ(Xt)

• Xtの変動の大きさをどのように計測するか？
•リアライズド・ボラティリティ (realized volatility)

Vn =
n∑

j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2, tnj = j/n

•事実：　

Vn →p 〈X〉1 =

∫ 1

0

σ2
sds (n → ∞)

• e.g. σt = σ（定数）ならば，∫ 1

0 σ2
sds = σ2の推定になる．

•高頻度データ解析



30

ボラティリティの推定
•統計推測で，Vnの誤差Vn − 〈X〉1の分布が重要になる．
• σt = σ（定数）の場合には独立な三角列に対する中心極限定理から誤
差の極限分布が正規分布であることを知った．

dXt = btdt + σtdwt, X0 = x0,

Vn =
n∑

j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2, tnj = j/n
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ボラティリティの推定
•統計推測で，Vnの誤差Vn − 〈X〉1の分布が重要になる．
• σt = σ（定数）の場合には独立な三角列に対する中心極限定理から誤
差の極限分布が正規分布であることを知った．

• σtが一般のランダムな場合には新たな極限定理が必要になる．
定理 3. (混合型中心極限定理)

Zn =
√
n
(
Vn − 〈X〉1

)
→d G1/2ζ (n → ∞)

G = 2

∫ 1

0

σ4
tds, ζ ∼ N(0, 1), ζとGは独立.

•極限G1/2ζの分布は正規分布の分散に関する混合
– 一般に，σtはランダムであるから，G1/2ζの分布は正規分布ではない.

– 非エルゴード的統計(non-ergodic statistis)

dXt = btdt + σtdwt, Vn =
n∑

j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2, tnj = j/n, 〈X〉1 =

∫ 1

0

σ2
sds
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ボラティリティの推定：√
n
(
Vn − 〈X〉1

)の分布
•モデル　dXt = −0.1Xtdt +

√
1 + X2

t dwt, X0 = 1

•データ　(X j
500

)j=0,...,500

•混合正規分布による近似 vs. 正規近似
MC = 104

赤線：混合正規分布による近似
青線：ヒストグラムのデータと同じ分散を持つ正規分布による近似
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混合型中心極限定理
•混合型中心極限定理

Zn →ds G1/2ζ (n → ∞)

ζ ∼ N(0, 1) ⊥⊥ F

• Fは情報の集まりを表し，ZnやGはFの情報で表現できる．
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混合型中心極限定理
• 混合型中心極限定理

Zn →ds G1/2ζ (n → ∞), ζ ∼ N(0, 1) ⊥⊥ F

• Fは情報の集まりを表し，ZnやGはFの情報で表現できる．

•混合型中心極限定理の証明
– セミマルチンゲール理論（ ⊃伊藤解析 ）を駆使
– 近年，マリアバン解析（無限次元確率解析）の方法で
直線的に証明できるようになった
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漸近展開
•極限定理 Zn →d 密度p0の確率分布 ⇔

E[f(Zn)] −
∫

f(z)p0(z)dz → 0 (n → ∞)

注. f(z) = 1(a,b](z)のとき，
P [a < Zn ≤ b] = E[f(Zn)] →

∫ ∞

−∞
f(z)p0(z)dz =

∫ b

a

p0(z)dz.

これはヒストグラムの収束を意味する．

•漸近展開
E[f(Zn)] −

∫
f(z)

{
p0(z) + n−1/2p1(z) +

· · · + n−k/2pk(z)

}
dz

= o(n−k/2)
注. 一般に，fは微分可能でなく，連続でもなくてよい.
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オプション価格の計算
•確率微分方程式{

dXt =
(
0.1(1 + X2

t )
1/2 + 0.05Xt

)
dt + 0.5(1 + X2

t )
1/2dwt

X0 = 100

•エイジアン・コールオプションの価格を計算せよ (r = 0) ：

C = E

[
max

{∫ 1

0

Xtdt − K, 0

}]
•モンテカルロ法（計算時間、統計的誤差大）
•漸近展開（高速、高精度）

C ∼ c0 + ϵc1 + ϵ2c2 + · · · + ϵkck (ϵ ↓ 0)

(0.5 = ϵ = 1/
√
n)
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実験１　オプション価格計算. 漸近展開 vs. モンテカルロ法

by Emanuele Guidotti
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実験２　オプション価格計算. 漸近展開 vs. モンテカルロ法
•確率微分方程式{

dXt =
(
0.1(1 + X2

t )
1/2 + 0.05Xt

)
dt + 0.5(1 + X2

t )
1/2dwt

X0 = 1

•ヨーロピアン・コールオプションの価格 (r = 0) ：
C = E

[
max

{
Xt − 1.41, 0

}]

•漸近展開
C ∼ c0 + ϵc1 + ϵ2c2 + · · · + ϵkck (ϵ ↓ 0)

(0.5 = ϵ = 1/
√
n)
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実験２　オプション価格計算. 漸近展開 vs. モンテカルロ法
モンテカルロ法の誤差の方が問題！

0.21470

0.21475

1e+08 3e+08 1e+09 3e+09

Monte Carlo Trials
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st

im
at

e

Monte Carlo Order 1 Order 2 Order 3 Order 4

by Emanuele Guidotti
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マリアバン解析と極限定理
•上の漸近展開は，マリアバン解析(Malliavin calculus)の
渡辺理論によって正当性が保証される．

•マリアバン解析による（分布論的な）極限定理，漸近展開へ
発展している．
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マリアバン解析，極限定理，統計理論
•マリアバン解析は標本空間(wが住んでいる空間，無限次元
空間)上の微分積分学．

•マリアバン解析と漸近展開
– 漸近展開はZnの分布のなめらかさに深く関わる．
– Znの分布のなめらかさを定量的に評価できる．
– 極限定理研究において，漸近展開と結びついた．
（通常の分布論的な極限定理においても.）

•マリアバン解析による極限定理研究が盛んになっている．
•マリアバン解析と確率過程の統計学は密接に関係している．
– 極限定理，漸近展開，確率数値解析
– 漸近決定理論，非エルゴード的統計，推定量の漸近展開
– 非整数ブラウン運動
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マリアバン解析(Malliavin calculus)

• w = (wt)t∈[0,T ]: 標準Wiener過程（Brown運動）
• wの関数としての確率変数：F (w)

•例. 確率微分方程式の解F (w) = Xt(w)

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dwt, X0 = x0

•マリアバン微分 DF =
dF

dw
=

(
∂F

∂wt

)
t∈[0,T ]

（直感的に）

•双対性(duality). 確率過程u = (ut)t∈[0,T ]に対して、
E
[
〈u,DF 〉

]
= E

[
δ(u)F

]
(∀微分可能なF )

• δ(u) = D∗uをuのSkorohod積分と呼ぶ。
• Skorohod積分は伊藤積分の一般化になっている。
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伊藤解析と極限定理
•ボラティリティ推定の問題

dXt = btdt + σtdwt, Vn =
n∑

j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2, tnj = j/n,

〈X〉1 =

∫ 1

0

σ2
sds

•リアライズド・ボラティリティは伊藤積分を使って表現できる．

Vn − 〈X〉1 =
n∑

j=1

(
Xtnj

− Xtnj−1
)2 − 〈X〉1

=
n∑

j=1

∫ tnj

tnj−1

(
2σ2

tnj−1

∫ s

tnj−1

dwr

)
dws + · · ·

•伊藤積分に対する混合型中心極限定理
⇒

√
n
(
Vn − 〈X〉1

)
→ds G1/2ζ
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Skorohod積分に対する混合型中心極限定理
• Skorohod積分は伊藤積分の一般化になっている：
• u = (ut)t∈[0,T ]においてut = ut

(
(wr)r∈[0,t]

)であれば、
δ(u) =

∫ T

0
utdwt (伊藤積分)

• Mn = δ(un) (n ∈ N) Skorohod積分の列
定理 4. (Nourdin, Nualart and Peccati)

E
[
|〈DMn, un〉 − G|

]
→ 0 (n → ∞)

（と付加条件）のもとで、
Mn →ds G1/2ζ (n → ∞)

ここで、ζはGと独立な標準正規確率変数.

•最近漸近展開へ発展している．(Nualart and Y)
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本日のまとめ
•独立確率変数列の和に対する中心極限定理
•独立な三角列に対する中心極限定理
• Wiener過程（ブラウン運動）
•確率微分方程式
•ボラティリティの推定問題
•混合正規型の極限定理
•漸近展開
•マリアバン解析と中心極限定理の一般化


