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今回の研究では, CR幾何学において古くから知られていた
Burns–Epstein不変量について,これまで知られていた2種類の構成を統
一し,より一般的な設定に拡張しました.このポスターでは,①繰り込
みChern–Gauss–Bonnet公式の一般化とmodℤの議論の要請,②Cartan
接続のCheeger–Simons不変量としてのmodℤ不変量,③佐々木
𝜂-Einstein多様体上での計算例,の順に主結果を紹介します.

①繰り込みChern–Gauss–Bonnet公式の一般化
繰り込み接続
𝑋 2(𝑛+1):複素多様体,Ω ⊂ 𝑋:相対コンパクト領域,𝑀2𝑛+1 ≔ 𝜕𝑋.
𝜌 ∈ 𝐶∞(𝑋): Ωの定義関数 s.t. Ω = {𝜌 < 0}.
𝑔 ≔ −i𝜕𝜕 log(−𝜌).

• Ωが強擬凸であるとは, 𝜌の複素Hessian i𝜕𝜕𝜌が
𝑇 1,0𝑀 ≔ 𝑇 1,0𝑋 ∩ 𝑇ℂ𝑀上で正定値であること.

• 𝜌があるMonge–Ampère方程式の近似解であるとき, Fefferman定
義関数という.

• ∇ ≔ ∇𝑔 − 2 Sym[−𝜕 log(−𝜌) ⊗ Id𝑇 1,0Ω]を繰り込み接続という.

以降,領域Ωは強擬凸でFefferman定義関数を持つと仮定し,繰り込み
接続はFefferman定義関数から作られたものを考えます.
定理[丸亀(2016)]

𝜉: 𝑀の外向き法線(1, 0)ベクトル,
∇𝜉-triv: 𝑇 1,0𝑋|𝑀の接続 s.t. ∇𝜉-triv 𝜉 = 0.
このとき,次の式が成り立つ:

∫
Ω

∫
𝑀

𝑐𝑛+1(∇) = 𝜒(Ω) + 𝑐𝑛+1(∇𝜉-triv, ∇).

さらに,境界積分はCR不変量である.これを𝜇𝑐𝑛+1(𝑀)とかき,
Burns–Epstein不変量という.

この議論は,障碍理論を用いて直ちに一般化することができます.

留数サイクル
𝑇 1,0𝑋|𝑀が(𝑟 + 1)-フレームs = (𝑠1, … , 𝑠𝑟+1)をもつとする.
sをΩに延長する際の障碍類𝑐𝑞(s, 𝑇 1,0Ω) ∈ 𝐻 2𝑞(Ω,𝑀), 𝑞 = 𝑛 − 𝑟 + 1
を第𝑞相対Chern類という.
第𝑞相対Chern類のLefschetz双対Res𝑐𝑞(s, 𝑇

1,0Ω) ∈ 𝐻2𝑟(Ω)を留数サイ
クルという.

主定理1
𝑇 1,0𝑋|𝑀が(𝑟 + 1)-フレームs = (𝑠1, … , 𝑠𝑟+1)をもつとする.
∇s-triv: 𝑇 1,0𝑋|𝑀の接続 s.t. ∇s-triv s = 0.
Ψ ≔ 𝑐𝑖1 ⋯ 𝑐𝑖𝑝 , 𝑖1 + ⋯ + 𝑖𝑝 = 𝑟.
このとき,次の式が成り立つ:

∫
Ω
(𝑐𝑞 ⋅ Ψ)(∇) = ⟨Res ⟩ ∫

𝑀
(s), Ψ(𝑇 1,0Ω) + 𝑐𝑞(∇s-triv, ∇) ∧ Ψ(∇).

境界積分はsのとり方に依存するが,境界積分をmodℤしたものは
CR不変量である.

丸亀先生の結果は𝑟 = 0の場合に相当します. この場合, canonicalな
(0 + 1)-フレームs = (𝜉 )があるため,境界積分をmodℤする必要はあ
りません.

②Cartan接続のCheeger–Simons不変量

Cheeger–Simons微分指標
𝑀:多様体, 𝐸 → 𝑀:階数𝑘の複素ベクトル束, ∇: 𝐸の接続.
Φ ∈ 𝐼 𝑙0(𝔤𝔩(𝑘, ℂ)):整係数Ad-不変多項式.

• 𝑀上の𝑑次微分指標とは,準同型𝑓∶ 𝑍𝑑−1(𝑀,ℤ) → ℝ/ℤで,ある
𝑑次微分形式𝜔が存在して𝑓 ∘ 𝜕 = 𝜔 mod ℤが成り立つもの.

• 𝑀上の2𝑙次微分指標𝑆Φ(∇)で, 𝑆Φ(∇) ∘ 𝜕 = Φ(∇)を満たし,接続を
保つ束写像に関して自然であるようなものがただ一つ存在す
る.これをCheeger–Simons微分指標という.

Ω,𝑀を①の通りとします. このとき, 通称ℰ𝐴(1, 0)と呼ばれる階数
(𝑛 + 2)の複素ベクトル束𝒯 ′ → 𝑀およびトラクター接続と呼ばれ
る接続∇𝒯

′
が存在します. このベクトル束と接続は,𝑀が複素多様体

𝑋に埋め込まれているかどうかに関わらず,内在的に存在します.

主定義
Φ ≔ 𝑐𝑗1 + ⋯ + 𝑐𝑗𝑚 , 𝑗1 + ⋯ + 𝑗𝑚 = 𝑛 + 1.
⟨ ⟩𝑀, 𝑆Φ(∇𝒯

′
) ∈ ℝ/ℤを ̃ 𝜇Φ(𝑀)とかき, Burns–Epstein不変量と呼ぶ.

主定理2

∫
𝑀

主定理1の状況で,次の式が成り立つ:

̃ 𝜇𝑐𝑞⋅Ψ(𝑀) = 𝑐𝑞(∇s-triv, ∇) ∧ Ψ(∇) + ℤ.

系
主定義における不変量は[丸亀(2016)]のものとmodℤで一致する:
̃ 𝜇𝑐𝑛+1 = 𝜇𝑐𝑛+1 + ℤ.さらに, [Burns–Epstein(1988,1990)]のものともmod
ℤで一致する.

さらに,𝑀上で𝑐1(∇) = 0であることから,次の系が従います.

系
もし ̃ 𝜇𝑐1⋅Ψ(𝑀) ≠ 0となるような𝑛次整係数Ad-不変多項式Ψがあれば,
𝑀はℂ𝑛+1には埋め込めない.

③計算例
𝑌 2𝑛:コンパクト複素多様体, (𝐿, ℎ) → 𝑌:負の線束, 𝜔 ≔ −iΘℎ.
(𝑌 , 𝜔)はEinstein定数𝜆のKähler–Einstein多様体であると仮定する.
Ω ≔ {𝑣 ∈ 𝐿 ∣ ‖𝑣‖ℎ < 1}.

主定理3
𝑛次整係数Ad-不変多項式Ψに対して,次の式が成り立つ:

⟨̃ 𝜇𝑐1⋅Ψ(𝑀) = −𝜆 𝑌 , Ψ(𝑇 1,0𝑌 )⟩ mod ℤ.

一般の不変多項式についても同様に計算できますが, 式が煩雑にな
るためここでは省略します.
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