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定義（enhanced Lパラメータ）
F：非アルキメデス局所体，G：F上の連結簡約群．Gのenhanced Lパラ
メータ(φ, ϵ)とは，

GのLパラメータ φ : WF × SL2(C) → LG := Ĝ⋊WF

既約表現 ϵ ∈ Irr(π0ZĜ(φ))のうち適当なもの
の組である．Lパラメータおよびenhanced Lパラメータの共役類のなす集合
をそれぞれΦ(G),Φe(G)と書く．
厳密には，上の定義はGが準分裂群の純内部形式の構造を持つ場合にのみ
適用できる．より一般の場合にはZĜ(φ)を少し修正しなければならない．
予想（局所Langlands対応）
以下の全単射が存在し，様々な条件を満たす：

Irr(G(F )) Φe(G).
1:1

局所Langlands対応はGLnをはじめとしていくつかの具体的なGには構成で
きているが，一般の場合（特に例外群の場合）は未解決である．
例（GLnの局所Langlands対応）
G = GLnのとき, 任意のLパラメータのenhancementは自明なものしかなく
なる. また, Lパラメータを与えることは（半単純な）連続準同型
WF × SL2(C) → Ĝ = GLn(C)を与えることと等価になる．つまり，GLnの
局所Langlands対応とは，GLn(F )の既約表現がFのGalois群の変種のn次元
表現と対応することを意味する.

局所Langlands対応の満たすべき性質の一つとして，平賀・市野・池田によ
る形式次数に関する予想を説明する．以下，簡単のためZ(G)◦はanisotropic
であるとする．(π, V ) ∈ Irr(G(F ))を本質的二乗可積分表現とすると，G(F )
のHaar測度に応じて形式次数と呼ばれる正実数fdeg(π) ∈ R>0が定まる．
今，指標ψ : F → C×でOF上自明，p−1

F 上非自明なものを固定すると，これ
によってHaar測度が一つ定まる．したがってπの形式次数も定まる．
予想 ([HII08])

局所Langlands対応によってπ ∈ Irr(G(F ))が(φ, ϵ) ∈ Φe(G)に対応するとき，
fdeg(π) =

dim(ϵ)

|π0ZĜ(φ)|
· |γ(0, φ,Ad, ψ)|

が成り立つ．ただしγ(s, φ,Ad, ψ)はφのadjoint γ-factor.

次に，G(F )の既約表現（およびenhanced Lパラメータ）の中でも特別なク
ラスを2つ説明する．
定義（深度）

(π, V )：G(F )の既約表現が深度0であるとは，あるパラホリック部分群
K ⊂ G(F )が存在して，V K+ ̸= 0となること．
φ：Lパラメータが深度0であるとは，φ|PFが自明であること．このと
き, enhanced Lパラメータ(φ, ϵ)も深度0であるという．

ここで，パラホリック部分群K ⊂ G(F )とはGのBruhat–Tits buildingの
facetから定まるコンパクト開部分群である．Kはpro-pな正規開部分群K+

を備え, K/K+はk上のある連結簡約群Gの有理点のなす群と同型になる
（kはFの剰余体）．
定義（尖点性）

(π, V )：G(F )の既約表現が超尖点表現であるとは，任意の放物部分群
P = LN ⊊ Gに対してcoinvariant VN(F )が0になること．
(φ, ϵ)：enhanced Lパラメータが尖点的であることは，ZĜ(φ|WF

)の一般
Springer対応の理論を用いて定義できる([AMS18])．

注意
超尖点表現は本質的二乗可積分である．したがって形式次数が定まる．
深度0であることや（超）尖点的であることは，局所Langlands対応で保存
されると期待されている．
以下，

Irr(G(F ))0,c ⊂ Irr(G(F ))：深度0超尖点表現からなる部分集合
Φe(G)0,c ⊂ Φe(G)：深度0尖点的enhanced Lパラメータからなる部分集合

とする．

主結果
G：F ur上分裂する随伴型単純群．このとき全射

LLC: Φe(G)0,c → Irr(G(F ))0,c

が存在する．さらに，以下のいずれかを満たすとする：
Gの型がAn, E6, E8, F4, G2のいずれか．
GはCnまたはE7型でF上分裂する．
char(k) > 2で, さらにGはBnまたはD2n+1型でF上分裂する．

このとき，写像LLCは全単射であり，平賀・市野・池田の予想を満たす．
注意
写像LLCの構成はいくつかの非標準的なchoiceに依存している．
深度0超尖点表現よりも狭いクラスでは，より一般のGについて次の結果が
ある：

[DR09]：深度0正則超尖点表現（↔ φ|SL2(C)が自明）
[FOS20]：冪単超尖点表現（↔ φ|IFが自明（Lパラメータが不分岐））

主結果におけるLLCには注意の通りの任意性があるが，これらのクラスに
制限すれば[DR09], [FOS20]で得られた対応と一致する．
以下，証明のアイデアを述べる．以下の定理が重要である：
定理 ([Lus84])

Gを有限体k上の連結簡約群とし，Ĝをその（k上の）双対群とする．この
とき，分割

Irr(G(k)) =
∐
[s]

Irr(G(k))s

がある．ここで[s]はĜ(k)の半単純元の共役類を走る．さらに，全単射
J : Irr(G(k))s → Irr(ZĜ(s)(k))1

が存在する（既約指標のJordan分解）．
定義（冪単表現）
k上の簡約群Gに対して，Irr(G(k))1に属する既約表現を冪単表現と呼ぶ．
φ ∈ Φ(G)を深度0の（離散的な）Lパラメータとする．このとき，F上の連
結簡約群H（の内部形式たち）がĤ = ZĜ(φ|IF)によって定まり，不分岐なL
パラメータφH ∈ Φ(H)が取れる．さらに，φ, φHの尖点的なenhancementは
一対一に対応する．
一方，HとGのBruhat–Tits buildingの一部を関係づけることで，これらのパ
ラホリック部分群を対応させることができる．G(F )のパラホリック部分群
KがH(F )のパラホリック部分群KHに対応するとし，G(k) = K/K+および
H(k) = KH/KH+とおく．すると，φからIrr(G(k))s ⊂ Irr(G(k))が定まり，
Ĥ = ZĜ(s)

◦となる．したがって，既約指標のJordan分解によってIrr(G(k))s
とIrr(H(k))1が（おおむね）対応する．この対応をK,KHの正規化群の既約
表現の対応にうまく延長すると，G(F )の深度0超尖点表現の一部がH(F )
の冪単超尖点表現と対応することがわかる．この延長の議論は，Gの具体
的な構造に応じてcase by caseで考える必要がある．
Hに[FOS20]の結果を適用すれば，冪単超尖点表現と不分岐な尖点的
enhanced Lパラメータが対応するから，これを経由してGの深度0超尖点表
現と深度0尖点的enhanced Lパラメータの対応が構成される．この構成を辿
ると，既約指標のJordan分解の性質の一つが平賀・市野・池田の予想を導
くこともわかる．
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