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本研究では3つのSpin-G同境群を7次元までの範
囲で計算し, それらの生成元を多様体を用いて
明示的に与えた. まず, 関連する用語について説
明する. 以下, 多様体は全てC∞級であるとする.
同境群

ある決まった構造を持つn次元閉多様体の
集合を,同境と呼ばれる同値関係で割って
得られるZ加群を, 同境群と呼ぶ.

I n次元閉多様体MとNが同境であるとは,
n + 1次元コンパクト多様体Xが存在して,
∂X ∼= M q Nとなることである.

I 和構造は非交和で与えられる.

Spin-G同境群

リー群の二重被覆G � Hがあったとき,
Spin(n)×{±1} G � SO(n)× H → SO(n) → O(n)
というリー群の準同型から得られる

f : B(Spin(n)×{±1} G) → BO(n)
を考える. n次元閉多様体Mに対して接束
TMの分類写像M → BO(n)のfによる lift
をSpin-G構造, この構造を課して得られる
同境群をSpin-G同境群と呼び, ΩSpin-G

n と表
す.

対称性Gを持つ物理理論がanomalyを持つかを
Spin-G同境群で調べられる[1][2]という背景のも
と, 本研究では超重力理論の対称性として現れ
る(G,H) = (Sp(4), Sp(4)/{±I}),
(SU(8), SU(8)/{±I}), (Spin(16), SemiSpin(16))に
対してSpin-G同境群を計算した.

Pontjagin-Thom構成

Spin-G同境群ΩSpin-G
n は, 対応するMadsen-

Tillmann spectrum MT (Spin-G)のn次ホモ
トピー群と同型であることが知られてい
る（Pontjagin-Thom構成）.

πn(MT (Spin-G)) ∼= ΩSpin-G
n

これによりSpin-G同境群はホモトピー群の計算
に帰着され, Adams spectral sequenceを用いて計
算することが出来る.

このAdams spectral sequenceのE2項を作成するの
にH∗(BH ;Z2)へのSq1, Sq2の作用の情報が必要で
ある. 特にH∗(B(Sp(4)/{±I});Z2)の4次の生成元
y4のSq2による行き先の決定が難しかったが,
(Sp(2)× Sp(2))/{±(I, I)} ↪→ Sp(4)/{±I}と
Sp(2)/{±I} ∼= SO(5)を用いてよく知るケースに
帰着させる事で, 計算することが出来た.
主結果

n Ω
Spin-Sp(4)
n Ω

Spin-SU(8)
n Ω

Spin-Spin(16)
n

0 Z Z Z
1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
4 Z⊕ Z Z⊕ Z Z⊕ Z
5 Z2 ⊕ Z2 Z2 Z2
6 Z2 ⊕ Z2 Z⊕ Z2 Z2
7 0 0 0

各元の多様体を用いた表示については, 特性類
により与えられるZ加群準同型を用いて求めた.
例としてΩ

Spin-SU(8)
6

∼= Z⊕ Z2について具体的に説
明する. まず, x2 ∈ H2(B(SU(8)/{±I});Z2) ∼= Z2,
y4 ∈ H4(B(SU(8)/{±I});Z2) ∼= Z2 ⊕ Z2,
z6 ∈ H6(B(SU(8)/{±I});Z) ∼= Z⊕ Z2をうまく取
る. Spin-SU(8)構造を持つ6次元閉多様体Mに対
してfM : M → B(SU(8)/{±I})が自然に定まるが,
これを用いて

M 7→
(

1
2

∫
M

f ∗Mz6 ,

∫
M

f ∗M(x2y4)

)
でΩ

Spin-SU(8)
6 からZ⊕ Z2へのZ加群準同型を構成

することが出来る.
CP2 × CP1, CP1 × CP1 × CP1にうまく
Spin-SU(8)構造を入れ, この準同型でそれぞれ
(0, 1), (1, 0)に写るように出来る. Z⊕ Z2の自己
全射は自動的に自己同型となることから, これ
により上で与えた2つの多様体がΩ

Spin-SU(8)
6 の生

成元を与えることが分かる.
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