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類体論とラングランズ対応
高木とArtinによる類体論では，

Gal(Q/Q)の指標 1:1←→ A×Q/Q×の指標
という対応が構成された．ラングランズは類体論の高次元化を考え，
Q上の簡約代数群Gに対し

Gal(Q/Q)のLパラメータ ←→ G (AQ)の保型表現
という対応を予想した．類体論はこの予想のG = Gmの場合である．
志村多様体
志村多様体ShK(G ,X )は3つのデータ

G : Q上の簡約代数群
X = {h : S→ GR}: Rep(GR)の“複素構造”

K ⊂ G (Af ): コンパクト開部分群
から定まる代数多様体であり，C上の点集合は

ShK(G ,X )(C) = G (Q)\X × G (Af )/K

と表される．志村多様体ShK(G ,X )は代数体E上定義され，ℓ進エター
ルコホモロジー

colimK H∗ét(ShK(G ,X ),Qℓ)

にはGal(E/E )とG (Af )が作用する．そのため，志村多様体のコホモロ
ジーはラングランズ対応の主な源となっている．
Oortの葉層構造とアフィンDeligne-Lusztig多様体
志村多様体には整モデルがあり，特殊ファイバーにはstratification
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∐
b
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と概直積構造
RZred

b × Igsb → Sh
b
K

が入る．これをOortの葉層構造といい，Mantovanの公式という志村多
様体のコホモロジーの計算手法などに応用されている．
RZred

b はp可除群のモジュライ空間であり，Dieudonné加群を用いた分類
理論を用いることで，その完全化RZperf

b が半線形データで表せる．半
線形表示を一般化することで，p可除群と対応しない場合にも完全ス
キームが定義され，アフィンDeligne-Lusztig多様体が得られる．
アフィンDeligne-Lusztig多様体の定義
アフィンDeligne-Lusztig多様体Xµ(b)は3つのデータ
G: 簡約代数群G/Qp

のZp上簡約モデル
µ : Gm → GQ̆p

b ∈ G (Q̆p)

から定まるFp上の完全スキームであり，Fp上の点集合は
Xµ(b)(Fp) = {g ∈ G (Q̆p)/G(Z̆p)|g−1bσ(g) ∈ G(Z̆p)µ(p)G(Z̆p)}

と表される．Q̆pはQpの最大不分岐拡大の完備化であり，その整環を
Z̆p，Frobenius自己同型をσとする．
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代数群 G/Q G/Qp

指標 X : miniscule µ: arbitrary
レベル K G(Zp)
分類対象 アーベル多様体 p可除群のDieudonné加群

ShKに比べXµ(b)は群論的に定義されており扱いやすい．修士論文では
Xµ(b)の既約成分について研究を行った．bのσ交換子群

Jb(Qp) = {g ∈ G (Q̆p)|g−1bσ(g) = b}
はXµ(b)に作用する．この作用に関するXµ(b)の既約成分の軌道が
Mirković-Vilonenサイクルを用いて表示されることが予想されていた．
Chen-Zhu予想

Jb(Qp)\ Irr(Xµ(b)) ∼= MVµ(λ(b))

最大次元の既約成分に制限すれば[Nie22]においてMirković-Vilonenサイ
クルへの全単射が構成されていた．そのため，修士論文では次の結果
を示し，系としてChen-Zhu予想を得た．

主定理
Xµ(b)の既約成分の次元はすべて等しい．
アフィンDeligne-Lusztig多様体はFp((t))などの等標数の局所体上でも
定義される．等標数でのXµ(b)の等次元性は[HV12]で証明されている．
主定理の証明では，[HV12]を混標数の局所体上に言い換え，Oortの葉
層構造の局所類似を構成することを目標とした．ShKの各点での完備
化がp可除群の普遍変形になることを利用すると，以下が期待される．
局所葉層構造
各点g ∈ Xµ(b)(Fp)に対しb′ = g−1bσ(g)に対応する“p可除群”の普遍変
形環をDb′とする．Db′の閉Newton stratum Nへの有限全射

Xµ(b)
∧
/g ×̂ Igs∧

fin.surj .−−−−→ N
を局所葉層構造という．
等標数の場合に比べ，混標数では次のような問題がある．
等標数ではXµ(b)はFp上有限型だが，混標数では完全スキームで
ある．そのため，完備化Xµ(b)

∧
/gが自然には定義されない．

“p可除群”に対応するシュトゥーカは，等標数では任意の標数pの
スキーム上定義される．一方で，混標数では完全スキームに対し
てのみ定義されるため，普遍変形環Db′が自然には定義されない．

完全スキームXµ(b)の完備化
Xµ(b)のgにおけるdeperfectionをとり，そのgにおける完備化の
perfectionとしてXµ(b)

∧
/gを定める．つまり，

Xµ(b)
∧
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b )∧,perf/g

が成立するよう定める．
“普遍”変形環Db′の構成
以下の図式に沿ったb′−1の適切な持ち上げtを構成し，t−1σが定める
シュトゥーカをDb′上の“普遍”変形とする．

LG = G (W (−)[1p])

Db′ = (Gr≤µ−1)
∧
/b′−1

Gr = G (W (−)[1p])/G(W (−))

t

完全スキームの圏では普遍変形の特徴付けができないものの，具体的
な構成からDb′上の変形の性質を抽出することができる．この性質を
用いて，局所葉層構造の類似を構成した．
局所葉層構造の完全類似
Igs∧に対応するアフィン空間の1点完備化Iに対し，

Ñ ∧
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adic “fin.surj .′′

という対応が存在する．
ここで，Nは完備局所ネーター環のperfection，Ñ ∧はNと次元が等し
い完備局所ネーター環のperfectionの完備化である．完備化をとると位
相的にもÑ ∧はネーターでなくなってしまうが，Xµ(b)

∧
/g ×̂ Iへの射を

構成する上で完備性が必要となった．この対応におけるadic射は，完
備局所ネーター環の間の有限射をperfectionや完備化と整合的に一般化
したものとみなすことができ，適切な次元理論の下で次元の評価を与
える．特に，この対応から

dimXµ(b)
∧
/g + dim I ≥ dim Ñ ∧ = dimN

を得る．Xµ(b)とI，Nの次元は明示的に計算できるため，この評価か
らXµ(b)の各点の次元が全体の次元と一致することが従う．
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