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修士論文の要約

修士論文では，Ben Sa­“d{Kobayashi{fflrsted
[BKffl2012] による「調和解析の補間」の理論に関して，
次の二つのことを示した．
主結果1：変形パラメータの反転
あるユニタリ変換が [BKffl2012]で用いられている変形パ
ラメータの符号を反転させるような関係式を満たすことを
示した．
これにより，変形パラメータが正の場合にしか扱われてい
なかったものを，負の場合にも拡張した．
主結果2：スペクトル分解の収束公式
[BKffl2012]に関連して現れる自己随伴作用素を変形させ
るときのスペクトル分解の収束公式を定式化し，証明した．

調和解析と表現論

修士論文での研究は，大きな分類では調和解析と呼ばれる
分野に属し，その理論的背景や問題意識には表現論が関
わっている．
調和解析
Fourier変換に（広い意味で）関係するような解析全般の
こと．

表現論
群の線型空間への作用（これを群の表現という）や，それ
によって表される対称性を調べる数学の分野．
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背景

Fourier変換の表現論的背景として，Weil表現の
Schr­odingerモデルと呼ばれるユニタリ表現

Mp(N;R)↷ L2(RN)

がある．この表現から，微分作用素の sl2-三対
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が得られる．Fourier変換は，これらの微分作用素を用い
て書ける半群（Hermite半群）
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のz = iı=2における特殊値に（定数倍を除いて）なって
いる．（参考文献：[Fol1989], [How1988]）
Weil表現は二つの既約成分に分解され，その各々が極小表
現と呼ばれるタイプの表現になっている．これに関して，
小林俊行氏は次の考え方を提唱した．
極小表現の大域解析
極小表現は，群から見れば「小さい」表現だが，逆に，群が
作用する空間から見れば「その空間の対称性が大きく現れ
ている」表現だといえ，その空間における大域解析をよく
統制することが期待される．

この観点に基づき，Kobayashi{Mano
[KM2007, KM2011]は別の群の極小表現

gSO(N + 1; 2)↷ L2(RN; jxj`1 dx)

を用いて新しい調和解析の理論を構築した．この表現から
は微分作用素の sl2-三対
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が得られ，古典的な場合と同様に半群

fexp(z ´ (jxj4 ` jxj))gRe z–0

が定義できる（Laguerre半群）．Laguerre半群の
z = iı=2における特殊値は（定数倍を除いて）Fourier
変換の対応物であり，実際にFourier変換と類似した性質
を満たす．
以上を踏まえて，Ben Sa­“d{Kobayashi{fflrsted
[BKffl2012] は，変形パラメータa > 0で添字付けられ
た微分作用素の sl2-三対の族

Ha; E+a ; E`a

を構成した．a = 2の場合が (*)，a = 1の場合が (**)
となり，aはこれら二つの調和解析を補間するパラメータ
になっている．この sl2-三対から
Ĺ 一般化Laguerre半群fIa(z)gRe z–0
Ĺ 一般化Fourier変換Fa

が定義される．
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主結果1：変形パラメータの反転

RN n f0g上の関数の変換T を

Tf(x) = jxj2`Nf
0

B

@

x

jxj2

1

C

A

と定義する．この変換が次の関係式を満たすことを示した．
定理
a 6= 0に対して

T ‹ Ha = H`a ‹ T;
T ‹ E+a = `E

+
`a ‹ T;

T ‹ E`a = `E
`
`a ‹ T:

つまり，変換T を通して，変形パラメータがaの場合と
`aの場合とが対応する．
系
[BKffl2012]の結果は，変形パラメータが負の場合にも拡
張することができる．特に，
Ĺ 一般化Laguerre半群
Ĺ 一般化Fourier変換
は変形パラメータが負の場合にも定義でき，正の場合と同
じような性質を満たす．

主結果2：スペクトル分解の収束公式

変形パラメータaを固定し，Hilbert空間上の自己随伴作
用素

c2ajxja ` jxj2`a4 = a
i
(c2aE+a ` E`a )

↷ L2(RN; jxja`2 dx) (c – 0)

を考える．これについて，次のことがいえる
（[BKffl2012]の内容から簡単にわかる）．
命題
上記の自己随伴作用素のスペクトル分解は，
Ĺ c > 0のとき

L2(RN; jxja`2 dx) =
X

m;l2N
Hm(SN`1)˙ Cf(a)l;m

である．ここで，f(a)l;mはLaguerre多項式を用いて定
義されるR>0上の関数であり，対応するスペクトルは
ca((2l+ 1)a+ 2m+ N ` 2)である．

Ĺ c = 0のとき

L2(RN; jxja`2 dx) =
X

m2N

Z ˘

R>0
Hm(SN`1)˙ Cg(a)s;m ds

である．ここで，g(a)s;mはBessel関数を用いて定義さ
れるR>0上の関数であり，対応するスペクトルはsaで
ある．
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これらについて，c > 0のときの離散的なスペクトル分解
が，極限 c! +0において c = 0のときの連続的なスペ
クトル分解に「収束」することを示した．
定理
c > 0と l 2 Nが

c! +0; ca((2l+ 1)a+ 2m+ N ` 2)! sa

となる極限において，
s(a`1)=2p
2 ca=2

f
(a)
l;m ! g

(a)
s;m

がR>0上のコンパクト一様収束の意味で成り立つ．

今後の課題

課題
修士論文では，主結果2を，Laguerre多項式に関する漸
近公式を用いるという個別具体的な方法によって示した．
これを何らかの一般論から導出することはできるか？

課題
主結果2ではaを固定してスペクトル分解の収束を考えた
が，一方で，aを動かして0に近づける極限を考えること
もできる．この設定で，同様の「スペクトル分解の収束公
式」を定式化・証明することはできるか？
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