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研究概要
• 点過程は、ランダムなイベントの発生時刻の数理モデル。

▶ 例: 地震の発生、金融商品の取引、SNSへの投稿など
• モデルの分布 (=データ発生の構造)が有限次元のパラメー
タ θ ∈ Rpで特定されるとして、観測データから真のパラ
メータを推定したい。

• 一般的な推定方法として最尤法がある。しかし、例えば多
変量Neyman-Scott点過程 (MNSP)モデルでは、最尤法の計
算コストが大きく、大規模データへの適用が大変。

• 1変量モデルに対しては、最尤法の代替手法として、擬似
尤度最大化推定量 (QMLE)が提案され、理論的性質が調べ
られている。

• 本研究では、多変量モデルに対してQMLEを拡張し、その
理論的性質を調べた。特にこの推定法はMNSPモデルに対
して適用することができる。

• 結果として、MNSPモデルを、理論保証つきでビッグデー
タに対して手軽に適用できるようになった。また理論を一
般的な設定で整備したため、MNSP以外のモデルに対して
も本研究の手法は適用可能である。

多変量Neyman-Scott点過程モデル

Figure: 2変量MNSPのサンプルパス。
青線がイベントの起きた時刻を表す。

• 多変量点過程モデルの 1

種。
• 観測されない共通の
「親」を起点に、観測可
能な「子」が生成さ
れる。

• 子の個数や間隔の分布
は成分ごとに異なる。

多変量Neyman-Scott点過程モデルは、以下のような利点をもつ。

• データに直接現れない量 (=親)からの影響を直接モデリン
グできる。
▶ 例: 株取引が行われた時刻 (子)-企業に関するニュース等 (親)

• 子と親の間隔の分布を自由に決めることができ、柔軟に現
象をモデリングできる。
▶ 例: 指数分布、ガンマ分布、...

実際に、地震データや SNSデータのモデリングに活用されてい
る。(Hong and Shelton (2022))



MNSPモデルの正確な定義
MNSPモデルの第 j成分は以下の式で与えられる。

Nj(I) =
∑
c∈C

Mj(c)∑
m=1

δc+dj(c,m)(I), I ∈ B(R)

親 C 強度 λの斉次ポアソン過程
子の個数Mj(c) 平均 σjのポアソン分布からの i.i.d.

子の間隔 dj(c,m) 確率密度関数 fj(·; τj)をもつ分布からの i.i.d.

モデルの分布は、パラメータ θ = (λ, {σj}Jj=1{τj}Jj=1) によって
決定される。

問題設定

• {Nj}Jj=1: R上の定常多変量点過程
▶ 定常性: 結合分布が並行移動不変
▶ 動機はMNSPモデルにあるが、MNSPモデルに限らない一般的な設
定で推定法の理論を整備した。

• 各成分の 1次・2次モーメント密度が θ ∈ Rpでパラメトラ
イズされているとする。

λj
1(θ) = lim

|dx|→0

E[Nj(dx)]

|dx|
(const)

λj
2(y−x; θ) = lim

|dx|,|dy|→0

E[Nj(dx)Nj(dy)]

|dx||dy|
, (x, y) ∈ R2, x ̸= y

推定量の構成
[0, T]上の観測データとパラメータから計算される目的関数 (擬
似尤度) HT (θ) を最大化することで推定量 (quasi-maximum like-

lihood estimator, QMLE)を得る。

θ̂T ∈ argmaxθHT (θ)

本研究では 3種類の擬似尤度を取り扱う。
• composite likelihood HC : 近い観測点のペア (x, y)を、正規化した 2次
のモーメント密度関数からの独立なサンプルと考えて尤度を書き下す。

HC
T (θ) =

J∑
j=1

∑
(x,y),x ̸=y

log
( λj

2(y − x; θ)∫∫
λj
2(v − u; θ)1|v−u|≤rdudv

)
1|y−x|≤r

• Palm likelihood HP : 各観測点 xに対し、近い点 yとの差
Dx = {y − x; |y − x| ≤ r, x ̸= y}を、強度 λo(u) = λ2(u)/λ1の非斉次
ポアソン過程と思って、尤度を書き下す。λo(u− x) は、1点 xを与え
たときの x+ uにおける点の発生しやすさと解釈できる。

HP
T (θ) =

J∑
j=1

∑
x

( ∑
y,y ̸=x

log λj
o(y − x; θ)1|y−x|≤r −

∫
|u|≤r

λj
o(u; θ)du

)
• HW : 2次のモーメント密度関数で Poisson過程の尤度を真似る。

HW
T (θ) =

J∑
j=1

∑
(x,y),x ̸=y

log
(
λj
2(y−x; θ)

)
1|y−x|≤r−

∫ T−r

r

dt

∫
|u|≤r

λj
2(u; θ)du

これらの擬似尤度は、1変量モデルの場合の擬似尤度の成分ごと
の和をとって定義した。特にMNSPモデルではモーメント密度
関数が明示的に書けるので、擬似尤度は簡単に計算できる。各
擬似尤度に基づく推定量を、θ̂CT , θ̂

P
T , θ̂

W
T で書く。



主結果
Theorem

定常な多変量点過程モデルが、正則性や識別可能性等の適切な
条件に加え以下の仮定を満たすとする。

• α-mixing係数が十分速く減少する
このとき、各QMLE θ̂AT は以下の性質を満たす。

• 強一致性
θ̂AT →a.s. θ0 (T → ∞)

• 漸近正規性
√
T (θ̂AT − θ0) →d N(0,Σ) (T → ∞)

• モーメント収束

∀L > 1 : sup
T

E[|
√
T (θ̂AT − θ0)|L] < ∞

• α-mixing係数: 「時間的に離れたサンプルの独立度合い」
▶ 減少の速さに応じて、エルゴード定理・中心極限定理などが出る。

• MNSPモデルでは、α-mixing係数を子と親の間隔の分布 fj

の裾確率で上から評価でき、主結果を適用可能。

先行研究との比較
• 先行研究では、1変量の場合に強一致性と漸近正規性が示
されているのみである。(Guan (2006), Prokešová & Jensen

(2013))

• モーメント収束は、Yoshida (2011)の PLD不等式によって
証明される。

MNSPモデルへの適用

QMLE θ̂ を求めるには高次元空間上の数値最適化が必要。
• Jが大きいときに数値計算が大変。

θ̂ ∈ argmaxθ=(λ,{σj}j ,{τj}j)

J∑
j=1

Hj(λ, σj, τj)

そこで、MNSPモデル限定の方法ではあるが、高次元空間上の最
適化を回避できる適応的推定量と、それをさらに発展させた適応
的ワンステップ推定量を提案し、主結果を応用して、これらの推
定量の強一致性・漸近正規性・モーメント収束も証明した。あ
らかじめ平均レートを推定して擬似尤度に代入することで、成
分ごとに最適化を行えるというのが基本的なアイデアである。

アルゴリズム� �
1 成分ごとに平均レート λσj を推定

λ̂σj = T−1Nj([0, T ])

2 成分ごとの擬似尤度Hj(λ, σj , τj)に λ̂σj を挿入して推定

({σ̂j
0}Jj=1, {τ̂j

0}Jj=1) maximize

J∑
j=1

Hj
( λ̂σj

σj
, σj , τj

)
j−wise maximization

3 全ての成分での λの推定量の平均をとり、まとめて適応的推定量
θ̂0を得る。

θ̂0 =
( 1

J

J∑
j=1

λ̂σj

σ̂j
0 , {σ̂j

0}Jj=1, {τ̂j
0}Jj=1,

)

4 さらに全体の擬似尤度H(θ)を用いて適応的ワンステップ推定量 θ̂1

を得る。
θ̂1 = θ̂0 − (∂2

θH(θ̂0))−1∂θH(θ̂0)� �



数値実験
MNSPモデルに対しては 9種類の推定量

• 同時推定量 (通常のQMLE) θ̂C , θ̂P , θ̂W

• 適応的推定量 θ̂0C , θ̂0P , θ̂0W

• 適応的ワンステップ推定量 θ̂1C , θ̂1P , θ̂1W

を与えたことになる。(実は、うち 2つ θ̂Cと θ̂1Cは識別可能条件
を満たさないため使用不能であり、実質 7種類。) これらの推定
量のパフォーマンスを数値実験により比較した。

実験の設定� �
• J = 2, T = 1000, r = 1.0,#MC = 1000

• 指数分布 fj(x; τj) = 1x∈(0,∞)τje
−τjx (この場合は定理の

仮定を全て満たす)

• 推定すべきパラメータ (λ, σ1, σ2, τ1, τ2)

• 真値 (λ0, σ01, σ02, τ01, τ02) = (0.25, 10, 20, 25, 50)� �

Figure: λの推定値の分布

• 例えば λの推定値
の分布は左図のよ
うになった。

• どの推定量も真値
λ0 = 0.25の周り
に分布しており、
漸近正規性も読み
取れる。

数値実験
各パラメータに対する各推定量の平均二乗誤差を比較したとこ
ろ、Palm型擬似尤度HP に基づく適応的推定量 θ̂0P が最もパフ
ォーマンスが良かった。

λ σ1 σ2 τ1 τ2

θ̂P 0.0400 0.371 0.565 1.39 2.25

θ̂W 0.0399 0.849 1.67 1.38 2.26

θ̂0C 0.0410 1.88 3.16 1.55 2.25

θ̂0P 0.0172 0.386 0.527 1.45 2.17
θ̂0W 0.0172 0.387 0.529 1.44 2.17
θ̂1P 0.0490 0.483 0.849 1.44 2.35

θ̂1W 0.481 13.1 26.7 1.38 11.5

Table: 平均二乗誤差。各列で最も誤差が小さいものが太字になっている。

今後の課題
• より多様な設定での数値実験。
• 各推定法の誤差の理論的比較。
• 大規模データ (e.g. 高頻度金融取引データ)への応用。
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