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「循環連分数と2次方程式」

1 循環小数と有理数
有限小数と無限循環小数は有理数で表せ，その逆も正しいことはよく知られてい

る．具体的な例で見てみよう．

x = 2.0676767. . . = 2.06̇7̇

とする．x = 2+ yとおくと，100y = 6.7+ yであるから

y =
6.7

100− 1
=

67
990

と計算できて，x = 2+ 67
990 = 2047/990と有理数で書ける．

また，1/7を計算すると
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となって，1/7 = 0.1̇4285̇7となる．必ず循環してしまうことは，7で割ったあまり
が 1～6の有限個しかないことから分かる．(０が出てくると割り切れる．)
連分数表示では，有理数は有限連分数で書ける．では，無限循環連分数はどのよ

うな特徴付けを持っているだろうか？
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2 循環連分数
循環連分数は，整数係数の 2次方程式を満たすことが分かる．これを見てみよう．
実数 xが循環連分数で，x = [a0,a1, . . . ,ak, ˙ak+1,ak+2, . . . , ˙ak+l] と書けているとしよ

う．ここで，y = [ ˙ak+1,ak+2, . . . , ˙ak+l] としておく．このとき
まず，yが整数係数の 2次方程式を満たすことを見よう．

y = ak+1 +
1

ak+2 +
1

ak+3 + · · ·
+

1

ak+l +
1
y

となるので，

 0 1
1 ak+1

  0 1
1 ak+2

 · · ·  0 1
1 ak+l

 =  q p

s r

と p,q, r, sを決めると

これらは整数であり，
1
y
=

q1
y + p

s1
y + r

となっているので，yは py2 + (q− r)y− s= 0を満たす．これを後の計算のために

ay2 + by+ c = 0 (1)

と書いておこう．
yが 2次方程式の解であることは分かったので，元の xについても調べたい．今

見たのと同じような議論で

x =
Ry+ S
Py+ Q

(2)

となるような整数 P,Q,R,Sがあることが分かる．とくに RQ− PS = ±1であること
にも注意しておこう．このような条件を満たすとき xと yは対等であるという．
関係式 (2)は逆に解けて

y =
Qx− S
−Px+ R

となる．方程式 (1)に代入すると

a(Qx− S)2 + b(Qx− S)(−Px+ R) + c(−Px+ R)2 = 0 (3)

となり，xが整数係数 2次方程式を満たすことが言えた．

問題．(1)の判別式と (3)の判別式が等しいことを示せ．
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3 2次の無理数と Lagrangeの定理
f , gを有理数，D > 1を 1より大きい整数の 2乗で割り切れない自然数とする．こ

のとき， f + g
√

Dの形の数を 2次無理数ということにする．
2次の無理数は，整数係数 2次方程式の解になる．実際 x = f + g

√
Dとすると x

は (
x− f − g

√
D
) (

x− f + g
√

D
)
= x2 − 2 f x+ f 2 − g2D = 0

を満たすが，適当に整数倍すると整数係数にできる．各項の共通因子で割った方程式

Ax2 + Bx+C = 0

を正規化された方程式と呼ぼう．このとき A, B,Cには共通因子がない．正規化され
た方程式の判別式 ∆ = B2 − 4ACを xの判別式と呼ぶ．
また，整数係数 2次方程式の実数解は，2次無理数である．
これらの言葉を使って前節で見たことをまとめると，次が言える．

命題. 2次無理数に対等な数は 2次無理数で，対等な 2次無理数の判別式は等しい 1．

⋆ ⋆ ⋆

循環連分数は，2次無理数であることが分かったが，逆に，2次の無理数は循環連
分数で表せることも言える．

Lagrangeの定理. 循環連分数は 2次無理数であり，また，2次無理数は循環連分数
で表せる．

2次無理数が循環連分数で表せることを示そう．証明には，有理数が循環小数で
あること同様，“あまり” が有限個になることを使う．といっても

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·
+

1

an + bn

としたときの小数部分 bnは，整数のようなわけにはいかないので，本当に有限個の
範囲でいいのだろうか？
まず，各 1/bnは元の 2次無理数 xと対等なので，やはり 2次無理数でさらに判別

式も同じはずだ．これだけではなく，簡約的であるという概念も使おう．
1正規化された方程式が正規化された方程式にうつることも確認しなくてはいけない．
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2次の無理数 x = f + g
√

Dの共役数 x′ を x′ = f − g
√

Dで定める．

x > 1, −1 < x′ < 0

のとき，2次の無理数 xは簡約的であるという．
定理を示すためには，(1)同じ判別式 ∆を持つ簡約的な 2次無理数は有限個である

こと，(2)連分数の計算で，十分大きな nに対して，1/bnが簡約的になること，(3)一
度簡約的な 1/bn0 が現れると，その先の 1/bnがすべて簡約的なこと，を示せばよい．

(1)の証明． x = f + g
√

Dを簡約的な 2次無理数とし，その正規化された方程式を
Ax2 + Bx+C = 0とする．簡約的であることから xともう一つの解 x′ は異符号であ
り，解と係数の関係より AC < 0である．また，∆ = B2 − 4AC > B2となり，∆は初
めに決まっていたので，これを満たす Bは有限個である．
それぞれの Bに対して 4AC = B2 − ∆となるが，A,Cは整数なので，A，Cの可能

性も有限である．したがって，正規化された方程式の個数は有限個であり，その解
となる簡約的な 2次無理数の個数も有限個である． □

(3)の証明． z= 1/bnを簡約的 2次無理数として，w = 1/bn+1がまた簡約的であるこ
とを示す．zの整数部分を an+1としたので，w = 1/(z− an+1)である．さらに共役数
も w′ = 1/(z′ − an+1)の関係で結ばれる．これは分母の有理化の計算を見れば分かる．
小数部分は bn+1 = z−an+1 < 1であったから，w > 1は明らかである．また，z> 1で

あるから an+1 ≧ 1であり，−1 < z′ < 0より z′−an+1 < −1となって，w′ = 1/(z′−an+1)
は −1 < w′ < 0を満たすことが分かった．よって wも簡約的である． □

(2)の証明． 上の議論をよく見ると，wが簡約的になるのに，z′ < 0となることし
か使っていない．よって，十分大きな nをとると，z= 1/bnに対して，z′ < 0となる
ことを示せばよい．これには，先週見た有理数近似の考え方を使えばよい．
連分数展開から，x = (R+ S bn)/(P + Qbn) を満たす正の整数 P,Q,R,S がとれた

が，ここで，bn = 0とおいたR/Pは xの近似になっていた．ここで，一つ前の近似
をとって x = (R̃+ S̃ bn−1)/(P̃+ Q̃bn−1)とすると，

x =
R̃+ S̃ bn−1

P̃+ Q̃bn−1

=
R̃+ S̃ 1

an+bn

P̃+ Q̃ 1
an+bn

=
R̃an + S̃ + R̃bn

P̃an + Q̃+ P̃bn

となり，S/Qは一つ前の近似 R̃/P̃に等しかったことが分かる．よって，これもやは
り nを十分大きくすれば xの近似になっている．
逆に解くと z= 1/bn = −(Qx− S)/(Px− R)となり，z′ も

z′ = −Qx′ − S
Px′ − R

= −Q
P
·

x′ − S
Q

x′ − R
P

と書ける．nを十分大きくとれば，
(
x′ − S

Q

)
∼
(
x′ − R

P

)
∼ (x′ − x) = −2

√
Dで，また，

P，Qは正の整数であったから，z′ < 0となる． □


