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「素数の分布」（メモ）

1. 与えられた素数の有限集合と素になる確率

1. 連続する自然数の集合 S = {a + 1, a + 2, . . . , b− 1, b}からひとつ数 xを選んだと

きにそれが偶数である確率は b − aが十分大きいと 1
2 といえる。

2. 同じく 3で割れる確率は 1
3 といえる。

3. ベン図を描いてみればわかるように、2でも 3でも割り切れない確率は
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となる。重なる部分が 6の倍数となっていることに注意。

4. 2でも 3でも、そして 5でも割り切れない確率は同様に
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2 · 3 · 5
と計算されるが、これは幸運にも因数分解できてしまう。

= (1 − 1

2
)(1 − 1

3
)(1 − 1

5
)

5. （作業仮定）ある数 n + 1が素数になるためには n以下の素数と素となることが

必要十分なので（もう少し節約して
√

n以下の素数で確かめればよいが. . .）n以

下の素数を p1 , . . . , pmとおくと、が素数になる確率は
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と考えてよいのではないか。

2. 無限等比級数、素因数分解の一意性

1. 等比級数の和の公式

1 + x + x2 + · · · xn =
1 − xn+1

1 − x

0 < x < 1の時は無限和を考えることができる。つまり上の極限をとる。
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2. 上の xとして 0 < 1
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< 1をとれば
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3. 1から nまでの数はただ一通りに素因数分解され、かつその因数は {p1 , . . . , pm}

の元なので、
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の展開には 1

1
,
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, . . . ,
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n
が一度づつでてきて、さらに出てくる項はすべて正

の数。

4. 従って下の不等式をえる。
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この式の右辺と式 (1.1)は逆数になっている。

3. 調和級数と対数
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2. 従って
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3. 一般に実数 xに対して x = 2yなる yが定まる。この yのことを xの yを底とす

る対数という。そして y = log 2 xとあらわす。このとき任意の自然数 nに対して

(3.1)
n∑
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が成立する。

4. 結論。不等式 (2.1)と不等式 (3.1)より n + 1が素数である確率 (1.1)は
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という不等式を満たす。この不等式の右辺は大変ゆっくりではあるが 0 に近づい

ていくことがわかる。



5. 実は

lim
X→∞

({p :素数 | p < X}の個数) · log X

X
= 1

がルジャンドル（とガウス）により予想され、アダマール-ドゥラバレ-プサンに

より証明された。ここで log の底としては自然対数の底

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)n

をとる。これは素数の分布がランダムであることを表している定理である。証明

には複素関数論（複素数を使った微積分学）が不可欠。

6. さらに良い評価
#{p :素数 | p < X}−

∫ X

2
dt

log(t)√
X log X

がXについて有界関数となるという予想があり、ゼータ関数という複素数関数

がどこで値が 0になるかという、有名なリーマン予想と同値。




