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はじめに
この講義録は，2005 年 12 月 12 日から 16 日にかけて，東京大学大学院数理科学
研究科において行った「簡約リー群の表現と冪零軌道」についての集中講義の内容を
まとめたものである．

この講義では，簡約リー群の無限次元表現について，リー代数上のHarish-Chandra
加群による代数的表現論を中心に解説を行った．とくに，随伴多様体・等方表現
（cf.［Vog91］）といった，リー代数の冪零軌道が関わるHarish-Chandra 加群の幾何
学的不変量に焦点をあて，エルミート型単純リー群のユニタリ最低ウェイト表現につ
いて，これらの幾何学的不変量を記述し，実際に活用してみせることに講義の主眼を
おいた．

具体的には，等方表現を用いることによって，一方がコンパクトな簡約デュアルペ
アに関する Howe 双対性定理に新たなアプローチが得られることを示した．等方表
現を経て，Weil 表現に対するKashiwara-Vergne［KV78］の結果のある部分は，コン
パクト群に対する Peter-Weyl の定理に帰着されるのである．さらに，この理論の枠
組みで，ケーリー変換を通してユニタリ最低ウェイト表現の一般Whittaker 模型を明
瞭に記述することも可能になる．

なお，本書の内容は概ね初等的であり，第 5節を除き，学部レベルの代数学（線形
代数学，群論，可換環論など）に加え，リー代数・リー群とその表現論の初歩の知識
があれば十分理解できるように著されている．とくに冒頭の第 1 節では 3次元単純
リー群 SU(1, 1)を例に既約表現の分類を具体的に与えるなど，他分野の研究者や学
生の方々も近づきやすいように配慮した．

最後に，この集中講義の講師として招いてくださった大島利雄先生，並びに，織田
孝幸先生，松本久義先生，関口英子先生をはじめとして講義に出席いただいたすべて
方々にこの場を借りて感謝の意を表したい．とくに，阿部紀行氏は私の拙い手書きの
ノートを TEX で浄書し，講義録にとりまとめてくださった．その過程で阿部氏や伴
克馬氏によって内容が改善されたところもある．厚くお礼を申し上げる．集中講義の
際に提示したいくつかの演習問題（なかにはかなり高度な問題が含まれている）の解
答は阿部氏によるものである．さらに，等方表現を用いたHowe双対性定理の新証明
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については，同氏の寄与による新知見を含めた共同研究［AbeYam］に結びついた．

平成 19年 12 月 山下 博
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1. SU(1, 1)の表現の分類と不変量
1.1. 群の作用と表現

Gを群とし，Xを集合とする．Gが Xに作用するとは，写像

G × X −→ X
(g, x) 7−→ g · x

が定義されていて，

（1）(gg′) · x = g · (g′ · x)，
（2）e · x = x （eは Gの単位元）

が成り立つことである．Gの Xへの作用が与えられている時，G y Xと書く．群の
表現とは，ベクトル空間への作用であり，g ∈ Gに対し x 7→ g · xが Xの線形変換に
なっているものである．

Gの作用を持つ Xと C上のベクトル空間 V に対し

F (X; V) = { f : X → V}

を X上の V 値関数全体のなすベクトル空間とする．また，V 上の線形変換全体のな
すベクトル空間全体を End(V)で表す．

命題1.1. ρ : G × X → End(V)に対し

(πρ(g) f )(x) = ρ(g, x) f (g−1 · x) ( f ∈ F (X; V), g ∈ G, x ∈ X)

により πρ : G → End(F (X; V))を定める．この時，(πρ,F (X; V))が Gの表現を定
めることと，ρが次の二つを満たすことは同値である．

（1）ρ(gg′, x) = ρ(g, x)ρ(g′, g−1 · x)．
（2）ρ(e, x) = idV （idV は V 上の恒等変換）．

この条件を満たす ρを X上の V 値 1-cocycleという．

証明. まず， f ∈ F (X; V)，x ∈ Xに対し

(πρ(gg′) f )(x) = ρ(gg′, x) f ((gg′)−1 · x)
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及び，

(πρ(g)(πρ(g′) f ))(x) = ρ(g, x)(πρ(g′) f )(g−1 · x)

= ρ(g, x)ρ(g′, g−1 · x) f ((gg′)−1 · x)

であるから

πρ(gg′) = πρ(g)πρ(g′) ⇐⇒ ρ(gg′, x) = ρ(g, x)ρ(g′, g−1 · x).

また，
(πρ(e) f )(x) = ρ(e, x) f (x)

から
ρ(e, x) = idV ⇐⇒ πρ(e) = idF (X;V).

よって，πρ が表現であることと ρが 1-cocycle であることは同値である． （証終）

X の G 軌道への分解に応じ，表現 F (X; V)も分解する．よって，「既約表現を作
る」ということを考えると，Gが Xに推移的に作用する*1場合が基本的である．
従って，以下 G は X に推移的に作用しているとする．また，ρ は X 上の V 値
1-cocycle であるとする．x0 ∈ X とすると，G が X に推移的に作用しているので，
X = G · x0 が成り立つ．

H = ZG(x0) = {h ∈ G | h · x0 = x0} ⊂ G

を x0における固定部分群とする．写像 gH 7→ g · x0により集合として G/H ≃ Xで
ある．

h ∈ Hに対し σ(h) = ρ(h, x0)と定めると，

σ : H → End(V)

は
σ(e) = idV

及び

σ(h1h2) = ρ(h1h2, x0) = ρ(h1, x0)ρ(h2, h−1
1 · x0)

= ρ(h1, x0)ρ(h2, x0) = σ(h1)σ(h2)

*1 任意の x, y ∈ Xに対し g · x = yを満たす g ∈ Gが存在する．
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を満たすので，Hの V 上の表現を定める．
f ∈ F (X; V)に対し

f̃ : G → V

を
f̃ (y) = ρ(y−1, x0) f (y · x0)

と定める．次が成り立つ．

（1） f̃ (yh) = σ(h)−1 f̃ (y) (y ∈ G, h ∈ H).
∵ )

f̃ (yh) = ρ((yh)−1, x0) f (y · x0)

= ρ(h−1y−1, x0) f (y · x0)

= ρ(h−1, x0)ρ(y−1, h · x0) f (y · x0)

= σ(h)−1 f̃ (y).

（2） ˜(πρ(g) f )(y) = f̃ (g−1y) (g ∈ G, y ∈ G).
∵ )

˜(πρ(g) f )(y) = ρ(y−1, x0)(πρ(g) f )(y · x0)

= ρ(y−1, x0)ρ(g, y · x0) f (g−1y · x0)

= ρ(y−1g, x0) f (g−1y · x0)

= f̃ (g−1y).

ここで，{
F (G; σ) = {φ : G → V | φ(yh) = σ(h)−1 φ(y) (y ∈ G, h ∈ H)}
(ϖσ(g)φ)(y) = φ(g−1y)

とおくと，(ϖσ,F (G; σ))は Gの表現となる．この表現を IndG
H(σ)と書き，H の表

現 (σ, V)からの誘導表現という．

命題1.2. 対応
F (X; V) −→ F (G; σ)

f 7−→ f̃

は表現 (πρ,F (X; V))と (ϖσ,F (G; σ))との間の G-同型を定める．
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証明. まず，
idV = ρ(e, x0) = ρ(g, x0)ρ(g−1, g−1 · x0)

及び
idV = ρ(e, g · x0) = ρ(g−1, g · x0)ρ(g, x0)

から ρ(g, x0)は End(V)において逆元を持つことに注意する．φ ∈ F (G; σ)に対し
φ̂ ∈ F (X; V)を

φ̂(g · x0) = ρ(g−1, x0)−1 φ(g)

と定義する．h ∈ Hに対し

ρ((gh)−1, x0)−1 φ(gh) = ρ(g−1, h · x0)−1ρ(h−1, x0)−1σ(h)−1 φ(g)

= ρ(g−1, x0)−1 φ(g)

であるから，φ̂はwell-definedである．φ 7→ φ̂は f 7→ f̃ の逆写像を与える．（証終）

1.2. G = SU(1, 1)の主系列表現

g∗ = tgとし，

G = SU(1, 1) =
{

g ∈ SL(2, C)
∣∣∣∣ g∗

(
1 0
0 −1

)
g =

(
1 0
0 −1

)}
=

{
g =

(
α β
β α

) ∣∣∣∣ α, β ∈ C, |α|2 − |β|2 = 1
}

とおく．Gは T = {ζ ∈ C | |ζ| = 1}に

g · ζ =
β + αζ

α + βζ

(
g =

(
α β
β α

)
∈ SU(1, 1), ζ ∈ T

)
により推移的に作用する．

注意. Gの Tへの作用}を

g } ζ =
αζ + β

βζ + α

により定義すると，g · ζ = (g } ζ)が成り立つ．
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補題1.3. ε ∈ {0, 1}及び ν ∈ Cに対し ρε,ν : G ×T → C = End(C)を

ρε,ν(g, ζ) = |α − βζ|−ν

(
α − βζ

|α − βζ|

)ε

と定めると，ρε,ν は T上の 1-cocycle となる．従って，G = SU(1, 1)の表現

(πε,ν,F (T)) = (πρε,ν ,F (T; C))

を得る．

問題1.4. 補題 1.3 を証明し，πε,ν を誘導表現として実現せよ．

具体的には，(
πε,ν

((
α β
β α

))
f
)

(ζ) =

(
α − βζ

|α − βζ|

)ε

|α − βζ|−ν f
(
−β + αζ

α − βζ

)
となる．但し，このままでは SU(1, 1)の位相が全く反映されていないので，以下で
は F (T)を T上の 2乗可積分関数全体のなすHilbert 空間

L2(T) =
{

f : T → C
∣∣∣∣ ∫

T
| f (z)|2 dz < ∞

}
におきかえたものを考える．

定理1.5. ε ∈ {0, 1}及び ν ∈ Cに対し

（1）(πε,ν, L2(T))は G = SU(1, 1)の連続な表現を与える．但しここで連続の意味
は，写像 G × L2(T) → L2(T), (g, f ) 7→ πε,ν(g) f が連続なことである．

（2）Re ν = 1の時，πε,ν(g) (g ∈ G) は L2(T)上のunitary 作用素となる．つまり，
(πε,ν, L2(T))は Gの unitary 表現である．

（2）に関しては，次の測度の変換公式を使えばよい．ζ ′ = g−1 · ζ = e
√
−1 θ′，

ζ = e
√
−1 θ とおくと，

dζ ′

dζ
=

1
(α − βζ)2

が成り立つので，
dθ = |dζ| = |α − βζ|2dθ′
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が成り立つ．
πε,ν (ε ∈ {0, 1}, ν ∈ C) を Gの主系列表現という．次の定理は，一般の簡約 Lie

群で成り立つ．

事実（Harish-Chandra, Casselman）. Gの任意の「既約（許容）表現」はある
主系列表現の閉不変部分空間上実現される．

従って，Gの既約表現の分類は主系列表現の既約分解*2に帰着される．

1.3. (g, K)-加群

K = G ∩ SU(2) =
{

k =
(

α 0
0 α

) ∣∣∣∣ |α| = 1
}

≃ T

とおく．K は G の極大コンパクト部分群である．p ∈ Zに対し τp(k) = αp とおく
と，τp は Kの 1次元（従って既約）表現を与える．Fourier 展開から，

L2(T) =
⊕̂
p∈Z

Cζ p （Hilbert 空間としての直和）

πε,ν(k)ζ p = τ2p−ε(k)ζ p

となる．但し，ζ p は ζ 7→ ζ p という T上の関数である．従って，K表現として，

πε,ν|K ≃
⊕̂
p∈Z

τ2p−ε

が成り立つ．次に，ζ の Laurant 多項式全体のなす空間

L2(T)K = C[ζ, ζ−1] =
⊕
p∈Z

Cζ p

を考える．L2(T)K は L2(T)の稠密な部分空間である．

（1）L2(T)K は K-加群である．

*2 組成列を求めること．主系列表現が既約表現の直和に分解されるわけではない．
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（2）Lie 環 g0, gを，

g0 = Lie(G) = {X ∈ M2(C) | 全ての t ∈ Rに対し exp(tX) ∈ G}

=
{(√

−1 θ γ

γ −
√
−1 θ

) ∣∣∣∣ θ ∈ R, γ ∈ C
}

,

g = g0 ⊗R C = sl(2, C) = {X ∈ M2(C) | Tr X = 0}

と定めると，L2(T)K は g-加群となる．但し，X ∈ g0 の作用は

X f =
d
dt

πε,ν(exp tX) f
∣∣∣∣
t=0

( f ∈ L2(T)K, X ∈ g0)

で定め，gの作用はそれを C-線形にのばすこととする．
（3）k ∈ K，Z ∈ g，f ∈ L2(T)K に対し k · Z · k−1 · f = (Ad(k)Z) · f が成り立つ．

この L2(T)K = C[ζ, ζ−1]を表現 πε,ν に付随した (g, K)-加群という．

事実（Harish-Chandra）.

{C[ζ, ζ−1]の (g, K)-部分加群 } −→ {(πε,ν, L2(T))の G-不変閉部分空間 }
W 7−→ W

は全単射．

従って，主系列の分解は (g, K)-加群 C[ζ, ζ−1]の分解に帰せられる．gの基底を次の
ようにとる．

g = sl(2, C) = CX+ ⊕CH ⊕CX−,

X+ =
(

0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, X− =

(
0 0
1 0

)
.

この時，[H, X+] = 2X+，[H, X−] = −2X−，[X+, X−] = H が成り立つ．（一般
に，複素 Lie 環の部分 Lie 環で sl(2, C)と同型なものを，TDS（Three-dimensional
subalgebra）と呼ぶ．）

命題 1.6. 主系列 πε,ν の (g, K)-加群構造は次のようになる．まず，表現空間
C[ζ, ζ−1]は

C[ζ, ζ−1] =
⊕
p∈Z

Cζ p
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と表せ，g及び Kの作用は

X+ · ζ p =
(

ν − ε

2
+ p

)
ζ p+1,

X− · ζ p =
(

ν + ε

2
− p

)
ζ p−1,

H · ζ p = (2p − ε)ζ p,

k · ζ p = α2p−εζ p

(
k =

(
α 0
0 α

)
∈ K

)

となる．

証明（コメント）. X+, H, X− の作用は次のようにして計算できる．

g0 =
{(√

−1 θ γ

γ −
√
−1 θ

) ∣∣∣∣ θ ∈ R，γ ∈ C
}

= Lie(G)

に注意する．

(√
−1 0
0 −

√
−1

)
= iH ∈ g0

exp
(

t
(√

−1 0
0 −

√
−1

))
=

(
e
√
−1 t 0
0 e−

√
−1 t

)
(

0 1
1 0

)
∈ g0 exp

(
t
(

0 1
1 0

))
=

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)


√
−1
2

−
√
−1
2√

−1
2

−
√
−1
2

 ∈ g0

exp

t


√
−1
2

−
√
−1
2√

−1
2

−
√
−1
2




=

1 +
√
−1
2

t −
√
−1
2

t
√
−1
2

t 1 −
√
−1
2

t


に注意して微分の定義に戻れば計算することができる． （証終）

この作用を見ることにより，次がわかる．
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命題1.7. ν− ε ̸∈ 2Zならば，(g, K)-加群C[ζ, ζ−1]は既約．よって，(πε,ν, L2(T))

は Gの既約表現．

証明. W を C[ζ, ζ−1] の不変部分空間とする．v ∈ W を W の 0 でない元とし，
v = ∑

p
cpζ p とする．W ′ =

⊕
cp ̸=0

Cζ p ⊂ C[ζ, ζ−1]とおき，cp ̸= 0なる pに対し射

影W ′ → Cζ p を考えると，これは Hに関する固有空間への射影であるから，Hの多
項式で表せる．W は Hの作用で閉じているから，cpζ p ∈ W である．ν − ε ̸∈ 2Zか
ら，ζ p は g表現として C[ζ, ζ−1]を生成する．従ってW = C[ζ, ζ−1]． （証終）

問題1.8. ν − ε, ν′ − ε′ ̸∈ 2Zとする．この時，πε,ν に対応する (g, K)-加群と πε′,ν′

に対応する (g, K)-加群が同型であることは，ε′ = εかつ ν′ ∈ {ν, 2 − ν}と同値であ
ることを示せ．

残りは ν − ε ∈ 2Zの場合である．まず，ε = 0の時を考える．この時，n ∈ Zで
ν = 2nなるものが存在し，Lie 環の作用は，

X+ · ζ p = (n + p)ζ p+1,
X− · ζ p = (n − p)ζ p−1,
H · ζ p = 2pζ p

と書ける．

（1）n > 0のとき．

· · ·

· · ·

•
ζ−n−1

−2(n + 1)

•
ζ−n

−2n

•
ζn

2n

•
ζn+1

2(n + 1)

· · ·

· · ·

0 0
X+

((????

D−
2n

oo
X−

vv ����

D+
2n

//

X+ · ζ−n = X− · ζn = 0であることから，

D±
2n =

⊕
k≥n

Cζ±k

は既約 (g, K)-部分加群であることがわかる．
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（2）n = −l ≤ 0のとき．

•
ζn = ζ−l

−2l

•
ζ−l+1

−2l + 2

· · ·

· · ·

•
ζ l−1

2l − 2

•
ζ−n = ζ l

2l

0 0
X−rr X+ ,,

����
��

��
??

??
F2l+1

X+ · ζ l = X− · ζ−l = 0であることから，

F2l+1 = Cζ−l ⊕ · · · ⊕Cζ l

は 2l + 1次元既約 (g, K)-部分加群であることがわかる．

従って，次の定理を得る．

定理1.9（ε = 0）. 球主系列 π0,ν の (g, K)-加群 C[ζ, ζ−1]に対し次が成り立つ．

（1）ν ̸∈ 2Zと，C[ζ, ζ−1]が既約であることは同値．
（2）ν = 2n (n > 0) の時は，D+

2n, D−
2n ⊂ C[ζ, ζ−1]が既約 (g, K)-部分加群であり，

C[ζ, ζ−1]/(D+
2n ⊕ D−

2n) ≃ F2n−1

は 2n − 1次元既約 (g, K)-加群である．
（3）ν = −2l (l ≥ 0) の時は，F2l+1 ⊂ C[ζ, ζ−1]が既約 (g, K)-部分加群であり，

C[ζ, ζ−1]/F2l+1 ≃ D+
2(l+1) ⊕ D−

2(l+1)

が成り立つ．

次に，ε = 1とする．n ∈ Zで ν = 2n + 1となるものが存在し，Lie 環の作用は，
X+ · ζ p = (n + p)ζ p+1,
X− · ζ p = (n + 1 − p)ζ p−1,
H · ζ p = (2p − 1)ζ p

と書ける．

（1）n ≥ 0の時．

· · ·

· · ·

•
ζ−n−1

−2n − 3

•
ζ−n

−2n − 1

•
ζn+1

2n + 1

•
ζn+2

2n + 3

· · ·

· · ·

0 0
X+

((????

D−
2n+1

oo
X−

vv ����

D+
2n+1

//
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X+ · ζ−n = X− · ζn+1 = 0であることから，

D+
2n+1 = Cζn+1 ⊕Cζn+2 ⊕ · · ·

D−
2n+1 = Cζ−n ⊕Cζ−n−1 ⊕ · · ·

は既約 (g, K)-部分加群であることがわかる．
（2）n = −l < 0の時．

•
ζn+1 = ζ−l+1

−(2l − 1)

•
ζ−l+2

−(2l − 3)

· · ·

· · ·

•
ζ l−1

2l − 3

•
ζ−n = ζ l

2l − 1

0 0
X−rr X+ ,,

����
��

��
??

??
F2l

X− · ζ−l+1 = X+ · ζ l = 0であることから，

F2l = Cζ−(l−1) ⊕ · · · ⊕Cζ l

は 2l次元既約 (g, K)-部分加群であることがわかる．

従って，次の定理を得る．

定理1.10（ε = 1）. 非球主系列 π1,νの (g, K)-加群C[ζ, ζ−1]に対し次が成り立つ．

（1）ν ̸∈ 2Z + 1と，C[ζ, ζ−1]が既約であることは同値．
（2）ν = 2n + 1 (n ≥ 0) の時は，D+

2n+1, D−
2n+1 ⊂ C[ζ, ζ−1]が既約 (g, K)-部分加

群であり，
C[ζ, ζ−1]/(D+

2n+1 ⊕ D−
2n+1) ≃ F2n

は 2n次元既約 (g, K)-加群である．
（3）ν = −2l + 1 (l > 0) の時は，F2l ⊂ C[ζ, ζ−1]が既約 (g, K)-部分加群であり，

C[ζ, ζ−1]/F2l ≃ D+
2l+1 ⊕ D−

2l+1

が成り立つ．

以上から，既約表現 (g, K)-加群はおおまかに次のように分類できる．

（1）既約主系列表現 πε,ν (ε − ν ̸∈ 2Z)．
K-type ： 2Z + ε．
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（2）最低weight 加群 D+
n (n ∈ Z≥1)．

K-type ： {n, n + 2, n + 4, . . . }．
（3）最高weight 加群 D−

n (n ∈ Z≥1)．
K-type ： {. . . ,−(n + 4),−(n + 2),−n}．

（4）有限次元既約表現 Fl (l = dim Fl ∈ Z≥1)．
K-type ： {−(l − 1),−(l − 3), . . . , l − 3, l − 1}．

このおおまかな分類は，この後で定義される随伴多様体と対応することになる．
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2. (g, K)-加群の随伴多様体と等方表現
2.1. 簡約 Lie 群とその Lie 代数

G ⊂ GL(n, C)を閉部分群とする．Gが簡約（reductive）であるとは，g ∈ Gなら
ば g∗ = tg ∈ Gがなりたつことである．例えば，複素または実古典群

GL(n, C), SL(n, C), Sp(n, C), O(n, C),

U(p, q), SU(p, q), Sp(n, R), O(p, q)

などは簡約な Lie 群の例となる．Gの極大コンパクト部分群 Kを

K = G ∩ U(n) = {g ∈ G | Θ(g) = g} (Θ(g) = (g∗)−1)

とし，Gの Lie 環 g0 を

g0 = Lie(G) = {X ∈ Mn(C) | 全ての t ∈ Rに対し exp(tX) ∈ G}

と定義する．Gは連結な複素化 GC*
3を持つと仮定し，KC を K の GC での複素化と

する．

補題2.1. X ∈ g0 に対し θ(X) = −X∗ とおく．

（1）θは g0 の対合的自己同型で，

g0 = k0 ⊕ p0

が成り立つ．ただしここで，

k0 = {X ∈ g0 | θ(X) = X} = Lie(K),

p0 = {X ∈ g0 | θ(X) = −X}

であり，
[k0, k0] ⊂ k0, [k0, p0] ⊂ p0, [p0, p0] ⊂ k0

が成り立つ．

*3 複素 Lie 群 GC は，G ⊂ GC を満たし，かつそこから誘導される Lie(G) ⊗R C → Lie(GC)が同型
であるとき，Gの複素化と呼ばれる．
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（2）K は Adにより p0 に作用する．つまり，X ∈ p0，k ∈ K に対し Ad(k)X =

kXk−1 ∈ p0 が成り立つ．

証明. （1）X ∈ g0 ならば，全ての t ∈ Rに対し exp(tX) ∈ G．Gは Θに関し閉
じているので，Θ(exp(tX)) = exp(tθ(X)) ∈ G．よって，θ(X) ∈ g0 である．
また，X ∈ g0 に対し

X ∈ Lie(K) ⇐⇒ 全ての t ∈ Rに対し Θ(exp(tX)) = exp(tX)

⇐⇒ 全ての t ∈ Rに対し exp(tθ(X)) = exp(tX)

⇐⇒ θ(X) = X
⇐⇒ X ∈ k0

であるから，Lie(K) = k0．
最後にX, Y ∈ k0とすると，θ([X, Y]) = [θ(X), θ(Y)] = [X, Y]であるから [X, Y] ∈

k0．よって [k0, k0] ⊂ k0．[k0, p0] ⊂ p0，[p0, p0] ⊂ k0 も同様．
（2）k ∈ K，X ∈ p0 とする．この時，k∗ = k−1，X∗ = Xであるから，

(kXk−1)∗ = (k−1)∗X∗k∗ = kXk−1

である．従って kXk−1 ∈ p0． （証終）

例2.2. （1）G = U(p, q) = {g ∈ GL(n, C) | g∗ Ip,qg = Ip,q}，n = p + qとす

る．但し，Ip,q = diag(

p︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

q︷ ︸︸ ︷
−1, . . . ,−1)．この時，

U(p) × U(q) = K ⊂ G ⊂ GC = GL(n, C)
∩

GL(p, C) × GL(q, C) = KC

となる．また，

g0 = Lie(G) =
{(

A B
B∗ C

) ∣∣∣∣ A∗ = −A, C∗ = −C, B ∈ Mp,q(C)
}

,

k0 =
{(

A 0
0 C

)}
, p0 =

{(
0 B

B∗ 0

)}
である．
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（2）K = Rまたは Cに対し，

Sp(n, K) = {g ∈ GL(2n, K) | tgJg = J}
(

J =
(

0 1n
−1n 0

))
とおき，

c =
1√
2

(
1n −

√
−1 1n

−
√
−1 1n 1n

)
∈ Sp(n, C) ∩ U(2n) =: Sp(n)

に対し G = c Sp(n, R)c−1 とおく．この時，

GC ≃ Sp(n, C) ⊃ G ≃ Sp(n, R)
∪ ∪
KC ≃ GL(n, C) ⊃ K = G ∩ U(2n) ≃ U(n)

=
{(

g 0
0 tg−1

) ∣∣∣∣ g ∈ GL(n, C)
}

=
{(

u 0
0 u

) ∣∣∣∣ u ∈ U(n)
}

となる．また，

g0 =
{(

Z W
W Z

) ∣∣∣∣ Z, W ∈ Mn(C), Z∗ = −Z, tW = W
}

,

k0 =
{(

Z 0
0 Z

)}
, p0 =

{(
0 W

W 0

)}
である．

2.2. (g, K)-加群とその次数化

以下，簡単のため g0 = Lie(G)は半単純（つまり，単純イデアル*4の直和）である
とする．g = g0 ⊗R C，k = k0 ⊗R C，p = p0 ⊗R Cとおく．直和分解 g = k ⊕ pは
複素Cartan 分解と呼ばれる．

定義 2.3（(g, K)-加群）. (g, K)-加群 Xとは，次の条件を全て満たすベクトル空間
のことである．

（1）Xは g-加群である．つまり，Lie 環の間の準同型 g → End(X)が与えられて
いる．

*4 非自明な部分イデアルを持たないイデアル．
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（2）Xは K-加群であり，また全ての v ∈ Xに対し dim⟨K · v⟩C < ∞を満たす．こ
こで，⟨K · v⟩C は K · vが生成する Xの部分ベクトル空間である．

（3）全ての v ∈ Xと Z ∈ k0 に対し

d
dt

exp(tZ) · v
∣∣∣∣
t=0

= Z · v

が成り立つ．但し，左辺の収束は有限次元空間 ⟨K · v⟩Cにおける通常のノルム
位相で考えることにする．

（4）全ての v ∈ X，k ∈ K，Z ∈ gに対し kZk−1v = (Ad(k)Z)vが成り立つ．

注意.

Gの既約許容表現
K-有限部分

// 既約な (g, K)-加群

Gの既約ユニタリ表現

EY

oo
1:1
// ユニタリ化可能な既約 (g, K)-加群

が成り立つことが知られている．

U(g) = T(g)/⟨XY − YX − [X, Y] | X, Y ∈ g⟩イデアル

とおく．U(g)を gの普遍包絡環という．ここで T(g)は gのテンソル代数である．
g-加群は U(g)-加群と一対一に対応する．つまり，任意のベクトル空間 X と Lie
環としての準同型 g → End(X) に対し次を可換にする C 代数としての準同型
U(g) → End(X)が一意に存在する．

g
∀Lie alg. hom.

//

��

End(X)

U(g)

∃!
alg. hom.

66

.

ここで，g → U(g)は自然な写像である．

Un(g) = ⟨X1X2 · · · Xk | X1, X2, . . . , Xk ∈ g, k ≤ n⟩C ⊂ U(g) (n = 1, 2, · · · ),

U−1(g) = 0, U0(g) = C1

16



とおく．これは

0 = U−1(g) ⊂ U0(g) ⊂ U1(g) ⊂ U2(g) ⊂ · · ·

と自然な filtration を定める．この時，次が成り立つ．

（1）U(g) =
∪
n

Un(g).

（2）Un(g)Um(g) = Un+m(g) (m, n ≥ 0).

gr U(g) =
∞⊕

n=0
Un(g)/Un−1(g)とおく．これは可換な次数環となる．

命題2.4（Poincaré-Birkhoff-Witt）. C-代数としての同型

S(g) =
∞⊕

n=0
Sn(g) ∼−→ gr U(g) =

∞⊕
n=0

Un(g)/Un−1(g)

X1X2 · · · Xn 7−→ X1X2 · · · Xn + Un−1(g)

が存在する．但しここで，

S(g) = T(g)/⟨XY − YX | X, Y ∈ g⟩イデアル

は gの対称線形環で，Sn(g)は S(g)の n次斉次成分である．

Xを有限生成な (g, K)-加群とする．この時，有限次元 K-不変ベクトル空間 V で，
X = U(g)V を満たすものが存在する．Xn = Un(g)V とおくことで，

0 = X−1 ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ · · ·

と Xの filtration を得る．これらは次を満たす．

（1）X =
∞∪

n=0
Xn．

（2）K ·Xn = Xn．
（3）Un(g)Xm = Xm+n (m, n ≥ 0)．

定義・命題2.5. Mn = Xn/Xn−1，M = gr(X; V) =
∞⊕

n=0
Mn とおく．

（1）Mは gr U(g) = S(g)上の次数加群である．

Um(g)/Um−1(g) × Mn −→ Mn+m
(D + Um−1(g), v + Xn−1) 7−→ Dv + Xn+m−1
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（2）Mは K-加群であり，KMn = Mn を満たす．
（3）k · D · k−1 · v = (Ad(k)D) · v (k ∈ K, D ∈ S(g), v ∈ M)．

この Mを（V から定まる）Xに付随した (S(g), K)-加群という．

2.3. 随伴多様体，随伴サイクル

B : g× g → Cを gのKilling形式とする：B(X, Y) = Tr(ad(X) ad(Y)) (X, Y ∈ g)．
gが半単純であることから，Bは非退化である*5．

ad(θ(X)) ad(θ(Y))Z = [θ(X), [θ(Y), Z]]

= θ([X, [Y, θ−1(Z)]])

= (θ ◦ ad(X) ◦ ad(Y) ◦ θ−1)(Z)

であるから，B(X, Y) = B(θ(X), θ(Y))．特に X ∈ k及び Y ∈ pに対し

B(X, Y) = B(θ(X), θ(Y)) = B(X,−Y) = −B(X, Y)

から B(X, Y) = 0．つまり B(k, p) = 0である．特に Bが g× g上非退化であること
から，Bは k× k上非退化．また，

{X ∈ g | B(X, k) = 0} = p

であることに注意する．
D = X1X2 · · · Xn ∈ S(g) (X1, X2, . . . , Xn ∈ g) に対し

D(Y) = B(X1, Y)B(X2, Y) · · · B(Xn, Y) (Y ∈ g)

とおくことによって，Dを g上の多項式と見なす：S(g) = C[g]．
M = gr(X; V)を Xに付随した (S(g), K)-加群とする．

補題2.6. （1）M = S(g)M0，M0 = V，kM = 0．
（2）AnnS(g) M = {D ∈ S(g) | 全ての v ∈ Mに対し Dv = 0}は Ad(K)-不変な

S(g)の次数イデアル．
（3）V = {X ∈ g | 全ての D ∈ AnnS(g) Mに対し D(X) = 0}は Ad(K)-不変な g

のアフィン代数多様体で，V ⊂ pが成り立つ．

*5 Cartan criterion．
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証明. （1）M = S(g)M0，M0 = Vは明らかである．また，kは各Xnを保つので，
X ∈ k，v ∈ Mn に対し Xv ∈ Mn+1 は 0である．
（2）明らか．
（3）V ⊂ p以外は明らかである．（1）よりAnnS(g) M ⊃ kであるから，

V ⊂ {X ∈ g | 全ての Y ∈ kに対し B(X, Y) = 0} = p

が成り立つ． （証終）

V =
l∪

j=1

Vj を V の既約分解とし，Ij ∈ Spec S(g)を Vj に対応する素イデアルとす

る．この時，Mの Ij における局所化として得られる S(g)Ij -加群 MIj は 0ではなく，
長さ有限の加群となる．mj = lengthS(g)Ij

MIj とおく．

定義2.7. （1）V =
l∪

j=1

Vj を有限生成 (g, K)-加群 Xの随伴多様体という．

（2）形式和
l

∑
j=1

mj[Vj] を X の随伴サイクルとよび，mj を X における Vj の重複

度とよぶ．
これらの概念は，V の取り方によらず X のみによって決まることが知られてい
る［Vog91］．

例2.8. G = SU(1, 1)の球主系列表現 (π0,ν, L2(T))（但し，ν ̸∈ 2Z）に付随した
(g, K)-加群 C[ζ, ζ−1]の随伴サイクルを考える．

g = sl(2, C) = ⟨X+, H, X−⟩C.

ここで，
X+ =

(
0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, X− =

(
0 0
1 0

)
.

各作用は， 

X+ · ζ p =
(ν

2
+ p

)
ζ p+1,

X− · ζ p =
(ν

2
− p

)
ζ p−1,

H · ζ p = 2pζ p.
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となる．V = C · 1 = Cζ0 ととれ，C[ζ, ζ−1] = U(g)V．

Un(g)V = Cζn + Cζn−1 + · · · + Cζ−n

であるから，Mn = Un(g)V/Un−1(g)V は Cζn + Cζ−n と自然に同一視される．

M = gr(C[ζ, ζ−1]; V) =
∞⊕

n=0
Mn とおく．

Mへの S(g)の作用は次のようになる．n = 1, 2, . . . に対し

X+ζn =
(ν

2
+ n

)
ζn+1, X−ζn = 0,

X−ζ−n =
(ν

2
+ n

)
ζ−(n+1), X+ζ−n = 0,

Hζn = 0,

X+1 =
ν

2
ζ, X−1 =

ν

2
ζ−1.

（1）AnnS(g) M = kS(g) + X+X−S(g)．
（2）

V =
{

X =
(

0 z
w 0

)
= zX+ + wX−

∣∣∣∣ z, w ∈ C, zw = 0
}

= V+ ∪ V−.

但し，
V+ =

{(
0 z
0 0

)}
, V− =

{(
0 0
w 0

)}
.

であり，V± に対応する素イデアル I± は

I± = kS(g) + X±S(g)

で与えられる．
（3）M± = Cζ±1 + Cζ±2 + · · · ⊂ Mとおくと，これは (S(g), K)-部分加群であり，

0 ⊂ M+ ⊂ M+ ⊕ M− ⊂ M

となる．

M+ = S(g)ζ ≃ S(g)/I−,

(M+ ⊕ M−)/M+ ≃ S(g)/I+,

M/(M+ ⊕ M−) ≃ C.
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である（Cは 1次元自明表現）．(S(g)/I+)I+ = S(g)I+ /I+S(g)I+ は 0でない
既約 S(g)I+ 加群であり，また (S(g)/I−)I+ = CI+ = 0から，局所化が完全関手
であることより lengthS(g)I+

MI+ = 1である．同様に lengthS(g)I−
MI− = 1

であるから，球主系列表現 πo,ν の (g, K)-加群 C[ζ, ζ−1] の随伴サイクルは
1 · [V+] + 1 · [V−]となる．

2.4. 等方表現

やや一般的な話から始める．R を Noether 環とし，M を有限生成 R-加群，I ∈
Spec Rを I ⊂ AnnR(M)となるものとする．

補題2.9. （1）ある f ∈ R \ I が存在し，M f は自由 (R/I) f -加群．
（2）RI 加群 MI の長さは rank(R/I) f

M f に等しい．
（3）m ⊂ Rを Rの極大イデアルで f ̸∈ m，I ⊂ mを満たすものとする．この時，

rank(R/I) f
M f = dimR/m M/mMが成り立つ．

証明.（1）MはNoether (R/I)-加群であるから，極大なMの自由 (R/I)-加群M′

が存在する．M′ の基底を x1, x2, . . . , xp とする．この時， f ∈ R \ I で， f M ⊂ M′

なるものが存在することを示す．これが示されれば，M f = M′
f は自由 (R/I) f 加群

となる．
M = Ry1 + Ry2 + · · · + Rym となる y1, y2, . . . , ym ∈ M をとる．各 i に対し

fi ∈ R \ I で fiyi ∈ M′ なるものが存在すれば， f = f1 f2 · · · fm とおけばよい．よっ
て，このような fi の存在を示す．
そのような fi が存在しないとする．この時，全ての f ∈ Rに対し f yi ∈ M′ なら
ば f ∈ I が成り立つ．従って，x1, x2, . . . , xp, yi は R/I 上一次独立となるが，これは
M′ の極大性に反する．
（2）p = rank(R/I) f

M f とおく．M f = (R/I)p
f の両辺を Iで局所化すると，f ̸∈ I

より MI = (R/I)p
I を得る．ここで (R/I)I = RI/IRI は既約 RI-加群であるから，

lengthRI
MI = p．

（3）M f = (R/I)p
f をmで局所化することにより，Mm = (R/I)p

m = (Rm/IRm)p

を得る．よって，mMm = (mRm/IRm)p．従って，M/mM = Mm/mMm =

(Rm/mRm)p であるから，rank(R/I) f
M f = dimR/m M/mM． （証終）
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もとの設定に戻る．復習をしておこう．Gを連結な複素化 GC を持つ半単純（また
は簡約）Lie 群とする．この時，Gの極大コンパクト部分群 Kも複素化 KC を持ち

G ⊂ GC
∪ ∪
K ⊂ KC

となる．g = Lie(G) ⊗R Cとし，g = k⊕ pを複素Cartan 分解とする．
Xを有限生成 (g, K)-加群とし，V を有限次元 K-不変部分空間で，X = U(g)V な
るものとする．M = gr(X, V)は次数 (S(g), K)-加群となる．

注意. Weyl の unitary trick により，KのX, M上への表現は，KCのholomorphic
な表現に自然に拡張される：“(g, K)-加群”=“(g, KC)-加群”．

Xの随伴多様体 V は V = V(X) = V(AnnS(g) M) ⊂ pと定義される．AnnS(g) M

はAd(KC)不変であるから，V もAd(KC)不変である．V =
m∪

j=1

Vj を V の既約分解

とし，Ij ∈ Spec S(g)を Vj に対応する素イデアル，mj = lengthS(g)Ij
MIj とした時，

Xの随伴サイクル Cは

C = C(X) =
m

∑
j=1

mj[Vj]

により定義されるのであった．
Xが長さ有限の (g, K)-加群であるとする．Z(g) = U(g)GC を U(g)の中心とする
と，Schur の補題*6より，

全ての v ∈ Xに対し dim Z(g)v < ∞

が成り立つ．よって，V を更に Z(g)不変にとることができる．

gr Z(g) = S(g)GC

= {D ∈ S(g) | 全ての g ∈ GC に対しAd(g)D = D} ⊂ S(g)

*6 Dixmier による次の形の Schur の補題を用いる：gの既約表現 U に対しHomg(U, U) = C．証明
は次の通り．U の既約性から Homg(U, U)は斜体．よって，A ∈ Homg(U, U)が C上代数的で
あることを示せば良い．Aが C上超越的であるとすると，{(A − α)−1 | α ∈ C}は C上一次独立．
特に dimC Homg(U, U) ≥ #C．また 0でない u ∈ U を固定し，Homg(U, U) → U を B 7→ Bu
と定義すると，これは Homg(U, U)が斜体であることから単射．従って，dimC U ≥ #C．一方，
U(g) → U を X 7→ Xuで定めると，U の既約性よりこれは全射．よって dimC U ≤ dimC U(g)．
dimC U(g)は可算濃度であるからこれは矛盾．
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であるから，

S(g)GC
+ = S(g)GC ∩

(
∞⊕

n=1

Sn(g)

)

とおくと S(g)GC
+ ⊂ AnnS(g) M．よって，V ⊂ V(S(g)GC

+ )が成り立つ．ここで，次
の事実が知られている．

V(S(g)GC
+ ) = {X ∈ g | ある Nが存在し，(ad X)N = 0} ： gの冪零元全体.

N を gの冪零元全体，Np = N ∩ pとおく．V ⊂ Np である．

事実（Kostant-関口対応［Sek87］）. Np に含まれる KC 軌道の数は有限であり，
Np/KC とNg0 /G0 の間には全単射が存在する．但し，Ng0 は g0 の冪零元全体であ
り，G0 は Gの単位元を含む連結成分である．

Xが長さ有限な (g, K)-加群ならば，V(X) =
l∪

j=1

Vj，但しある冪零 KC軌道Oj ⊂ p

に対し Vj = Oj である．
Xを有限生成 (g, K)-加群とし，M = gr(X; V)とおく．次の仮定をする．

仮定. ある KC 軌道Oが存在し，V(X) = Oが成り立つ．

Iを V = V(X)（これは仮定から既約である）に対応する素イデアルとする．Hilbert
の零点定理により

√
AnnS(g) M = I であるから，ある n0 が存在し，In0 M = 0が成

り立つ．従って，次のような (S(g), K)-部分加群の減少列を得る．

M = I0M ⊃ IM ⊃ I2M ⊃ · · · ⊃ In0 M = 0.

各組成因子 Ik M/Ik+1Mには I が 0で作用することに注意する．

命題 2.10. X ∈ O を一つ固定する．m(X)を一点 {X}に対応する極大イデアル，
つまり

m(X) = ∑
Y∈g

(Y − B(Y, X))S(g) ⊂ S(g)

とする．この時，

lengthS(g)I
MI =

n0−1

∑
j=0

dim(I j M/m(X)I j M)

が成り立つ．
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証明. lengthS(g)I
MI =

n0−1

∑
j=0

lengthS(g)I
(I j M/I j+1M)I であるから，

lengthS(g)I
(I j M/I j+1M)I = dim(I j M/m(X)I j M)

を示せばよい．L = I j M/I j+1Mとおく．I ⊂ AnnS(g) Lである．補題 2.9 より，あ
る f ∈ S(g) \ I が存在し，m ⊃ I， f /∈ mなる S(g)の極大イデアル mに対し

lengthS(g)I
LI = dim L/mL = dim I j M/mI j M

が成り立つ． f ∈ S(g) \ I であるから，ある X0 ∈ O が存在し f (X0) ̸= 0．この X0

に対しまず X0 ∈ O ⊂ V(X)であるから，m(X0) ⊃ I である．また， f (X0) ̸= 0よ
り f ̸∈ m(X0)．従って，

lengthS(g)I
LI = dim(I j M/m(X0)I j M)

である．
一方，I j Mは KC 不変であり，よって k ∈ KC に対し

k(m(X0)I j M) = m(Ad(k)X0)I j M

であるから，
dim(I j M/m(X)I j M)

は X ∈ Oに対し一定である． （証終）

定義 2.11. X ∈ O に対し KC(X) = {k ∈ KC | Ad(k)X = X} ⊂ KC とおく．有
限次元ベクトル空間

W =
n0−1⊕
j=0

(I j M/m(X)I j M)

上に自然に生じる KC(X)の表現を，Xに付随した等方表現（isotropy representation）
とよび，W = W(X)と書く．

Vogan により，KC(X)-加群W の指標は空間 V の取り方によらないことが示さ
れている．つまり，KC(X)red（簡約部分）の表現としてのW の組成列は Xのみに
よる．
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3. Weil 表現の基礎
この節では，Weil 表現に関する基礎的な事実を復習する．第４回整数論サマース
クール報告集「Weil 表現入門」［整数］などが良い文献である．

3.1. Symplectic Lie 代数（群）

c =
1√
2

(
1n −

√
−1 1n

−
√
−1 1n 1n

)
とし，

G = c Sp(n, R)c−1 ⊂ Sp(n, C) = GC
∪ ∪

K ≃ U(n) ⊂ KC =
{

y =
(

g 0
0 tg−1

) ∣∣∣∣ g ∈ GL(n, C)
}

とおく．Symplectic 群 Gに対する複素Cartan 分解 g = k⊕ pは，

p =
{(

0 B
C 0

) ∣∣∣∣ B, C ∈ Mn(C), tB = B, tC = C
}

= p+ ⊕ p−

p+ =
{(

0 B
0 0

)}
, p− =

{(
0 0
C 0

)}
で与えられる．この時，次が成り立つ．

• p± はAd(KC)不変．

• Ad

(
g 0

0 tg−1

) (
0 B

0 0

)
=

(
0 gB tg

0 0

)
．

• Ad

(
g 0

0 tg−1

) (
0 0

C 0

)
=

(
0 0

tg−1Cg−1 0

)
．

K̃C = {(ε, y) ∈ C× × KC | ε2 = det g} ⊂ C× × KC

とおく．但し，y =

(
g 0

0 tg−1

)
である．

K̃C
π−→ KC

ỹ = (ε, y) 7−→ y
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は KC の二重の被覆を与える．K̃ = π−1(K)とおくと，K̃は Kの二重の被覆となる．
これは，Metaplectic 群Mp(n, R)*7の極大コンパクト部分群である．次の補題は線形
代数の結果である．

補題3.1. Om =

{
X ∈ p−

∣∣∣∣∣ X =

(
0 0

C 0

)
, rank C = m

}
とおく．

（1）p− =
n

⨿
m=0

Om は p− の KC-軌道分解を与える．

（2）Om = O0 ∪ · · · ∪ Om−1 ∪Om．

（3）Ym =

(
0 0

Cm 0

)
，Cm =

(
1m 0

0 0

)
とおくと，Ym ∈ Om で，

KC(Ym) =
{

y =
(

g 0
0 tg−1

) ∣∣∣∣ g−1 =
(

g11 0
g21 g22

)
, g11 ∈ O(m, C)

}
≃ (O(m, C) × GL(n − m, C)) n Mn−m,m(C).

問題3.2. 補題 3.1 を証明せよ．

g = sp(n, C)の基底を

Aij =

(
Eij 0
0 −Eji

)
∈ k (i, j = 1, 2, . . . , n),

Bij =

(
0 Eij + Eji

0 0

)
∈ p+ (1 ≤ i ≤ j ≤ n),

Cij =

(
0 0

Eij + Eji 0

)
∈ p− (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

ととる．ここで，Eij = (δikδjl)1≤k,l≤n は n次の (i, j)行列単位である．

*7 Sp(n, R)の二重被覆群．
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3.2. Weil 表現

Weil 表現を定義する．整数 k > 0に対し P = C[Mn,k]とおく．但し，

Mn,k =

z =

z11 · · · z1k
...

. . .
...

zn1 · · · znk


∣∣∣∣∣∣∣ zjp ∈ C


であり，Pの元は zjp の多項式である．また，z(i) = (zi1, . . . , zik)を zの第 i行とし，

∂(j) = (∂j1, . . . , ∂jk)とおく．但し，∂jp =
∂

∂zjp
である．

定義3.3. （1）線形写像 ϖk : g → End(P)を

ϖk(Aij) = z(i)t∂(j) +
k
2

δij =
k

∑
p=1

zip∂jp +
k
2

δij,

ϖk(Bij) =
√
−1 z(i)tz(j) =

√
−1

k

∑
p=1

zipzjp,

ϖk(Cij) =
√
−1∂(i)t∂(j) =

√
−1

k

∑
p=1

∂ip∂jp

により定義する．
（2）ϖk : K̃C → End(P)を

(ϖk((ε, y)) f )(z) = εk f (tgz)
(

f ∈ P, y =
(

g 0
0 tg−1

)
, ε2 = det g

)
により定義する．

（3）G′
C = O(k, C)とし，π : G′

C → End(P)を

(π(g′) f )(z) = f (zg′) ( f ∈ P, g′ ∈ G′
C)

により定義する．

命題3.4. （1）Pは ϖk により (g, K̃C)-加群となる．
（2）(π, P)は G′

C = O(k, C)の表現を与える．
（3）ϖk(X) (X ∈ g) と π(g′) (g′ ∈ G′

C) は可換．
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証明. （１）全ての f ∈ Pが dim⟨ϖk(K̃C) f ⟩C < ∞を満たすことは，K̃Cの作用が
多項式の次数を保つことから従うので，ϖk が各基底の交換関係が保たれていること
と K̃Cの微分が gの作用と一致することを示せばよい．（K̃Cは連結であるから，定義
2.3 における（4）の条件はこれから自動的に従う）．
まずは各基底の交換関係が保たれることを示す．まず，EijElm = δjl Eimに注意すれ
ば，基底の交換関係が次のようになることがわかる．但し，ここで δjl は Kronecker
のデルタ記号である．

（A）[Aij, Alm] = δjl Aim − δim Al j.
（B）[Aij, Blm] = δjmBil + δjl Bim.
（C）[Aij, Clm] = −δimCjl − δilCjm.
（D）[Bij, Clm] = δjl Aim + δjm Ail + δil Ajm + δim Ajl.
（E）[Bij, Blm] = 0.
（F）[Cij, Clm] = 0.

ϖk がこの交換関係を保つことを順番に示していく．交換関係 [∂lm, zij] = δilδjm に注
意する．
（A）

[ϖk(Aij), ϖk(Alm)] = ∑
p,q

[zip∂jp, zlq∂mq]

= ∑
p,q

(zip∂jpzlq∂mq − zlq∂mqzip∂jp)

= ∑
p,q

(zip[∂jp, zlq]∂mq + zlq[zip, ∂mq]∂jp)

= ∑
p,q

(δjlδpqzip∂mq − δimδpqzlq∂jp)

= δjl

k

∑
p=1

zip∂mp − δim

k

∑
p=1

zlp∂jp

= δklϖk(Aim) − δimϖk(Al j) = ϖk([Aij, Alm]).

（B）

[ϖk(Aij), ϖk(Blm)] =
√
−1 ∑

p,q
[zip∂jp, zlqzmq]

=
√
−1 ∑

p,q
(zip∂jpzlqzmq − zlqzmqzip∂jp)
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=
√
−1 ∑

p,q
(zip[∂jp, zlq]zmq + zipzlq[∂jp, zmq])

=
√
−1 ∑

p,q
(δjlδpqzipzmq + δjmδpqzipzlq)

=
√
−1δjl

k

∑
p=1

zipzmp +
√
−1δjm

k

∑
p=1

zipzlp

= δjlϖk(Bim) + δjmϖk(Bjl) = ϖk([Aij, Blm]).

（C）

[ϖk(Aij), ϖk(Clm)] =
√
−1 ∑

p,q
[zip∂jp, ∂lq∂mq]

=
√
−1 ∑

p,q
(zip∂jp∂lq∂mq − ∂lq∂mqzip∂jp)

=
√
−1 ∑

p,q
([zip, ∂lq]∂mq∂jp + ∂lq[zip, ∂mq]∂jp)

= −
√
−1 ∑

p,q
(δilδpq∂mq∂jp + δimδpq∂lq∂jp)

= −
√
−1δil

k

∑
p=1

∂mp∂jp −
√
−1δim

k

∑
p=1

∂lp∂jp

= −δilϖk(Cjm) − δimϖk(Cjl) = ϖk([Aij, Clm]).

（D）

[ϖk(Bij), ϖk(Clm)]

= − ∑
p,q

[zipzjp, ∂lq∂mq]

= − ∑
p,q

(zipzjp∂lq∂mq − ∂lq∂mqzipzjp)

= − ∑
p,q

(zip[zjp∂lq]∂mq + [zip, ∂lq]zjp∂mq + ∂lqzip[zjp, ∂mq] + ∂lq[zip, ∂mq]zjp)

= ∑
p,q

(δjlδpqzip∂mq + δilδpqzjp∂mq + δjmδpq∂lqzip + δimδpq∂lqzjp)

=δjl

k

∑
p=1

zip∂mp + δil

k

∑
p=1

zjp∂mp + δjm

k

∑
p=1

∂lpzip + δim

k

∑
p=1

∂lpzjp

=δjl

k

∑
p=1

zip∂mp + δil

k

∑
p=1

zjp∂mp + δjm

k

∑
p=1

zip∂lp + δim

k

∑
p=1

zjp∂lp + kδjmδil + kδimδjl
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=δjlϖk(Aim) + δilϖk(Ajm) + δjmϖk(Ail) + δimϖk(Ajl) = ϖk([Bij, Clm]).

（E,F）の交換関係が保たれることは明らかである．
次に K̃C の微分が kの作用と一致することを示す．

A =
(

X 0
0 −tX

)
∈ Lie(K̃)

とする．X ∈ u(n)である．tが十分小さい時，exp tA = (exp(t Tr X/2), exp tA) ∈
K̃であることに注意する*8．

d
dt

(ϖk(exp tA) f )(z)
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(exp(tk Tr X/2)) f ((exp t tX)z)
∣∣∣∣
t=0

=
1
2

k(Tr X) f (z) + ∑
p,q

d
dt

((exp t tX)z)pq

∣∣∣∣
t=0

(∂pq f )(z)

=
1
2

k(Tr X) f (z) + ∑
p,q

(tXz)pq(∂pq f )(z)

=
1
2

k(Tr X) + ∑
p,q,r

Xrpzrq(∂pq f )(z) (Xip は Xの第 (r, p)成分)

= ∑
r,p

Xrp

(
k
2

δrp f + ∑
q

zrq∂pq f

)
(z)

= ∑
r,p

Xrp(ϖk(Arp) f )(z)

=(ϖk(X) f )(z)

であるから，K̃C の微分は kの作用と一致する．
（２）明らか．
（３）π(G′

C)と ϖk(K̃C)が可換であることは明らか．よって，π(G′
C)と ϖk(k)も

可換．
g′ ∈ G′

Cとし，π(g′)とϖk(Bij), ϖk(Cij)が可換であることを示す．まず，(zg′)(i) =

z(i)g′ であることに注意すると，

(π(g′)(ϖk(Bij) f ))(z) = (ϖk(Bij) f )(zg′)

*8 ε2 = det(exp tX)の時 ε = ± exp(t Tr X/2)であるが，lim
t→0

exp tA = (1, 12n)であるから，tが十

分小さい時 exp tA = (exp(t Tr X/2), exp tA)である．
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=
√
−1(z(i)g′) t(z(j)g′) f (zg′)

=
√
−1 z(i)g′ tg′ tz(j) f (zg′)

=
√
−1 z(i) tz(j) f (zg′)

= (ϖk(Bij)(π(g′) f ))(z)

となり π(g′)と ϖk(Bij)は可換である．また，

(ϖk(Cij)(π(g′) f ))(z) =
√
−1

k

∑
p=1

(∂ip∂jp(π(g′) f ))(z)

であり，

(∂jp(π(g′) f ))(z) = ∑
q,r

d(zg′)qr

dzjp
(∂qr f )(zg′)

= ∑
q,r

d(∑k
s=1 zqsg′sr)
dzjp

(∂qr f )(zg′)

= ∑
q,r,s

δjqδpsg′sr(∂qr f )(zg′)

=
k

∑
r=1

g′pr(∂jr f )(zg′)

から，

√
−1

k

∑
p=1

(∂ip∂jp(π(g′) f ))(z) =
√
−1 ∑

p,r,s
g′prg′ps(∂is∂jr f )(zg′)

=
√
−1 ∑

r,s
(tg′g′)rs(∂is∂jr f )(zg′)

=
√
−1 ∑

r,s
δrs(∂is∂jr f )(zg′)

=
√
−1

k

∑
r=1

(∂ir∂jr f )(zg′)

= (π(g′)(ϖk(Cij) f ))(z)

となり，π(g′)と ϖk(Cij)も可換である． （証終）

従って，Pは (g, K̃C) × G′
C-加群の構造をもつ．k = 1の時，(g, K̃C)-加群 (ϖ1, P)

を symplectic Lie 代数 gのWeil 表現という．ϖk はWeil 表現 ϖ1 の k階テンソル積
表現に他ならない．
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P上の正定値内積 (·, ·)を

P× P −→ C
( f1, f2) 7−→ ( f1(∂) f2)(0)

と定める．但し， f ∈ Pに対し f (z) = f (z)．α = (αip) ∈ Znk
≥0 に対し zα = ∏

i,p
z

αip
ip

と定めると，
{

zα

√
α!

}
は正規直交基底となる．

補題 3.5. W ⊂ Pを部分空間とする．この時，W が (g, K̃C)-不変ならば，W⊥ も
(g, K̃C)-不変である．

証明. P上の作用素 Aに対し A∗ を内積 (·, ·)に関する随伴作用素とする．この時，
z∗ip = ∂ip である．従って，ϖk の定義から，

ϖk(g)∗ = ϖk(g)

が成り立つ．よって， f ∈ W⊥，X ∈ gとすると，φ ∈ W に対し

(ϖk(X) f , φ) = ( f , ϖk(X)∗φ) = 0

となり，従って ϖk(X) f ∈ W⊥ である．また，群 K̃C は連結であり，K̃C の作用の微
分は kの表現と一致しているので，W⊥ は K̃C 不変である． （証終）
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4. Howe 双対性と等方表現
この節では，簡約デュアルペア (Sp(n, R), O(k))に対する Howe 双対性定理を等
方表現を用いて証明する．

4.1. Howe 双対性（テータ対応）

Ĝ′
C を G′

C = O(k, C) の既約な有限次元 holomorphic 表現の同型類全体とする．
Weyl の unitary trick により，Ĝ′

C は G′ = O(k)の既約ユニタリ表現の同型類全体と
一致する．

(σ, Vσ) ∈ Ĝ′
C とする．

L(σ) = HomG′
C
(Vσ, P)

は ϖk により (g, K̃C)-加群となる．この時，(g, K̃C) × G′
C-加群として，

P ≃
⊕

σ∈Ĝ′
C, L(σ) ̸=0

L(σ) ⊗ Vσ

が成り立つ．

定理4.1（Howe双対性［KV78, How89］）. （1）L(σ) ̸= 0のとき，L(σ)は既
約 (g, K̃C)-加群．

（2）σ1, σ2 ∈ Ĝ′
C，L(σ1) ≃ L(σ2) ̸= 0ならば Vσ1 ≃ Vσ2．

（3）

{σ ∈ Ĝ′
C | L(σ) ̸= 0} =

{
Ĝ′

C (k ≤ n),

{σ ∈ Ĝ′
C | VO(k−n,C)

σ ̸= 0} (k > n).

但し，

O(k − n, C) ≃
{(

1n 0
0 g

) ∣∣∣∣ g ∈ O(k − n, C)
}

⊂ O(k, C) = G′
C

によりO(k − n, C)をO(k, C)の部分群と見なす．

対応 σ 7→ L(σ)を Howe対応（テータ対応）と呼ぶ．
この定理を等方表現を用いて証明するのがこの節の目的である．
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4.2. 多重調和多項式

H = Pp− = { f ∈ P | ϖk(Cij) f = 0 (1 ≤ i ≤ j ≤ n)}

とおく． f ∈ Pに対し f ∈ Hであることと，全ての 1 ≤ i ≤ j ≤ nなる i, jに対し

k

∑
p=1

∂2 f
∂zip∂zjp

= 0

となることは同値である．従って，n = 1の時Hは k変数調和多項式のなす空間と
なる．Hの元を多重調和多項式という．Ad(K̃C)p− = p− より，K̃C はHに作用す
る．また，ϖk(p−)と π(G′

C)は可換であるから，G′
C はHに作用する．従って，H

は K̃C × G′
C-加群の構造を持つ．

C[z tz] = ⟨z(i)tz(j) | 1 ≤ i ≤ j ≤ n⟩C-algebra
= ϖk(U(p+))

とおく．

命題4.2. （1）
P = C[z tz]H = ϖk(U(p+))H.

（2）K̃C 不変な L(σ)の部分空間U(σ)をU(σ) = HomG′
C
(Vσ,H)と定義すると，

L(σ) = ϖk(U(p+))U(σ).

（3）K̃C × G′
C-加群として，

H ≃
⊕

σ∈Ĝ′
C, U(σ) ̸=0

U(σ) ⊗ Vσ.

証明. まずは，P = C[z tz]H を証明する．J =

(
∑
i,j

Cz(i)tz(j)

)
P ⊂ Pとおく．ま
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ず，内積 (·, ·)に関し，

f ∈ J⊥ ⇐⇒ 全ての φ ∈ P，i, jに対し ( f , z(i)tz(j)φ) = 0

⇐⇒ 全ての φ ∈ P，i, jに対し (∂(i)t∂(j) f , φ) = 0

⇐⇒ 全ての i, jに対し ∂(i)t∂(j) f = 0

⇐⇒ f ∈ H

であるから，H = J⊥．従って，P = H⊕ J である．
f ∈ Pとする． f ∈ C[z tz]Hを f の次数に関する帰納法で示す．deg f = 0の時は

自明であるから，deg f > 0とする．P = H⊕ J であるから， f ∈ J としてよい．J

の定義から，gi ∈ C[z tz]及び hi ∈ Pが存在し，f = ∑ gihi．deg hi < deg f である
から，帰納法の仮定より hi ∈ C[z tz]H．よって， f ∈ C[z tz]H．以上により（1）が
示された．
また，（2）は，

L(σ) = HomG′
C
(Vσ, ϖk(U(p+))H)

= ϖk(U(p+)) HomG′
C
(Vσ,H)

= ϖk(U(p+))U(σ)

より示される．
（3）はHの G′

C-加群としての Vσ-等質成分が U(σ) ⊗ Vσ（σ ∈ Ĝ′
C）であること

に対応している． （証終）

命題4.3. L(σ)が (g, K̃C)-加群として既約であることと，U(σ)が K̃C-表現として
既約であることは同値である．

証明. 0でない v0 ∈ Vσ を固定し，

L(σ) ≃ L(σ)v0 ⊂ P
∪ ∪

U(σ) ≃ U(σ)v0 ⊂ H

により L(σ) ⊂ P，U(σ) ⊂ Hとみなす．
まず，Q ⊂ U(σ)を 0でも全体でもない K̃C-部分加群とする．Q′ = Q⊥ とおく．

Q′ は K̃C 不変であり，U(σ) = Q ⊕ Q′．これより，

L(σ) = ϖk(U(p+))U(σ) = ϖk(U(p+))Q + ϖk(U(p+))Q′
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であり，この和は内積 (·, ·)に関する直交分解となっている．一方，

ϖk(U(p+))Q = ϖk(U(g))Q,

ϖk(U(p+))Q′ = ϖk(U(g))Q′.

であるので，L(σ)は既約にはなりえない．
逆を示す．U(σ) が K̃C-表現として既約であるとする．W ⊂ L(σ) を 0 でない

(g, K̃C)-部分加群とする．W の最も次数の低い元をとると，ϖk(p−)の作用は次数を
下げるので，それは多重調和多項式になる．よって，W ∩ U(σ) ̸= 0であるから，既
約性からW ⊃ U(σ)．従って，

W ⊃ ϖk(U(g))U(σ) = L(σ).

より，L(σ)は (g, K̃C)-加群として既約である． （証終）

4.3. P, L(σ)の等方表現

ψ : Mn,k → p− を

ψ(z) =
(

0 0
z tz 0

)
により定義する．

y =
(

g 0
0 tg−1

)
∈ KC

に対し ψ(gz) = Ad(y)ψ(z)．また，g′ ∈ G′
C に対し ψ(zg′) = ψ(z)．

以下，記号の省略のために，0 ≤ m ≤ s, tを満たす m, s, tに対し

E(s,t)
m =

(
1m 0
0 0

)
∈ Ms,t

とおく．補題 3.1（3）の冪零元 Ym は

Ym =

(
0 0

E(n,n)
m 0

)
∈ p−

である．

命題4.4. m = min(n, k)とおく．
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（1）
Im ψ = Om = Ad(KC)Ym.

（2）

ψ−1(Ym) = E(n,k)
m G′

C ≃
{

O(k, C) (k ≤ n),
O(k − n, C)\O(k, C) (k > n).

証明. （1）rank z tz ≤ mであるから，Im ψ ⊂ Om．逆に，j = 0, 1, . . . , mに対し

ψ(E(n,k)
j ) = Yj ∈ Oj.

Im ψはAd(KC)-不変であるから，Im ψ = Om．
（2）

ψ−1(Ym) = {z ∈ Mn,k | z tz = E(n,n)
m }

である．
まず k ≤ nとする．この時 m = k．

z =
(

z1
z2

)
(z1 ∈ Mk,k, z2 ∈ M(n−k),k)

とおくと，

z tz =
(

z1
z2

) (tz1
tz2

)
=

(
z1

tz1 z1
tz2

z2
tz1 z2

tz2

)
であるから，ψ(z) = Ym は (

z1
tz1 z1

tz2
z2

tz1 z2
tz2

)
=

(
1m 0
0 0

)
と同値である．更にこれは z1 ∈ O(k, C)かつ（この時 z1は可逆であるから，）z2 = 0

と同値である．よって，

ψ−1(Ym) =
{(

O(k, C)
0

)}
= E(n,k)

m G′
C ≃ G′

C

を得る．
次に k > nとする．この時 m = n．

z =

z(1)

...
z(n)

 ∈ ψ−1(Ym)
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とすると，z(i)tz(j) = δij (i, j = 1, 2, . . . , n)．この時，z(i) (i = 1, 2, . . . , n) はCk = M1,k

における正規直交系であり，それを拡張して z(1), z(2), . . . , z(k) を正規直交系とでき
る．それに対し

g′ =

z(1)

...
z(k)


とおくと，g′ ∈ G′

C = O(k, C)であり，

z =
(
1n 0

)
g′ = E(n,k)

m g′

となる．従って，

ψ−1(Ym) = E(n,k)
m G′

C ≃ ZG′
C
(E(n,k)

m )\G′
C = O(n − k, C)\O(k, C)

を得る． （証終）

以下，m = min(n, k)とおく．

記号. n ≤ kに対しO(n − k, C) = {e}と約束する．

Pに付随する (S(g), K̃C)-加群を求める．ここで，Pは有限生成ではないので，一度
既約分解を行い，各既約成分に付随する (S(g), K̃C)-加群をまとめあげたものを Pに
付随する (S(g), K̃C)-加群とすることとする．

Pj を j次斉次式全体とする．P =
∞⊕

j=0

Pj であり，

Pj
p+−→ Pj+2

Pj
k−→

K̃C

Pj

Pj
p−−→ Pj−2

となる．

H =
⊕
α∈Λ

H(α)
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を K̃C-加群としての既約分解（Λは添え字集合）とする．この時，

P =
⊕
α∈Λ

ϖk(U(p+))H(α)

は (g, K̃C)-加群としての既約分解となる．また，dimH(α) < ∞ であるから，
ϖk(U(g))H(α)に対応する (S(g), K̃C)-加群は

gr(ϖk(U(g))H(α),H(α)) = S(p+)H(α)

となる．K̃C が Pj を保つことから，各 α ∈ Λに対し整数 j(α)でH(α) ⊂ Pj(α) なる
ものが存在することに注意しよう．これより，gr(ϖk(U(g))H(α),H(α)) に k 及び
p− は 0で作用する．一方，p+ は ϖk を通じて作用する．
以上より，Pに付随する (S(g), K̃C)-加群は，表現空間は Pであり，p+ は ϖk によ
り，また k, p− は 0で作用するものと同型であることがわかった．AnnS(p+) Pを求
よう．

g× g
B−→ C

(X, Y) 7−→
√
−1
2

Tr(XY)

により g上の非退化対称双一次形式 Bを定義し*9，これにより S(g)の各元を g上の
多項式と見なすことにする．

補題4.5. I(Om) = {D ∈ S(p+) | D|Om
= 0} ⊂ S(p+)とおくと，全ての 0でな

い f ∈ Pに対しAnnS(g) f = I(Om)．

証明.

ϖk(Bij) =
√
−1z(i)tz(j) =

√
−1(z tz)ij

=
√
−1
2

Tr
((

0 0
z tz 0

) (
0 Eij + Eji
0 0

))
= B(ψ(z), Bij)

= Bij(ψ(z))

であるから，D ∈ S(p+)に対し

ϖk(D) = D(ψ(z))

*9 Killing 形式とは定数倍しか違わない．
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が成り立つ．従って，

D ∈ AnnS(g) f ⇐⇒ 全ての z ∈ Mn,k に対し D(ψ(z)) f (z) = 0

⇐⇒ D ∈ I(Om)

である． （証終）

一般に，有限生成なU(g)-加群Xに対しM = gr(X; V)を考え，V(X)が既約にと
き，対応する素イデアル I に対し部分加群列

M ⊃ IM ⊃ · · · ⊃ In0 M = 0

が等方表現を考える際に考えるものであった．今は，補題 4.5 から n0 = 1である．
よって，定義 2.11 を考慮して，K̃C(Ym)加群

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ), P/ϖk(m(Ym))P

を考える*10．但しここで，

m(Ym) = ∑
X∈p+

(X − B(X, Ym))S(p+) ⊂ S(p+)

は一点 {Ym}に対応する S(p+)の極大イデアルである．

ϖk(X − B(X, Ym)) = X(ψ(z)) − X(Ym)

= X(ψ(z) − Ym)

であるから，Pのイデアル ϖk(m(Ym))Pは {X(ψ(z) − Ym) | X ∈ p+} で生成され
る．従って，

V(ϖk(m(Ym))P) = ψ−1(Ym) ⊂ Mn,k

が成り立つ．

命題4.6. ϖk(m(Ym))Pは Pの被約イデアルで，

P/ϖk(m(Ym))P ≃ C[ψ−1(Ym)]

が成り立つ．従って，各 σ ∈ Ĝ′
C に対し，

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ HomG′
C
(Vσ, C[ψ−1(Ym)])

が得られる．

*10 まだ L(σ)の有限性などは何も示されていないため，これらを等方表現と呼ぶわけにはいかない．
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証明. Weyl［Wey97］及び［Yam01, Proposition 5.8］を参照． （証終）

K̃C(Ym)の C[ψ−1(Ym)] ≃ C[O(k − n, C)\O(k, C)]上への表現を書こう．
まず，K̃C(Ym)は，

K̃C(Ym) =

(ε, y) ∈ K̃C

y =
(

g 0
0 tg−1

)
,

g−1 =
(

g11 0
g21 g22

)
(g11 ∈ O(m, C))


となる．場合分けをする．ỹ = (ε, y) ∈ K̃C(Ym)に対し ε, g, g11, g12, g22 を上のよう
にとっておく．

（1）k ≤ nの時．
この時，m = kであり，

f ∈ C[ψ−1(Ym)] = C
[(

O(k, C)
0

)]
≃ C[O(k, C)]

に対し
(ỹ f )(w) = εk f (g11w) (w ∈ O(k, C)).

（2）k > nの時．
この時，m = nかつ KC(Ym) = O(n, C)であり，

f ∈ C[ψ−1(Ym)] = C
[(

1n 0
)

G′
C
]
≃ C[O(k − n, C)\O(k, C)]

に対し

(ỹ f )(O(k − n, C)w) = εk f
(

O(k − n, C)
(

g−1 0
0 1k−n

)
w

)
.

いずれの場合も，
C[ψ−1(Ym)] = IndO(k,C)

O(k−n,C)(1)

である．最後の項は Peter-Weyl の定理により，

IndO(k,C)
O(k−n,C)(1) =

⊕
σ∈Ĝ′

C, (V∗
σ )O(k−n,C) ̸=0

(V∗
σ )O(k−n,C) ⊗ Vσ

となる*11．従って次を得る．

*11 尚，条件 (V∗
σ )O(k−n,C) ̸= 0は (Vσ)O(k−n,C) ̸= 0と同値である．
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定理4.7. （1）

P/ϖk(m(Ym))P ≃
⊕

σ∈Ĝ′
C, (V∗

σ )O(k−n,C) ̸=0

(V∗
σ )O(k−n,C) ⊗ Vσ.

（2）全ての σ ∈ Ĝ′
C に対し

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ (V∗
σ )O(k−n,C).

特に，k ≤ nならば右辺は V∗
σ．

但し，（1）（2）ともに K̃C(Ym)は自然な全射準同型 K̃C(Ym) → O(m, C)を通じて
(V∗

σ )O(k−n,C) に作用する．

4.4. 定理 4.1 の証明：Kashiwara-Vergne 再発見

(I) まずは k ≤ nとする．この時，全ての σ ∈ Ĝ′
C に対し

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ V∗
σ

である．特に，全ての σ ∈ ĜC に対し L(σ) ̸= 0．
L(σ)が既約でないとする．この時，補題3.5により，ある 0でない部分加群 L1, L2

が存在し，L(σ) = L1 ⊕ L2．従って，

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) = L1/ϖk(m(Ym))L1 ⊕ L2/ϖk(m(Ym))L2

であるが，左辺は定理 4.7 により既約であるから L1/ϖk(m(Ym))L1 = 0 また
は L2/ϖk(m(Ym))L2 = 0．L1/ϖk(m(Ym))L1 = 0 とする．中山の補題により，
L1m(Ym) = 0．よって， f ∈ L1 とすると，ある D ∈ S(p)+ で D(Ym) ̸= 0 かつ
ϖk(D) f = 0なるものが存在する．一方，D(Ym) ̸= 0であるから，D ̸∈ I(Om) =

AnnS(p)+ f．従って，ϖk(D) f = 0 ならば f = 0 であり，L1 = 0 となって矛盾．
よって L(σ)は既約である．
また，L(σ1) ≃ L(σ2)とすると，V∗

σ1
≃ V∗

σ2
より，σ1 ≃ σ2．

(II) 次に，k > nの時を示す．g = sp(n, C)を ǧ = sp(k, C)に次のように埋め込ん
でおく． (

A B
C −tA

)
7→


A 0 B 0
0 0 0 0
C 0 −tA 0
0 0 0 0

 .
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ǧ = ǩ⊕ p̌を複素 Cartan 分解，K̃C
∨ を K∨

C =

{(
g∨ 0

0 t(g∨)−1

)
| g∨ ∈ GL(k, C)

}
の二重被覆群，Ǎij, B̌ij, Čij を ǧの基底，P̌ = C[Mk,k]，ω̌k を (ǧ, K̃C

∨
)のWeil 表現

とする．更に，埋め込み

P = C[Mn,k] −→ P̌ = C[Mk,k]
f 7−→ f̌

を
f̌
((

z
w

))
= f (z) (z ∈ Mn,k, w ∈ Mk−n,k)

と定める．これは (g, K̃C) × G′
C-準同型．

補題4.8. f ∈ Pに対し

（1）全ての 1 ≤ i < j ≤ nなる i, jに対し ϖk(Aij) f = 0ならば，全ての 1 ≤ i <

j ≤ kに対し ϖ̌k(Ǎij) f̌ = 0．
（2）全ての 1 ≤ i < j ≤ nなる i, jに対し ϖk(Cij) f = 0ならば，全ての 1 ≤ i <

j ≤ kに対し ϖ̌k(Čij) f̌ = 0．

証明. f̌ は zij (i > n)に関し定数であるから，j > nならば

ϖ̌k(Ǎij) f̌ = z(i)t∂(j) f̌ = 0,

ϖ̌k(Čij) f̌ =
√
−1∂(i)t∂(j) f̌ = 0.

（証終）

補題 4.8 から， f が gに関し最低ウェイトベクトルならば， f̌ は ǧに関し最低ウェイ
トベクトルである．

P =
⊕

σ

L(σ) ⊗ Vσ ↪→ P̌ =
⊕

σ

Ľ(σ) ⊗ Vσ

から，L(σ) ⊂ Ľ(σ)であり，ここで Ľ(σ)は k ≤ nの場合の結果から (ǧ, K̃C
∨
)-加群

として既約である．これと補題 4.8 から，L(σ)の最低ウェイトベクトルは定数倍を
除きただ一つである．従って，L(σ)は既約．
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また，L(σ1) ≃ L(σ2)とし， f1, f2 をそれぞれ L(σ1), L(σ2)の最低ウェイトベクト
ルとする．この時，補題 4.8 から f̌i は Ľ(σi)の最低ウェイトベクトルとなり，その
ウェイトは等しい．従って，Ľ(σ1) ≃ Ľ(σ2)が得られ，従って σ1 ≃ σ2 となる．

L(σ)の等方表現*12は (V∗
σ )O(n−k,C) であるから，k ≤ nの場合の既約性の議論と同

様にして，L(σ) ̸= 0と (V∗
σ )O(n−k,C) ̸= 0は同値である．

以上により定理 4.1 の証明が完了した．同時に次も得られた．

定理4.9. 既約 (g, K̃C)-加群 L(σ) ̸= 0に関し，次が成り立つ．

（1）
V(L(σ)) = Om (m = min(n, k)).

（2）
W(L(σ)) = (V∗

σ )O(n−k,C).

問題4.10（発展問題）. 簡約デュアルペア (U(p, q), U(k))及び (SO∗(2n), Sp(k))

に関するHowe 双対性定理を等方表現を用いて示せ（参考：［Yam01］）．

*12 既約性が示されたので，今度は等方表現という言葉が使える．
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5. 等方表現と一般Whittaker 模型
この節では，等方表現を用いてユニタリ最低ウェイト表現に対応に対する一般
Whittaker 模型を記述する．

5.1. 一般 Gelfand-Graev 表現

Gを連結半単純 Lie 群とし，Kを Gの極大コンパクト部分群とする．g0 = Lie(G)

とし，その他の記号は節 2.1 のものを用いる．
O′ を g0 における冪零 G-軌道とする．この時，川中［Kaw85］によりそれに付随

する一般 Gelfand-Graev 表現 IndG
U(η)が定義・研究された．まずは次の定理から始

める．

事実（Jacobson-Morozov の定理）. Y′ ∈ g0を 0でない冪零元とする．この時，
H′, X′ ∈ g0 で，

[H′, X′] = 2X′, [H′, Y′] = −2Y′, [X′, Y′] = H′

を満たすものが存在する．つまり，

g0 ⊃ RX′ + RY′ + RH′ ≃ sl(2, R)

である．

Y′ ∈ O′ とし，そのような X′, H′ を一つとり固定する．sl(2)の表現論から，

g0 =
⊕
j∈Z

g0(j),

g0(j) = {Z ∈ g0 | [H′, Z] = jZ}

が成り立つ．また，g0 のKilling 形式 Bは g0(j) × g0(−j)上非退化である．

補題5.1.
g0(1) × g0(1) −→ R

(Z, W) 7−→ B(Y′, [Z, W])

は g0(1)上の symplectic form*13を定める．

*13 非退化交代双一次形式
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証明. 交代性は明らかであるから，非退化であることを示せばよい．
Z ∈ g0(1)とし，B(Y′, [Z, g0(1)]) = 0であるとする．この時，B([Y′, g0(1)], Z) =

0である．sl(2)の表現論から，[Y′, g0(1)] = g0(−1)．よって，B(g0(−1), Z) = 0．
Bは g0(−1) × g0(1)上非退化であるから，Z = 0． （証終）

Xを g0(1)の全等方的部分空間*14とし，それに対し g0 の冪零部分 Lie 代数 u0 =

u0(1.5)を
u0 = u0(1.5) = X⊕ g0(2) ⊕ g0(3) ⊕ · · ·

と定義する．この時，B(Y′, [u0, u0]) = 0．つまり

u0 −→ R
Z 7−→ B(Y′, Z)

は Lie 代数の準同型になる．
U = exp u0 ⊂ Gとおく．η : U → C× を

η(exp Z) = exp(
√
−1B(Y′, Z))

と定義すると，これはUの unitary 指標を与える．

定義 5.2. 誘導表現 IndG
U(η)を O′ = Ad(G)Y′ に関する一般 Gelfand-Greav 表

現という．

ũ = g0(1) ⊕ g0(2) ⊕ · · · とし，Ũを ũに対応する Gの連結部分群とする．

Ũ ←→ ũ = g0(1) ⊕ g0(2) ⊕ · · ·
∪ ∪
U ←→ u0 = u0(1.5).

Kirrilovの orbit methodから，ηからのユニタリ誘導表現 L2-IndŨ
U(η)は Ũの既約ユ

ニタリ表現であり，この同型類は Xの取り方によらない．また，induction by stage
L2-IndG

U(η) = L2-IndG
Ũ(L2-IndŨ

U(η))により，L2-IndG
U(η)の同型類は O′ のみによ

り定まる．

例5.3. G = KANを岩澤分解とし，O′を最大次元の冪零G-軌道（⇐⇒ dimO′ =

2 dim N）とする．この時U ≃ N．IndG
N(η)が（一般化されてない）Gelfand-Graev

表現である．

*14 g0(1)の部分空間で，dim X = dim g0(1)/2，B(Y′, [X, X]) = 0を満たすもの．
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事実（Shalika）. Gが quasi-split ならば，L2-IndG
N(η)は重複度自由である．

orbit が小さくなると，表現は大きくなる（例えば，{0}に対応するのは L2(G)上
に生じる正則表現*15）．そのため，一般の L2-IndG

U(η)が重複度自由であることは望
めない．
ここでは，L2-IndG

U(η)ではなく，次の C∞ 誘導表現を考える．つまり，{
C∞(G; η) = { f ∈ C∞(G) | f (gu) = η(u)−1 f (g) (g ∈ G, u ∈ U)},
(π(g) f )(x) = f (g−1x)

と IndG
U(η) = (π, C∞(G; η))が実現されているとする．

ΓO′ = C∞(G; η)K = { f ∈ C∞(G; η) | dim⟨π(K) f ⟩C < ∞}

は (g, K)-加群となる．

定義5.4. 既約 (g, K)-加群 Xに対し，埋め込み

X ↪→ ΓO′

を Xの ΓO′ に関する一般Whittaker 模型とよぶ．

一般Whittaker 模型の理論的研究は，Kostant，Lynch，松本などによって行われ
た．例えば次のような結果がある．

定理5.5（松本［Mat87, Mat88］）. （1）Hom(g,K)(X, ΓO′) ̸= 0ならば O′ ⊂
GCV(X)．

（2）O′ が最大次元の冪零軌道の時，Hom(g,K)(X, ΓO′) ̸= 0と Dim X = dim N

は同値．ただし，Dim X は X の Gelfand-Kirillov 次元*16である．更に，
dim Hom(g,K)(X, ΓO′)は XのBernstein 次数*17と一致する．

一方で，Xが幾何学的に実現されている時，その実現を用いて一般Whittaker 模型
をより具体的に求めることも重要な問題であり，階数の低い古典群の場合に，おもに
織田スクールによって研究がなされている．

*15 ここでは定義してないが
*16 随伴多様体の次元．Vogan［Vog91］参照．
*17 随伴多様体の次数と等方表現の次元から定まる．
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5.2. 誘導表現への埋め込み（一般論）

Xを既約 (g, K)-加群とし，X∗ をHomC(X, C)の K-有限なベクトル全体のなす空
間とする．X∗ はまた既約 (g, K)-加群となる．

(τ, Vτ)を Kの既約表現とし，K加群の埋め込み ιτ : Vτ ↪→ Xを一つ固定する．こ
の時，τは K-準同型 ι∗τ : X∗ → V∗

τ を自然に定める．

IndG
K (τ∗) ={

C∞
τ∗(G) = {F : G C∞

−→ V∗
τ | F(kg) = τ∗(k)F(g) (k ∈ K, g ∈ G)},

(gF)(x) = F(xg)

と誘導表現を定義する．Frobenius reciprocity により，

HomK(X∗, V∗
τ ) ∼−−− Hom(g,K)(X∗, C∞

τ∗(G))
ξ 7−→ Aξ

が成り立つ．ここで Aξ は安直には

(Aξ(v∗))(g) = ξ(gv∗) (g ∈ G, v∗ ∈ X∗)

と定義したくなるが，このままでは gv∗ は定義されていないためうまく機能しない．
その代わり，Gの既約許容表現 (π, H∗)でH∗

K = X∗ なるものと，ξ の唯一の連続な
拡張 ξ̃ : H∗ → V∗

τ をとって，

(Aξ(v∗))(g) = ξ̃(π(g)v∗)

と定義すればよい．Aτ = Aι∗τ とおく．

定理 5.6（［Yam01, Corollary 1.8.］）. D を C∞
τ∗(G) 上の G-不変微分作用素系

で，(Ker D)K-有限 = Aτ(X∗)なるものとする．この時，ベクトル空間の同型

Hom(g,K)(X, C∞(G; η)) ∼−−− Ker D ∩ (C∞(G; η) ⊗ V∗
τ )

W ←→ F

が成り立つ．ここで対応は次のように与えられる．W ∈ Hom(g,K)(X, C∞(G; η))に
対し F ∈ Ker D ∩ (C∞(G; η) ⊗ V∗

τ )は

⟨F(g), v⟩V∗
τ ×Vτ

= W(ιτ(v))(g)

と定義される．
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つまり，(g, K)-加群の埋め込み

W : X ↪→ C∞(G; η) = IndG
U(η)

は {
F(kgu) = η(u)−1τ∗(k)F(g) (u ∈ U, k ∈ K, g ∈ G),
DF = 0

を満たす F : G → V∗
τ と一対一に対応する．

定理 5.6 の証明のためには，(g, K)-加群版 Peter-Weyl の定理ともいえる次の定理
が重要である．

C∞(G) を左移動 (Lg f )(x) = f (g−1x) 及び右移動 (Rg f )(x) = f (xg) により
G × G表現と見なし，C∞

K (G) ⊂ C∞(G)を両側 K有限部分のなす両側 (g, K)-加群と
する．この時，既約 (g, K)-加群 Xと f ∈ C∞

K (G)に対し

LU(g) f ≃ X ⇐⇒ RU(g) f ≃ X∗

が成り立つ［Yam01, Lemma 1.1］．

定理5.6 の証明. まずポイントとして書いた (g, K)-加群版 Peter-Weyl の定理を証
明しよう．どちらも証明は同様なので，RU(g) f ≃ X∗ と仮定して LU(g) f ≃ X を
導く．
まずは準同型 φ : X → C∞(G)を次のようにして構成する．(π, H)を G の既約許
容表現でHK = Xなるものとする．この時 (H∗)K = X∗ である．φ : X → C∞(G)を

φ(x)(g) = ⟨ f , π(g)−1x⟩

と定義する．ここで，同型 RU(g) f ≃ X∗ を通して， f ∈ X∗ ≃ (H∗)K と見なして
いる．

Im φが f を含むことを示せば良い． f は K-有限であるから，LU(k) f は有限次元 K

表現．これを (τ, Vτ)とおく．写像 Φ : HomK(Vτ , C∞(G)) → C∞(G)を α 7→ α( f )

と定義すると，Vτ は f により K上生成されるので，これは単射な (g, K)-加群の準同
型を与える．（C∞(G)には右移動による (g, K)-加群の構造を考える．）また，自然な埋
め込み Vτ = LU(k) f ↪→ C∞(G)の Φによる像は f であるから，Im Φは X∗ を含む．
従って，これよりX∗ ↪→ HomK(Vτ , C∞(G))を得る．HomK(Vτ , C∞(G)) ≃ C∞

τ∗(G)

であるから，A0 : X∗ ↪→ C∞
τ∗(G)を得る．
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ここで，Frobenius reciprocity

HomK(X∗, V∗
τ ) ≃ Hom(g,K)(X∗, C∞

τ∗(G))

により A0に対応する T∗
0 : X∗ → V∗

τ をとり，これが導く T0 : Vτ = (V∗
τ )∗ → (X∗)∗ =

Xを考える．x0 ∈ Xを x0 = T0( f )と定義した時，φ(x0) = f となることを示そう．
Rg f ∈ H∗，T0( f ) ∈ Hと見，また T∗

0 をH∗ に拡張しておくと，

φ(x0)(g) = ⟨ f , π(g)−1T0( f )⟩
= ⟨Rg f , T0( f )⟩
= (T∗

0 (Rg f ))( f )

= (A0(Rg f )(e))( f )

であり，これは A0 の定義から (Rg f )(e) = f (g)に等しい．
定理の証明にうつる．Ψ : Hom(g,K)(X, C∞(G)) → C∞

τ∗(G) を (Ψ(W)(g))(v) =

W(ιτ(v))(g)と定義した時，Im Ψ = Ker D を示せば十分である．C∞
τ∗(G)に微分ま

で込めた広義一様収束位相を入れ，X で X ⊂ C∞
τ∗(G)の閉包を表すこととする．次

の二つを示せば良い．

（1）Ker D = Aτ(X∗)．
（2）Im Ψ = Aτ(X∗)．

δ ∈ K̂に対し，Qδ : C∞
τ∗(G) → C∞

τ∗(G)を次のように定義する．

Qδ(F) = (dim δ)
∫

K
χδ(k)RkFdk.

ここで χδ は δ の指標である．これは δ-isotypic component への射影を与える．
Harish-Chandra の結果により，∑

δ∈K̂

Qδ(F)は Fに広義一様に絶対収束する．

Aτ(X∗)δ = Qδ(Aτ(X∗))とおく．次に注意しよう．

Aτ(X∗) = {F ∈ C∞
τ∗(G) | 全ての δ ∈ K̂に対し Qδ(F) ∈ Aτ(X∗)δ}.

実際，∑
δ∈K̂

Qδ(F)は Fに広義一様に絶対収束するのだから，右辺は左辺に含まれる．

一方，右辺は
∩

δ∈K̂

Q−1
δ (Aτ(X∗)δ)に等しく，Aτ(X∗)δは有限次元であるから閉．よっ

て右辺は閉集合であるが，一方明らかに Aτ(X∗)は右辺に含まれる．よって右辺は左
辺を含み，両者は一致する．
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まずは Ker D = Aτ(X∗)を示そう．Ker D は閉集合であり，仮定から Aτ(X∗)を
含むので Ker D ⊃ Aτ(X∗)．逆に F ∈ Ker D とすると，DQδ(F) = Qδ(DF) = 0で
あり，Qδ(F)は K-有限であるから，Qδ(F) ∈ Aτ(X∗)．よって F ∈ Aτ(X∗)．
最後に，Im Ψ = Aτ(X∗)を示す．まずW ∈ Hom(g,K)(X, C∞(G))とする．δ ∈ K̂

を固定し，ξ : X → Cを
ξ(a) = (Qδ(W(a)))(e)

と定義する．この時，D ∈ U(g)，v ∈ Vτ に対し

(LD(Qδ(Φ(W))))(e)(v) = (LD(Qδ(W(ιτ(v)))))(e)

= (Qδ(W(LD(ιτ(v)))))(e)

= ξ(LD ιτ(v))

= LD Aτ(ξ)(e)(v)

である．従って，LD(Φ(W)δ)(e) = LD(Aτ(ξ))(e) が成り立ち，ここで Φ(W)δ と
Aτ(ξ)は実解析的であるから，これより Φ(W)δ = Aτ(ξ) ∈ Aτ(X∗)を得る．
逆に F ∈ Aτ(X∗) とする．Qδ(F) ∈ Aτ(X∗)δ．K̂ の有限部分集合 S に対し，

QS = ∑
δ∈S

Qδ とおく．v ∈ Vτ \ {0} を固定し，C∞
τ∗(G) = HomK(Vτ , C∞(G)) を

f 7→ f (v) により C∞(G) の部分加群と見なすこととする．QS(F) ∈ Aτ(X∗) であ
るから，RU(g)(QS(F)) ≃ X∗ である．従って (g, K)-加群版 Peter-Weyl の定理から
LU(g)(QS(F)) ≃ X．QS は左作用と可換であるから，QS(LU(g)(F)) ≃ Xが成り立
つ．S1, S2 を K̂の有限部分集合とし，S = S1 ∪ S2 とおく．すると QSi = QSi QS で
あり，QSi : QS(LU(g)(F)) → QSi (LU(g)(F))は既約 (g, K)-加群同士の非自明な準同
型であるから，同型である．よって

Ker(QS1 |LU(g)(F)) = Ker(QS|LU(g)(F)) = Ker(QS2 |LU(g)(F))

であるから，
Ker(QS|LU(g)(F)) =

∩
S′

Ker(QS′ |LU(g)(F)) = 0

が成り立つ．これにより得るW : X ≃ LU(g)(F) ↪→ C∞(G)から，Φ(W) = F とな
り，従って F ∈ Im Φ． （証終）

注意. Xが離散系列またはユニタリ最高ウェイト加群であるとする．この時，D と
しては勾配型不変微分作用素がとれる．
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また，D の原点における主表象を考えることで，Xの等方表現の双対が特定可能で
ある［Yam05］．

5.3. ユニタリ最低ウェイト加群の一般Whittaker 模型

G を Hermite 型実単純 Lie 群とし，その real rank を nとする．p = p+ ⊕ p− と
KC-加群として既約分解する．この時，p− の KC 軌道は，Sp(n, R)の場合と同じよ
うに

p− =
n

⨿
m=0

Om, Om = O0 ∪O1 ∪ · · · ∪ Om

となる．Ym ∈ Om をとる．Om = Ad(KC)Ym．
Lを Gのユニタリ最低ウェイト (g, K)-加群とする．この時，次が成り立つ．

（1）ある 0 ≤ m0 ≤ n なる m0 が存在して，全ての 0 でない f ∈ L に対し
AnnS(p+) f = I(Om0)が成り立つ．

（2）V(L) = Om0．
（3）m(Ym0) ⊂ S(p+) を {Ym0} に対応する極大イデアルとすると，W(L) =

L/m(Ym0)L．

Xm ∈ p+，Hm ∈ kを (Hm, Xm, Ym)が sl2-triple かつ Xm = Ym，Hm = −Hm とな
るようにとる*18．
例えば g = sp(n, C)の時は，

Xm =

(
0 E(n,n)

m
0 0

)
, Hm =

(
E(n,n)

m 0
0 −E(n,n)

m

)
, Ym =

(
0 0

E(n,n)
m 0

)

となる．

X′
m =

√
−1
2

(Hm − Xm + Ym),

H′
m = Xm + Ym,

Y′
m =

√
−1
2

(Hm + Xm − Ym)

*18 X ∈ gに対し，Xは Xの g0 に関する共役を表す．
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とおくと，(X′
m, Y′

m, H′
m)は g0 における sl2-triple を与える．Y′

m を通る冪零 G0 軌道
O′

m はKostant-関口対応により Ym を通る冪零 KC-軌道Om に対応する．

Np/KC
Kostant-関口対応←→ Ng0 /G0

Om = Ad(KC)Ym ←→ O′
m = Ad(G0)Y′

m

となっている．一般Gelfand-Greav 表現 ΓO′
m

= IndG
U(η)を考える．

定理 5.7（［Yam01, Theorem 4.8, Theorem 4.9.］）. V(L) = Om0 となるユ
ニタリ最低ウェイト加群 Lについて，

dim Hom(g,K)(L, ΓO′
m
) =


∞ (m < m0)
dimW(L) (m = m0)
0 (m > m0)

が成り立つ．

m = m0 の時を考える．同型

Hom(g,K)(L, ΓO′
m0

) ≃ W(L)∗

を与えよう．(τ, Vτ) ⊂ Lを最低ウェイト K-type とする．S(p+) = m(Ym0) + C1に
注意すると，

L = S(p+)Vτ = m(Ym0)L + Vτ

が成り立つ．従って，

W(L) = L/m(Ym0)L = (m(Ym0)L + Vτ)/m(Ym0)L ≃ Vτ/(m(Ym0)L ∩ Vτ)

であるから，KC(Ym0)-準同型の完全列

Vτ → W(L) → 0

が存在する．これによりW(L)∗ ⊂ V∗
τ と見なす時，

Hom(g,K)(L, ΓO′
m0

) ∼−→ W(L)∗ ⊂ V∗
τ

W 7−→ (v 7→ W(v)(1))

と与えられる．
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5.4. まとめ：三位一体

この講義では，最低ウェイトをもつユニタリ (g, K)-加群について，等方表現，Howe
双対性及び一般Whittaker 模型の間に密接なつながりがあることを解説した．

等方表現 oo
§5

// 一般Whittaker 模型
55

uu

Howe 双対性
''

§4

ggNNNNNNNNNNN

ただし，点線部分は直接的にはまだ行われてない部分である．また，上記の相互
関係をより深く理解するために，（1）最低ウェイトを持つとは限らないより一般の
(g, K)-加群を対象にし，（2）両方が非コンパクトな簡約デュアルペアに対するHowe
双対性定理を扱うことなどは，今後当然研究されるべき重要な課題といえよう．
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A. 演習問題解答

5 ページ 問題 1.4¶ ³
補題 1.3 を証明し，πε,ν を誘導表現として実現せよ．µ ´
解答. ζ ∈ Tとすると，定義から ρε,ν(12, ζ) = 1である．また，

g =
(

α β
β α

)
, g′ =

(
α′ β′

β′ α′

)
をともに SU(1, 1)の元とし，一般に

j(g, ζ) = α − βζ

とおくと，
g−1 · ζ =

−β + αζ

α − βζ

及び

gg′ =

(
αα′ + ββ′ α′β + αβ′

α′β + αβ′ αα′ + ββ′

)

であるから，

j(gg′, ζ) = αα′ + ββ′ − (α′β + αβ′)ζ

= α′(α − βζ) − β′(−β + αζ)

= (α − βζ)
(

α′ − β′−β + αζ

α − βζ

)
= j(g, ζ)j(g′, g−1 · ζ)

を得る．従って，

ρε,ν(gg′, ζ) = |j(gg′, ζ)|−ν

(
j(gg′, ζ)
|j(gg′, ζ)|

)ε

= |j(g, ζ)j(g′, g−1 · ζ)|−ν

(
j(g, ζ)j(g′, g−1 · ζ)
|j(g, ζ)j(g′, g−1 · ζ)|

)ε

= ρε,ν(g, ζ)ρε,ν(g′, g−1 · ζ)
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となり，ρε,ν は 1-cocycle である．
1 ∈ Tの固定部分群 Hは， (

α β
β α

)
· 1 =

β + α

α + β

から，
H =

{(
a + ci b − ci
b + ci a − ci

) ∣∣∣∣ a2 − b2 = 1
}

であり，h =

(
a + ci b − ci

b + ci a − ci

)
∈ Hに対し

ρε,ν(h, 1) = |a − b|−ν

(
a − b
|a − b|

)ε

であるので，πε,ν の誘導表現としての実現は，表現空間 f : G → C

∣∣∣∣∣∣∣∣
f (xh) = |a − b|ν

(
a − b
|a − b|

)ε

f (x)(
x ∈ G, h =

(
a + ci b − ci
b + ci a − ci

)
∈ H

)


に
(πε,ν(g) f )(x) = f (g−1x)

により SU(1, 1)の作用を定めたものとなる． （解答終）

なお，

c =
(
−
√
−1 −

√
−1

−1 1

)
とおくと，z 7→ c · zは単位円盤を上半平面に写すCayley 変換を与える．これによる
写像 g 7→ cgc−1 により，SU(1, 1)は SL(2, R)と同型になり，この同型のもとで，H

は上半三角行列全体のなす SL(2, R)の部分群に対応する．

9ページ 問題 1.8¶ ³
ν − ε, ν′ − ε′ ̸∈ 2Zとする．この時，πε,ν に対応する (g, K)-加群と πε′ ,ν′ に対応
する (g, K)-加群が同型であることは，ε′ = εかつ ν′ ∈ {ν, 2 − ν}と同値である
ことを示せ．µ ´
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解答. まず，πε,ν ≃ πε,2−ν を示す．ν′ = 2 − νとおく．線形写像 φ : C[ζ, ζ−1] →
C[ζ, ζ−1]を

φ(ζ p) =



ζ0 (p = 0)

(
p−1

∏
k=0

(ν′ − ε)/2 + k
(ν − ε)/2 + k

)
ζ p (p > 0)

(−p−1

∏
k=0

(ν + ε)/2 + k
(ν′ + ε)/2 + k

)
ζ p (p < 0)

と定義すると，定義から φ(πε,ν(H)ζ p) = πε,ν′(H)φ(ζ p) 及び k ∈ K に対し
φ(πε,ν(k)ζ p) = πε,ν′(k)φ(ζ p)が成り立つ．更に，p ≥ 0ならば φ(πε,ν(X+)ζ p) =

πε,ν′(X+)φ(ζ p)であり，p ≤ 0ならば φ(πε,ν(X−)ζ p) = πε,ν′(X−)φ(ζ p)であるこ
とも明らかである．

p > 1の時，

φ(πε,ν(X−)ζ p) =
(

ν + ε

2
− p

)
φ(ζ p−1)

=
(

ν + ε

2
− p

) (
p−2

∏
k=0

(ν′ − ε)/2 + k
(ν − ε)/2 + k

)
ζ p−1

=
(ν + ε)/2 − p
(ν′ + ε)/2 − p

(
p−2

∏
k=0

(ν′ − ε)/2 + k
(ν − ε)/2 + k

)
πε,ν′(X−)ζ p

=
((ν + ε)/2 − p)((ν − ε)/2 + (p − 1))
((ν′ + ε)/2 − p)((ν′ − ε)/2 + (p − 1))

πε,ν′(X−)φ(ζ p)

であるが，

((ν′ + ε)/2 − p)((ν′ − ε)/2 + (p − 1))

=((2 − ν + ε)/2 − p)((2 − ν − ε)/2 + (p − 1))

=((ν + ε)/2 − p)((ν − ε)/2 + (p − 1))

であるから，φ(πε,ν(X−)ζ p) = πε,ν′(X−)φ(ζ p)が成り立つ．p = 1でも同様にして
やはり成り立つ．p < 0の時 φ(πε,ν(X+)ζ p) = πε,ν′(X+)φ(ζ p)も同様に示される．
従って，πε,ν ≃ πε,ν′．
逆に πε,ν ≃ πε′ ,ν′ であるとする．まず，πε,ν の K-type は 2Z + εであることから，

ε = ε′．同型写像 φ : C[ζ, ζ−1] → C[ζ, ζ−1] を一つ固定する．すると，−εφ(1) =
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φ(πε,ν(H)1) = πε,ν′(H)φ(1)であるから，φ(1) = c1となる c ∈ C \ {0}が存在す
る．この時，

φ(πε,ν(X−)πε,ν(X+)1) =
(

ν − ε

2

) (
ν + ε

2
− 1

)
φ(1)

= c
(

ν − ε

2

) (
ν + ε

2
− 1

)
1

であるが，ここで左辺は

πε,ν′(X−)πε,ν′(X+)c1 = c
(

ν′ − ε

2

) (
ν′ + ε

2
− 1

)
1

に等しい．これより，(
ν′ − ε

2

) (
ν′ + ε

2
− 1

)
=

(
ν − ε

2

) (
ν + ε

2
− 1

)
である．従って，ν′ = νまたは 2 − ν． （解答終）

26ページ 問題 3.2¶ ³
補題 3.1 を証明せよ．µ ´
解答. 当該行列の左下ブロックのみを考えることにして，S (n) = {X ∈ Mn(C) |

tX = X}に KC = GL(n, C)が g · X = tg−1Xg−1 により作用しているとしてよい．
S (n)

m = GL(n, C)Cm とおく．
（1）X ∈ S (n)，m = rank Xとする．X ∈ S (n)

m をmの帰納法で示す．m = 0なら
ば X = 0 ∈ S (n)

0 ．m > 0とする．X ̸= 0であるから，ある v1 ∈ Cn で tv1Xv1 ̸= 0．
この v1 を用いて，ṽ ∈ Mn,n−1(C)を g = (v1, ṽ) ∈ GL(n, C)となるようにとる．す
ると，

tgXg =
(tv1Xv1

tv1Xṽ
t̃v t̃vXṽ

)
であるから，

√
tv1Xv1 g−1 の作用を考えることにより，X の (1, 1)成分は 1である

としてよい．この行列を

X =
(

1 A
tA B

)
(A ∈ M1,n−1, B ∈ Mn−1,n−1)
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と区分けする．この時，(
1 0

−tA 1n−1

)
X

(
1 −A
0 1n−1

)
=

(
1 0
0 −tAA + B

)
.

この式から rank(−tAA + B) = m− 1であり，よって帰納法の仮定から−tAA + B ∈
S (n−1)

m−1 ．従って X ∈ S (n)
m ．

（2）nを固定し，Sm = S (n)
m とおく．m1 ≤ m ≤ nとする．ε ∈ R \ {0}に対し

Xε = diag(

m1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,

m−m1︷ ︸︸ ︷
ε, ε, . . . , ε,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0) ∈ Sm

とおく．すると，lim
ε→0

Xε = Cm1．従って，Cm1 ∈ Sm であるから，Sm1 ⊂ Sm．

一方，
m∪

k=0

Sk は階数が m 以下の対称行列全体であり，つまり固有多項式の xk

（k = 0, 1, . . . , m）の係数が 0 のもの全体である．従ってそれは閉集合．よって
m∪

k=0

Sk = Sm．

（3）g ∈ GL(n, C)が tgCmg = Cm を満たす条件を求めればよい．gを次のように
区分けする．

g =
(

g11 g12
g21 g22

)
.

但し g11 ∈ Mm(C)，g12 ∈ Mm,n−m(C)，g21 ∈ Mn−m,m(C)，g22 ∈ Mn−m(C)であ
る．この時，

gCm
tg =

(tg11g11
tg11g12

tg12g11
tg12g12

)
であるから，gCm

tg = Cm は g11 ∈ O(n, C)，g12 = 0と同値． （解答終）

44ページ 問題 4.10¶ ³
簡約デュアルペア (U(p, q), U(k))及び (SO∗(2n), Sp(k))に関する Howe 双対
性定理を等方表現を用いて示せ（参考：［Yam01］）．µ ´
解答. （１）(G, G′) = (U(p, q), U(k))の時．
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p ≥ qとして一般性を失わない．n = p + qとおく．Gの極大コンパクト部分群 K

は

K =
{(

g1 0
0 g2

) ∣∣∣∣ g1 ∈ U(p), g2 ∈ U(q)
}

≃ U(p) × U(q)

で与えられる．複素化 KC は

KC =
{(

g1 0
0 g2

) ∣∣∣∣ g1 ∈ GL(p, C), g2 ∈ GL(q, C)
}

≃ GL(p, C) × GL(q, C)

である．g = Lie(G) ⊗R Cは gl(n, C)と同型であり，k = Lie(K) ⊗R C = Lie(KC)

は
k =

{(
A1 0
0 A2

) ∣∣∣∣ A1 ∈ Mp(C), A2 ∈ Mq(C)
}

で与えられる．

p+ =
{(

0 B
0 0

)
∈ g

}
, p− =

{(
0 0
C 0

)
∈ g

}
とおく．g = gl(n, C)の基底を次のようにとっておく．

Aij =

(
Eij 0
0 0

)
(i, j = 1, 2, . . . , p),

A′
ij =

(
0 0
0 Eij

)
(i, j = 1, 2, . . . , q),

Bij =

(
0 Eij

0 0

)
(i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q),

Cij =

(
0 0

Eij 0

)
(i = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , p).

K̃C = {(ε, y) ∈ C× × KC | ε2 = det(g1) det(g2)}
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とおく．但し，y =

(
g1 0

0 g2

)
である．(ε, y) → yにより K̃C は KC の二重被覆群と

なる．またこの写像による K ⊂ KC の引き戻し K̃は Kの二重被覆群となる．

m = 1, 2, . . . , qに対し Ym =
m

∑
l=1

Cll，Om = Ad(KC)Ym とおく．

補題A.1. （1）p− =
q

⨿
j=0

Om は p− の KC 軌道分解を与える．

（2）Om = O0 ∪O1 ∪ · · · ∪ Om．

（3）KC(Ym) =




g 0 0 0

∗ ∗ 0 0

0 0 g ∗
0 0 0 ∗

 ∈ KC

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g ∈ GL(m, C)

.

P = C[Mn,k], Mn,k =


z =

(
x
y

)
=



x11 · · · x1k
...

. . .
...

xp1 · · · xpk
y11 · · · y1k
...

. . .
...

yq1 · · · yqk




とおいて，P上のWeil 表現を次のように定義する．

ϖ(Aij) =
k

∑
l=1

xil
∂

∂xjl
+

k
2

δij,

ϖ(A′
ij) = −

k

∑
l=1

yjl
∂

∂yil
− k

2
δij,

ϖ(Bij) =
√
−1

k

∑
l=1

xilyjl ,

ϖ(Cij) =
√
−1

k

∑
l=1

∂2

∂xjl∂yil
.
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また

(ϖ((ε, y)) f )
((

x
y

))
= ε−k(det g1)k f

(( tg1x
g−1

2 y

))
(

f ∈ P, y =
(

g1 0
0 g2

)
∈ KC, ε2 = det(g1) det(g2)

)
により K̃C の作用を，

(π(g′) f )
((

x
y

))
= f

((
xg′

y tg′−1

))
( f ∈ P, g′ ∈ G′

C)

により G′
C の作用を定める．

命題A.2. Pは ϖk 及び πにより (g, K̃C) × G′
C-加群の構造を持つ．

Killing 形式 Bを B(X, Y) =
√
−1 Tr(XY)と正規化しておく．ψ : Mn,k → p− を

ψ

((
x
y

))
=

(
0 0

y tx 0

)
と定義する．m = min(n, q)とおく．次のように埋め込みGL(k − q, C) ↪→ GL(k, C)

を定めておく．
h 7→

(
1q 0
0 h

)
.

k − q ≤ 0の時 GL(k − q, C) = {e}であるとしておく．

補題A.3. （1）
Im ψ = Om.

（2）ψ−1(Ym)は次のようになる．
（a）k ≤ qならば，

ψ−1(Ym) =


1k
0
1k
0

 G′
C ≃ G′

C.

（b）k > q = pならば，

ψ−1(Ym) =
(

1q 0
1q 0

)
G′

C ≃ GL(k − q, C)\G′
C.
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（c）k > qかつ p > qならば ψ−1(Ym)に G′
C は推移的に作用せず，

M̃p−q,k−q =

Ũ =

1q 0
0 U
1q 0

 ∣∣∣∣∣∣ U ∈ Mp−q,k−q


とおくと ψ−1(Ym) = M̃p−q,k−qG′

C が成り立つ．

証明. p− の左下の成分を取り出すことで，p− を Mq,p と同一視する．
（1）行列の基本変形によれば，C ∈ Mq,p ≃ p− が rank C = jを満たすならば，あ
る g ∈ KCが存在し，Ad(g)C = Yjとなる．よって，Oj ≃ {C ∈ Mq,p | rank C = j}
であることに注意する．このことから，Im ψ ⊂ Om は明らか．
逆に，C ∈ Om とする．補題 A.1 から，ある j ≤ m が存在し，C ∈ Oj．g =

diag(g1, g2) ∈ KC (g1 ∈ GL(p, C)，g2 ∈ GL(q, C)) をAd(g)Yj = Cととれば，

ψ




tg−1
1

(
1j 0
0 0

)
g2

(
1j 0
0 0

)


 = C

である．
（2）（a）この時m = k．x = t(x′, x′′), y = t(y′, y′′)（x′ ∈ Mk,k, x′′ ∈ Mp−k,k, y′ ∈

Mk,k, y′′ ∈ Mq−k,k）とおく．この時，

ψ

((
x
y

))
=

(
y′tx′ y′tx′′

y′′tx′ y′′tx′′

)
であり，これが Ym = Yk に等しいとすると，x′, y′ ∈ GL(k, C)，x′ = ty′−1，x′′ = 0，
y′′ = 0．よって， (

x
y

)
=


1k
0
1k
0

 x′−1

である．
（b）（c）この時m = qである．x ∈ Mp,kを x = t(x′, x′′) (x′ ∈ Mq,k, x′′ ∈ Mp−q,k)
と分解する．この時，y ∈ Mq,k に対し

ψ

((
x
y

))
= (y tx′, y tx′′)
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であるから，この値が Ym = Yq であったとすると（a）の証明と同様にして g ∈
GL(k, C) を，x′g = (1q, 0)，y tg−1 = (1q, 0) を満たすようにとることができる．
p = qならばこれで証明完了である．p > qの時は，x′′g = (x1, x2) (x1 ∈ Mq,q, x2 ∈
Mq,k−q) とすると，

y tx′′ = tx1

となり，従って t(x, y)g ∈ M̃p−q,k−q を得る． （証終）

Sp の場合と同様に，σ ∈ Ĝ′
C に対し L(σ) = HomG′

C
(Vσ, P) とおく．m(Ym) =

∑
X∈p+

(X − B(Ym, X))S(p+)を一点 {Ym}に対応する S(p+)の極大イデアルとする．

この時，(ϖk(X − B(Ym, X)) f )(z) = (B(ψ(z), X) − B(Ym, X)) f (z) = X(ψ(z) −
Ym)であるから，ψ(m(Ym))Pは {X(ψ(z) − Ym) | X ∈ p+}で生成されるイデアル
となる．従って，

V(ϖk(m(Ym))P) = ψ−1(Ym)

であるが，更に次が成り立つ．

命題A.4. ϖk(m(Ym))Pは Pの被約イデアルであり，

P/ϖk(m(Ym))P ≃ C[ψ−1(Ym)],

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ HomG′
C
(Vσ, C[ψ−1(Ym)])

が成り立つ．

証明. Weyl［Wey97］参照． （証終）

補題 A.3 から，k ≤ q であるか，または k > p = q ならば ψ−1(Ym) ≃
GL(k − q, C)\G′

C である．更に，k > q かつ p > q の時には ψ−1(Ym)/G′
C ≃

M̃p−q,k−q/ GL(k − q, C)が成り立つことも容易にわかる．
L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ)は次のように与えられる．

（1）k ≤ qまたは k > q = pの時．

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ (V∗
σ )GL(k−q,C)

（2）k > qかつ p > qの時．

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ (V∗
σ ⊗C[M̃p−q,k−q])GL(k−q,C)
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（1）は本文中と同様にPeter-Weyl の定理から従う．（2）は非自明であると思われる
ので，ここに証明を与える．

（2）の証明.

HomG′
C
(Vσ, C[ψ−1(Ym)]) → HomGL(k−q,C)(Vσ, C[M̃p−q,k−q])

を制限写像の誘導する写像であるとする．これが全単射であることを示せばよい．単
射性は補題A.3 から明らかである．
全射であることを示す． f ∈ HomGL(k−q,C)(Vσ, C[M̃p−q,k−q]) としよう．まず

O = {Ũ ∈ M̃p−q,k−q | rank U = min(p − q, k − q)}とおく．O は M̃p−q,k−q の稠
密な部分集合である．また，OG′

C ≃ O × GL(k − q, C)\G′
C であることが簡単に確

かめられる．（x ∈ O に対し，xg = xならば g ∈ GL(k − q, C)ことを確かめればよ
い．）従って， f̃ ∈ HomG′

C
(Vσ, C[OG′

C])を f̃ (v)(xg) = f (σ(g)v)(x)により定義す
ることができる．

f̃ が全体に伸びることを示せばよい． f̃ を有理的に伸ばし，その極全体のなす集合
を考えれば，それは G′

C不変である．従って，M̃p−q,k−qG′
C = ψ−1(Ym)と M̃p−q,k−q

では正則であることを考えれば， f̃ は全体で正則である． （証終）

次が (U(p, q), U(k))におけるHowe 双対性定理である．

定理A.5. （1）L(σ) ̸= 0のとき，L(σ)は既約 (g, K̃C)-加群．
（2）σ1, σ2 ∈ Ĝ′

C，L(σ1) ≃ L(σ2) ̸= 0ならば Vσ1 ≃ Vσ2．
（3）

{σ ∈ Ĝ′
C | L(σ) ̸= 0}

=


Ĝ′

C (k ≤ q),

{σ ∈ Ĝ′
C | VGL(k−q,C)

σ ̸= 0} (k > q = p),
{σ ∈ Ĝ′

C | (V∗
σ ⊗C[M̃p−q,k−q])GL(k−q,C) ̸= 0} （それ以外）.

証明. (Sp(n, R), O(k)) の場合とほぼ同様である．k ≤ q の時は，次の事実に注意
して (Sp(n, R), O(k))の場合と全く同様に証明できる．

補題A.6. k ≤ qとする．ψ−1(Ym)を補題 A.1 により G′
C と同一視する．この時，
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f ∈ C[ψ−1(Ym)]への

g =


g1 0 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 g1 ∗
0 0 0 ∗

 ∈ KC(Ym)

の作用は，
(g f )(g′) = f (tg1g′) (g′ ∈ G′)

で与えられる．

k > qの場合は，埋め込み

P −→ C[Mk+max(p,k),k]

f 7−→




x1
x2
y1
y2

 7→ f
((

x1
y1

))
を用いてやはり (Sp(n, R), O(k))の議論を用いることができる． （証終）

最後に，条件 L(σ) ̸= 0を最高ウェイトの形で述べることとする．最高ウェイト
理論によれば，GL(k, C)の有限次元既約表現は {(a1, a2, . . . , ak) | a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥
ak, ai ∈ Z} でパラメトライズされる．最高ウェイト λ を持つ GL(k, C) の既約表
現を σk,λ と書こう．使うのは次の二つの事実である．証明に関しては，たとえば
Howe［How95］を参照のこと．

定理 A.7（(GL, GL)-duality）. k, l ∈ Z≥0 に対し，C[Mk,l ] を ((g, g′) f )(x) =

f (tg−1xg′−1)によりGL(k, C)×GL(l, C)-表現と見なすこととする．この時，C[Mk,l ]

の既約分解は m = min(k, l)とおいた時，

C[Mk,l ] =
⊕

a1≥···≥am≥0
σk,(a1,...,am ,0...,0) £ σl,(a1,...,am ,0...,0)

となる．

定理 A.8. HomGL(k−1,C)(σk−1,(c1,...,ck−1), σk,(a1,...,ak)) ̸= 0 は，a1 ≥ c1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ ck−1 ≥ ak と同値である．

これらの事実より，次が得られる．
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定理A.9. L(σk,λ) ̸= 0は λが次の形をしていることと同値である．

λ = (a1, . . . , ai, 0, . . . , 0,−bj, . . . ,−b1).

ここで，a1 ≥ · · · ≥ ai ≥ 0，b1 ≥ · · · ≥ bj ≥ 0，i ≤ p，j ≤ q，i + j ≤ k．

証明. 定理 A.7 から，ある a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar ≥ 0 が存在し，σk,λ|GL(k−q,C) ⊃
σk−q,(a1,...,ar ,0,...,0) となるための条件を調べれば良い．ただし，r = min(k − q, p − q)

である．
まず，λ = (a1, . . . , ai, 0, . . . , 0,−bj, . . . ,−b1)が定理で述べられていた形をしてい
るとする．この時，λs = (a1, . . . , ai−s, 0, . . . , 0,−bj−s, . . . ,−b1) ∈ Zk−s とおくと，
定理 A.8 から σk−s,λs |GL(k−s−1,C) ⊃ σk−s−1,λs−1．これより最初に述べた条件が満た
される．
逆に最初に述べた条件が満たされているとしよう．λ = (c1, . . . , ck)とおく．この
時，ある λs = (c(s)

1 , . . . , c(s)
s ) (s ≥ k − q)が存在し，c(s)

1 ≥ c(s−1)
1 ≥ c(s)

2 ≥ · · · ≥
c(s−1)

s−1 ≥ c(s)
s ，c(k)

i = ci，c(k−q)
i ≥ 0，c(k−q)

j = 0 (j > p − q)が成り立つ．従って，

i > pならば ci = c(k)
i ≤ c(k−1)

i−1 ≤ · · · ≤ c(k−q)
i−q = 0である．また，i ≤ k − qならば

ci = c(k)
i ≥ c(k−1)

i ≥ · · · ≥ c(k−q)
i ≥ 0である．よって，λは定理の形をしていなけ

ればならない． （証終）

（２）(G, G′) = (SO∗(2n), Sp(k))の場合．
Gの極大コンパクト部分群 Kは

K =
{(

g 0
0 tg−1

) ∣∣∣∣ g ∈ U(n)
}

≃ U(n)

で与えられる．複素化 KC は

KC =
{(

g 0
0 tg−1

) ∣∣∣∣ g ∈ GL(n, C)
}

≃ GL(n, C)

となり，g = Lie(G)C は so(2n, C)である．但し，so(2n, C)は次のように実現して
おく．

so(2n, C) =
{(

A B
B −tA

) ∣∣∣∣ A, B, C ∈ Mn(C), tB = −B, tC = −C
}

.
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k = Lie(K) ⊗R C = Lie(KC)は

k =
{(

A 0
0 −tA

) ∣∣∣∣ A ∈ Mn(C)
}

である．p± ⊂ so(2n, C)を

p+ =
{(

0 B
0 0

)
∈ g

}
, p− =

{(
0 0
C 0

)
∈ g

}
と定める．so(2n, C)の基底を

Aij =

(
Eij 0
0 −Eji

)
(1 ≤ i, j ≤ n),

Bij =

(
0 Eij − Eji

0 0

)
(1 ≤ i < j ≤ n),

Cij =

(
0 0

Eij − Eji 0

)
(1 ≤ i < j ≤ n)

とする．Ym =
m

∑
l=1

Cl,l+m，Om = Ad(KC)Ym とおく．

補題A.10. （1）p− =
n

⨿
m=0

Om は p− の KC-軌道分解を与える．

（2）Om = O0 ∪O1 ∪ · · · ∪ Om．

（3）KC(Ym) =




g 0 0 0

∗ ∗ 0 0

0 0 tg−1 ∗
0 0 0 ∗


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g ∈ Sp(m, C)

．

P = C[Mn,2k],

Mn,2k =

z =
(
x y

)
=

x11 · · · x1k y11 · · · y1k
...

. . .
...

...
. . .

...
xn1 · · · xnk yn1 · · · ynk



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とおいて，P上のWeil 表現を次のように定義する．

ϖk(Aij) =
k

∑
p=1

xip
∂

∂xjp
+

k

∑
p=1

yip
∂

∂yjp
+ kδij (1 ≤ i, j ≤ n),

ϖk(Bij) =
√
−1

k

∑
p=1

(xipyjp − xjpyip) (1 ≤ i < j ≤ n),

ϖk(Cij) =
√
−1

k

∑
p=1

(
− ∂2

∂xip∂yjp
+

∂2

∂xjp∂yip

)
(1 ≤ i < j ≤ n).

また (
ϖk

((
g 0
0 tg−1

))
f
)

(z) = (det g)k f (tgz)
((

g 0
0 tg−1

)
∈ KC

)
により KC の作用を，

(π(g′) f )
((

x y
))

= f
((

xg′ yg′
))

(g′ ∈ G′
C)

により G′
C の作用を定める．

補題A.11. (ϖk, π)は Pの (g, KC) × G′
C-加群の構造を定める．

Killing 形式 Bを B(X, Y) =
√
−1 Tr(XY)と正規化しておく．ψ : Mn,2k → p− を

ψ(z) =
1
2

(
0 0

zJk
tz 0

)
と定める．但し，

Jk =
(

0 1k
−1k 0

)
∈ M2k

である．rを n/2を越えない最大の整数*19とし，m = min(r, k)とおく．次のように
埋め込み Sp(k − r, C) ↪→ Sp(k, C)を定めておく．

(
h1 h2
h3 h4

)
7→


1r 0 0 0
0 h1 0 h2
0 0 1r 0
0 h3 0 h4

 .

k − r ≤ 0の時 Sp(k − r, C) = {e}であるとしておく．

*19 SO∗(2n)の real rank．
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命題A.12. （1）
Im ψ = Om.

（2）ψ−1(Ym)は次のようになる．
（a）k ≤ rの時．

ψ−1(Ym) =
(

12k
0

)
G′

C ≃ G′
C.

（b）k > rかつ nが偶数の時．

ψ−1(Ym) =
(

1r 0 0 0
0 0 1r 0

)
G′

C ≃ Sp(k − r, C)\ Sp(k, C)

（c）k > rかつ nが奇数の時．z = (z1, z2) ∈ M1,2(k−r) に対し

z̃ =

1r 0 0 0
0 0 1r 0
0 z1 0 z2

 ∈ Mn,2k

とおくと，

ψ−1(Ym) = (0, 0, . . . , 0)̃ G′
C ⨿ (1, 0, . . . , 0)̃ G′

C
≃ (Sp(k − r, C)\ Sp(k, C)) ⨿ (Sp(k − r − 1, C)\ Sp(k, C))

である．

証明. 左下の成分を取り出すことにより，p− を n × nの交代行列全体のなす空間と
同一視しておく．
（1）交代行列の標準化によれば，Oj は rank C = 2j なる交代行列全体と一致す
る．このことより，Im ψ ⊂ Om が従う．逆の包含関係は，

ψ

((
1j 0
0 0

))
= Yj

であることと，Im ψが KC の作用に関して閉じていることから従う．
（2）（a）z = t(z1, z2)（z1 ∈ M2k,2k，z2 ∈ M2k−n,2k）とおけば，ψ(z) = Ym から

z1 ∈ Sp(2k, C)，z2 = 0が成り立つ．よって，z = t(12k, 0)z1 である．
（b）（c）Z = t(x, y, z′)（x, y ∈ Mr,2k，Z′ ∈ Mn−2r,2k）とおく．ψ(Z) = Ym とす
れば，x, yの各行は symplectic basis の一部をなす．それを延長し symplectic basis
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を作ることで，ある x′, y′ ∈ M2k−r,2k が存在し，x̃ = t(x, x′)，ỹ = t(y, y′)とおけば
g = t(x̃, ỹ) ∈ Sp(2k, C)となる．よって n = 2rならば

Z =
(

1r 0 0 0
0 0 1r 0

)
g

を得る．n = 2r + 1 ならば，Zg ∈ ψ−1(Ym) であることから Z = z̃ の形であ
る (z ∈ M1,2(k−r))．更に，下でやるように Sp(k − r, C) を Sp(k, C) に埋め込んで
おくと，g ∈ Sp(k − r, C) に対し z̃g = z̃g であるので，後は M1,2(k−r) における
Sp(2(k − r), C)軌道が 0とそれ以外であることに注意すればよい． （証終）

σ ∈ Ĝ′
C に対し L(σ) = HomG′

C
(Vσ, P) とおく．m(Ym) = ∑

X∈p+

(X −

B(Ym, X))S(p+) を一点 {Ym} に対応する S(p+) の極大イデアルとする．この時，
(ϖk(X − B(Ym, X)) f )(z) = (B(ψ(z), X) − B(Ym, X)) f (z) = X(ψ(z) − Ym) であ
るから，ψ(m(Ym))Pは {X(ψ(z) − Ym) | X ∈ p+} で生成されるイデアルとなる．
従って，

V(ϖk(m(Ym))P) = ψ−1(Ym)

であるが，更に次が成り立つ．

命題A.13. ϖk(m(Ym))Pは Pの被約イデアルであり，

P/ϖk(m(Ym))P ≃ C[ψ−1(Ym)],

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ HomG′
C
(Vσ, C[ψ−1(Ym)])

が成り立つ．

証明. Weyl［Wey97］を参照． （証終）

k > rかつ rが奇数の時

M̃1,2(k−r) =


1r 0 0 0

0 0 1r 0
0 z1 0 z2

 ∣∣∣∣∣ z1, z2 ∈ M1,k−r


とおく．この時，L(σ)/ϖk(m(YM))L(σ)は次のように与えられる．

（1）k ≤ rまたは rが偶数の時

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ (V∗
σ )Sp(k−r,C).
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（2）k > rかつ rが奇数の時．

L(σ)/ϖk(m(Ym))L(σ) ≃ (V∗
σ ⊗C[M̃1,k−r])Sp(k−r,C).

証明は (U(p, q), SU(k)) の時と全く同様である．次が (SO∗(2n), Sp(k)) における
Howe 双対性定理である．

定理A.14. （1）L(σ) ̸= 0のとき，L(σ)は既約 (g, KC)-加群．
（2）σ1, σ2 ∈ Ĝ′

C，L(σ1) ≃ L(σ2) ̸= 0ならば Vσ1 ≃ Vσ2．
（3）

{σ ∈ Ĝ′
C | L(σ) ̸= 0} =

Ĝ′
C (k ≤ r),

{σ ∈ Ĝ′
C | VSp(k−r,C)

σ ̸= 0} (k > rかつ nが偶数).
{σ ∈ Ĝ′

C | (V∗
σ ⊗C[M̃1,2(k−r)])

Sp(k−r,C) ̸= 0} (k > rかつ nが奇数).

証明. 証明はやはり (Sp(2n), O(k))の場合とほぼ同様である．k ≤ rの時は今度は
次の事実に注意し，(Sp(2n), O(k))の場合と全く同様に証明される．

補題 A.15. k ≤ r とする．ψ−1(Ym)を補題 A.10 により G′
C と同一視する．この

時， f ∈ C[ψ−1(Ym)]への

g =


g1 0 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 tg−1

1 ∗
0 0 0 ∗

 ∈ KC(Ym)

の作用は
(g f )(g′) = f (tg1g′) (g′ ∈ G′)

で与えられる．

l > rの場合は，埋め込み

C[Mn,2k] −→ C[M2k,2k]

f 7−→
((

z1
z2

)
7→ f (z1)

)
を使うことにより，やはり (Sp(2n), O(k))と同様に証明できる． （証終）
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最後に，条件 L(σ) ̸= 0を最高ウェイトの言葉で言い換えることにしよう．最高
ウェイト理論により，Sp(k, C)の有限次元既約表現は {(a1, a2, . . . , ak) | a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ ak ≥ 0, ai ∈ Z}でパラメトライズされる．（(U(p, q), U(k))の場合と記号が重
なるが，）最高ウェイト λを持つ Sp(k, C)の既約表現を σk,λと書く．(U(p, q), U(k))

の時と同様に，次の二つの定理を用いる．証明はやはりHowe［How95］を参照．

定理A.16. C[C2k]を (g f )(x) = f (tgx)により Sp(k, C)表現と見なすと，その既
約分解は

C[C2k] =
⊕

n∈Z≥0

σk,(n,0,...,0)

となる．

定理A.17. HomSp(k−1,C)(σk−1,(c1,...,ck−1), σk,(a1,...,ak)) ̸= 0は，a1 ≥ c1 ≥ a3, a2 ≥
c2 ≥ a4, . . . , ak−2 ≥ ck−2 ≥ ak, ak−1 ≥ ck−1 と同値である．

これらより次を得る．

定理A.18. L(σk,λ) ̸= 0は λが次の形をしていることと同値である．

λ = (a1, a2, . . . , an, 0, . . . , 0).

ここで，a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ 0．

証明. 定理 A.16 から，ある aが存在し σk,λ|Sp(k−r,C) ⊃ σk−r,(a,0,...,0) となる条件を
調べればよい．ただし，ここでもし rが偶数ならば，a = 0である．

λ が定理にあるような形をしているとして，λs = (a1, . . . , a2s−2k+n, 0, . . . , 0) と
Sp(s, C)の最高ウェイトを定義すると，定理A.17 から σs,λs |Sp(s−1,C) ⊃ σs−1,λs−1 で
ある．よって最初に述べた条件が従う．
逆に最初に述べた条件が満たされているとすると，Sp(s, C)の最高ウェイト λs =

(a(s)
1 , . . . , a(s)

s ) が存在して σs,λs |Sp(s−1) ⊃ σs−1,λs−1，λk = λ，λk−r = (a, 0, . . . , 0)

（rが偶数なら a = 0）．よって i > nとすると，a(k)
i ≤ a(k−1)

i−2 ≤ · · · ≤ a(k−r)
i−2r = 0よ

り a(k)
i = 0．よって λ = λk は定理に述べた形をしていなければならない． （証終）

（解答終）

なお，簡約デュアルペア (Sp(n, R), O(k))の場合についても，上の議論と同様にし
て L(σ) ̸= 0なる σ ∈ Ĝ′

C を具体的に特定することができる（詳細は［AbeYam］を
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参照）．
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