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概 要
本稿では，計量と Borel 測度を備えた diffeological space 上に Sobolev 空間を構成し，その

上のエネルギー汎関数の微分を用いて Allen–Cahn 方程式を変分的に定式化する枠組みを述べる．
Allen–Cahn 方程式は相転移や界面進化を記述する代表的な偏微分方程式であり，ユークリッド空間
やリーマン多様体上では広く研究されている．これに対し，貼り合わせにより得られる空間など，古
典的な多様体の枠組みだけでは扱いにくい対象も少なくない．本稿では diffeological space を用い
ることで，そのようなより柔軟な空間上でも変分的に定式化するための枠組みを与え，Allen–Cahn
型方程式を記述するための出発点とする．

1 はじめに
Allen–Cahn 方程式は，相転移や界面運動を記述する代表的な方程式であり，その解の幾何学的性質
や極限挙動は多くの文脈で研究されてきた．特に閉多様体上の Allen–Cahn 方程式は，極小曲面論
との関係も含めて重要な対象である [2]．
一方で，応用や幾何学の立場からは，考えたい空間が必ずしも滑らかな多様体であるとは限らない．
たとえば特異な貼り合わせ空間，あるいは局所チャートによる取り扱いが自然でない対象では，通常
の偏微分方程式論をそのまま適用することが難しい．このような背景から，本研究では可微分多様体
の一般化概念である diffeological space [3] を用いて，Allen–Cahn 方程式を変分的に定式化するこ
とを目指す．
本稿の基本方針は次の通りである．まず，diffeological space X に計量 g と Borel 測度 µ を入れ，
Dirichlet 型エネルギーを用いて Sobolev 空間 H1(X) を構成する．次に，double-well potential を
持つエネルギー汎関数を H1(X) 上に定め，その微分を用いて Allen–Cahn 方程式を記述する．この
立場では，微分作用素を座標表示で直接定義する代わりに，エネルギーと変分を通じて方程式を与え
ることになる．
本稿で述べる内容は，発表時点での到達点を整理したものであり，解の存在・一意性まで含む完全な
理論を与えるものではない．しかし，diffeological space 上で Sobolev 空間とエネルギー汎関数に基
づく時間発展の枠組みを整えることで，Allen–Cahn 方程式を従来より広い空間の上で議論するため
の出発点が得られる．

2 diffeological space 上の計量と Sobolev 空間
diffeological space とは，プロットと呼ばれる滑らかなパラメータ付けの族によって可微分構造を記
述する空間である [3]．多様体は diffeological space の特別な場合であり，接空間や微分形式など多
くの基本概念も拡張できる [1]．
以下，X を diffeological space とし，各点 x ∈ X における 1-形式の空間を Ω1

x(X) と書く．また，X

には diffeology から定まる D-topology，すなわちすべてのプロットに関する終位相（final topology）
を入れる．diffeological リーマン計量とは，各点で内積

gx : Ω
1
x(X)× Ω1

x(X) → R

を与える族 {gx}x∈X であって，プロットに沿って滑らかに変化するものとする．このとき各 1-形式
αx ∈ Ω1

x(X) に対し，点ごとのノルム |αx|g が定まる．
さらに，D-topology の Borel σ-algebra 上の測度 µ を固定する．このとき，滑らかな関数に対して
Dirichlet 型エネルギー

E(f, h) :=
∫
X

gx(dfx, dhx) dµ
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を定めることができる．特に

D(E) :=
{
f ∈ C∞(X) ∩ L2(X,µ) | E(f, f) < ∞

}
とおき，

(f, h)H1 :=

∫
X

fh dµ+ E(f, h)

によって内積を入れる．このとき，D(E) の完備化として Sobolev 空間

H1(X) := D(E)
∥·∥H1

を定義する．さらに，この内積に関して E を H1(X) 上に延長して考え，以後も同じ記号 E を用い
る．本稿では，この完備化を diffeological space 上の Sobolev 空間の作業上の定義として採用する．
この空間やエネルギー形式の解析的性質については，今後さらに検討する必要がある．
この定義は，多様体上での古典的な Sobolev 空間の定義を，座標系ではなくエネルギー形式を通じ
て書き直したものとみなせる．したがって，X が通常のリーマン多様体であれば，ここで得られる
H1(X) は標準的な Sobolev 空間と整合的である．一方，多様体ではない空間でも，適切な仮定のも
とで計量と測度が与えられれば同様の構成が可能である点が本稿の出発点である．

3 Allen–Cahn 型エネルギー汎関数と時間発展の定式化
W : R → R を滑らかな double-well potential とする．典型例として

W (u) =
1

4
(u2 − 1)2

を考える．ε > 0 に対し，右辺が有限となる u ∈ H1(X) のエネルギーを

Eε(u) :=
ε

2
E(u, u) + 1

ε

∫
X

W (u) dµ

で定める．第 1項は Dirichlet 型の正則化項であり，第 2項は u = ±1 を安定相として好むポテン
シャル項である．一般の空間では，ポテンシャル項の有限性にも追加の仮定が必要になる可能性があ
り，この点は今後の課題とする．
以下では，H1(X) にベクトル空間としての fine diffeology [3] を入れて考える．このとき内部接空間
[1] は各点で自然に

TuH
1(X) ∼= H1(X)

と同一視される．したがって，形式的には，各 u ∈ H1(X) における Eε の微分

dEε(u) : TuH
1(X) → R

は，この同一視を通じて (H1(X))∗ の元とみなされる．
他方，時間依存関数 u : [0, 1] → H1(X) に対し，その時間微分も L2(X,µ) の pairing を用いて
(H1(X))∗ の元として解釈する．すなわち，各時刻 t に対し，任意の φ ∈ H1(X) に対して

φ 7−→ d

dt

∫
X

u(t)φdµ

で与えられる線形汎関数を ∂tu(t) とみなす．
この準備のもとで，本稿では diffeological space 上の Allen–Cahn 方程式を

∂tu(t) = −dEε(u(t))

によって定式化する．ここで両辺はともに (H1(X))∗ の元として理解される．
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次に，この定式化が閉リーマン多様体の場合に古典的な Allen–Cahn 方程式と一致することを確認
する．X が閉リーマン多様体であり，g と µ がそれぞれ通常のリーマン計量と体積測度から誘導さ
れるものとする．このとき滑らかな関数 u, φ に対し，

d

ds

∣∣∣∣
s=0

Eε(u+ sφ) = ε

∫
X

gx(du, dφ) dµ+
1

ε

∫
X

W ′(u)φdµ

が成り立つ．さらに，部分積分により∫
X

gx(du, dφ) dµ = −
∫
X

(∆u)φdµ

であるから，
dEε(u)(φ) = −ε

∫
X

(∆u)φdµ+
1

ε

∫
X

W ′(u)φdµ

を得る．
したがって，本稿の定式化

∂tu(t) = −dEε(u(t))

は
d

dt

∫
X

u(t)φdµ = ε

∫
X

(∆u)φdµ− 1

ε

∫
X

W ′(u)φdµ

を与える．これは古典的な Allen–Cahn 方程式

∂tu = ε∆u− 1

ε
W ′(u)

の通常の弱形式にほかならない．したがって，ここで与えた定式化は，少なくともリーマン多様体の
場合に古典的な Allen–Cahn 方程式を復元している．
また，同様の考え方は Allen–Cahn 方程式に限られない．Dirichlet エネルギーのみを用いれば熱方
程式に対応する定式化が得られ，ポテンシャル項を変更すれば他の反応拡散型方程式についても類似
の定式化が考えられる．この意味で，diffeological space 上のエネルギー形式の構成は，時間依存の
方程式を変分的に定式化するための候補を与える．

4 まとめと今後の課題
本稿では，計量と Borel測度を備えた diffeological space上に Sobolev空間 H1(X)を構成し，Allen–

Cahn 型エネルギー汎関数の微分を用いて Allen–Cahn 方程式を定式化する枠組みを述べた．この構
成により，従来の多様体の枠組みに収まりきらない空間に対しても，変分法に基づく偏微分方程式論
を導入するための一つの見通しが得られる．
今後の課題として，まず，どのような計量 g と測度 µ を自然なものとして採用すべきかを精査す
る必要がある．また，測度距離空間上の Sobolev 空間論との関係を整理することも今後の課題であ
る．さらに，解の存在・一意性や長時間挙動をどこまで示せるかも明確にする必要がある．加えて，
diffeological space における他のリーマン計量の定義との比較や，貼り合わせの空間，タイリング空
間など具体例への適用も今後の課題である．これらを通じて，非古典的な空間上の時間依存の方程式
を扱う理論をさらに発展させたい．
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