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概 要
カーネル法は機械学習で非線形データを扱う際に, 古典的によく使われる手法の一つである.

本研究では, 再生核ヒルベルト C∗ 加群を使ったカーネル法に関する課題と, カーネル SVM の効
率化に関する課題の二つに取り組んだ. その結果, 前者に関して, 再生核ヒルベルト C∗ 加群の
Representer定理 ([1], Theorem 4.8) の成立条件と, 近似的な表現定理を得た. また, 後者に関し
ては, ユークリッド空間上の非線形データを使ったカーネル SVMにおいて, データを格子状の点
で近似する方法で実行時間を短縮する実験を行った.

1 はじめに
カーネル法とは, 与えられたデータを高次元の線形空間に埋め込み, 非線形な問題を線形な問題に落
とし込む手法のことである. 一般に, データ集合 X 上の正定値核 k : X ×X → Cに対し, 再生核ヒ
ルベルト空間Hk と特徴関数 ϕk : X → Hk が構成される. このような構成により, データを線形空間
に埋め込む方法は, 機械学習などで有効な手段の一つであり, 古くから扱われてきた.

近年, カーネル法の拡張として, 複素数体 Cの代わりに C∗ 環に値をとる正定値核を使ったカーネル
法の機械学習への応用に関する研究が [1]などで行われている. C∗ 環とは行列環や連続関数環の一
般化であり, 関数解析の分野でよく研究される. C∗ 環を使ったカーネル法では基本的な定理である
Representer定理に特殊な仮定が必要となるが, 本研究では仮定の成立条件および, 仮定を必要とし
ない近似的な表現定理について調査した.

さらに上記の課題とは別に, カーネル法の効率化に関する実験に取り組んだ. ユークリッド空間上の
ガウス核を扱うと, データ数の増加に比例して再生核ヒルベルト空間の次元が増加する. 線形関数の
最適化問題では次元の増加により計算が難しくなることから, データを格子状に射影することで効率
化が図れないかと予想し実験を行った. R2上の二種類のデータを使ったカーネル SVMで実験を行っ
たところ, 適当にパラメータを調整することで実行時間が短縮されたが, パラメータの選び方などに
課題の残る結果となった.

2 カーネル法
本節ではカーネル法の導入と基本的な定理の紹介を行う.

定義 1. X を (データ) 集合とする. 写像 k : X × X → C が, 正定値核であるとは, すべての
x1, . . . , xn ∈ X に対し, n× n行列 [k(xi, xj)]1≤i,j≤n が半正定値であることで定義される. 正定値核
k : X ×X → Cは線形空間 VX := span{k(x,－)|x ∈ X} ⊂ Map(X,C)上の内積

〈
∑
i

cik(xi,－),
∑
j

djk(yj ,－)〉 :=
∑
i,j

cidjk(xi, yj) (1)

を誘導する. VX の完備化を再生核ヒルベルト空間と呼び, Hk と書く.

また, 写像 ϕk : X 3 x 7→ k(x,－) ∈ Hk を特徴関数と呼ぶ. 各 ξ ∈ Hk と x ∈ X に対し, ξ(x) :=

〈ξ, ϕk(x)〉とすることでHk はX 上の関数のなす空間となる.

例 2. 1) d ∈ Nと c > 0に対し, Rn 上の正定値核で k(x, y) := (xT y + c)d で定まるものを多項式
核という.

2) t > 0に対し, Rn上の正定値核 kで k(x, y) := exp(−t‖x−y‖2)で定まるものをガウス核という.
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カーネル法を使った線形解析で次の定理は基本的である. ([5, Theorem 1.1.2]などを参照.)

定理 3 (Representer 定理). Hk を再生核ヒルベルト空間, ϕk : X → Hk を特徴写像とする. 任
意の関数 L : Cn → R, 単調増加関数 g : R≥0 → R と x1, . . . , xn ∈ X に対し, F : Hk → R を
F (ξ) := L((〈ξ, ϕk(xi)〉)ni=1) + g(〈ξ, ξ〉)で定める. F がHk 上最小値 cをとるとき,

c = min{F (ξ) | ξ ∈ span{ϕk(x1), . . . , ϕk(xn)}}

が成立する.

上の定理はHk 上の最小化問題が解を持てば, その解が有限次元部分空間の中で実現できることを意
味している. これは原理的には単純だが, 応用上有用である.

例 4. ヒルベルト空間H上の有限個のデータX0とX1をそれぞれとの距離が最大な超平面H(η, b) :=

{ξ ∈ H | Re〈ξ, η〉 = b}で分離する問題を考える. データが超平面Hで分離できる場合, 適当に η ∈ H
と b ≥ 0を選ぶと, 任意の x ∈ X0と y ∈ X1に対し, Re〈x, η〉 ≤ b－ 1, Re〈y, η〉 ≥ b+1 を満たす. 超
平面H(η, b− 1)とH(η, b+ 1)の距離は 2‖η‖となるため, 誤分類によるペナルティーを C で定めた
ときの最適な超平面を決める問題は

F (η) :=
∑
x∈X0

max{0,Re〈x, η〉 − b+ 1}+
∑
y∈X1

max{0,－ Re〈y, η〉+ b+ 1}+ 1

C
‖η‖

を最小化する問題として定式化される. このような最適化問題によってデータを分類する手法をサ
ポートベクトルマシン (SVM)と呼び, 再生核ヒルベルト空間上の SVMをカーネル SVMと呼ぶ. 定
理 3 から, カーネル SVMでは F の最小解はデータセットの成す部分空間から探せばよい.

3 再生核ヒルベルトC∗加群
近年, ヒルベルト C∗加群を使ったカーネル法の機械学習への応用が [1]などで研究されている. 本節
では再生核ヒルベルト C∗ 加群の Representer定理について述べる. C∗ 環の定義は省略する. [3]な
どは基礎的な教科書である.

例 5. 1) 局所コンパクトハウスドルフ空間X に対し, X 上の無限遠点で 0に収束する複素数値関
数全体の成す環 C0(X)は C∗ 環である.

2) C上の行列環Mn(C)は C∗ 環である.

定義 6. AをC∗環とする. 右A加群 Eが半双線形形式 〈 , 〉 : E ×E → Aを持ち, 任意の x, y ∈ E \{0}
と a ∈ Aに対し, 〈x, ya〉 = 〈x, y〉a, 〈x, y〉∗ = 〈y, x〉, 〈x, x〉 ⪈ 0を満たすものとする. E がノルム
‖x‖ := ‖〈x, x〉‖ 1

2 に関して完備であるとき, ヒルベルト A加群と呼ぶ.

補足. 上記の定義に 〈x, x〉 ⪈ 0とあるが, 〈x, x〉は C∗ 環 Aの元である. a ∈ Aがある b ∈ Aにより,

a = b∗bと書けるとき, aは正である (a ≥ 0)という. これは Aが行列環の時, aが半正定値行列であ
ることに対応する. 本稿では Aの正な元全体を A+ とする. また, a ≥ 0かつ a 6= 0の時, a ⪈ 0と
かく.

本稿でヒルベルト C∗加群の内積は右線形とする. さらに, L(E)を随伴を持つ作用素 T : E → E 全体
の成す C∗ 環とし, K(E)を E 上のコンパクト作用素の成す L(E)の部分 C∗ 環とする. (定義は [2]を
参照.)

定義 7. C∗ 環 Aに値をとる写像 k : X × X → Aで, 任意の x1, . . . , xn ∈ X に対して, A上の行列
[k(xi, xj)]1≤i,j≤n が正であるとき, kを正定値核と呼ぶ. 定義 1 と同様に, 正定値核 k : X ×X → A

に対し, X 上の A値関数の成すヒルベルト A加群Mk と写像 ϕk : X → Mk が存在し, 次を満たす.

任意の x, y ∈ X と ξ ∈ Mkに対し, 〈ϕk(x), ϕk(y)〉 = k(x, y), 〈ϕk(x), ξ〉 = ξ(x). Mkを再生核ヒルベ
ルト C∗ 加群 (RKHM), ϕk を特徴写像と呼ぶ.
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RKHM の Representer 定理として次が知られている.

定理 8 ([1],Theorem 4.8). Mk を再生核ヒルベルト A加群, ϕk : X → Mk を特徴写像とする. 任
意の関数 L : An → A+, 単調増加関数 g : A+ → A+ と x1, . . . , xn ∈ X に対し, F : Mk → A+ を
F (ξ) := L((〈ϕk(xi), ξ〉)ni=1) + g(|ξ|)で定める. {ϕk(x1), . . . , ϕk(xn)}の成すMk の代数的な部分 A

加群N が閉である時, F がMk 上最小値 c ∈ A+ をとれば, ある ξ ∈ N で F (ξ) = cとなる.

上記の定理では通常の Representer定理の仮定に加えて, {ϕk(x1), . . . , ϕk(xn)}の成すMk の代数的
な部分 A加群N が閉であるということが必要である. この仮定は一般には成り立たない.

補題 9. 任意の再生核ヒルベルトA加群Mkに対して, 以下は同値である. (定理 8の表記を用いる.)

1) {ϕk(x1), . . . , ϕk(xn)}の成すMk の代数的な部分 A加群N が閉である.

2) 射影 P ∈ L(Mk)で像がN に一致するものが存在する.

3) A上の行列 a := [k(xi, xj)]1≤i,j≤n のスペクトルを σ(a)とすると, σ(a) \ {0}がコンパクト.

証明の概略 1) と 2)の同値性は [4]の Lemma 2.3.7 から従う. ただし, Aが単位的でないときは,

単位化 Ãを考えればよい. 残りを示す. 一般に, T : An 3 (ai)
n
i=1 7→

∑
i ϕk(xi)ai ∈ Mk はヒルベル

ト A加群の間の随伴を持つ作用素となる. T ∗T ∈ L(An) ∼= Mn(A)は行列 a = [k(xi, xj)]1≤i,j≤n と
同一視されるため, σ(T ∗T ) \ {0} = σ(TT ∗) \ {0}から, σ(TT ∗) \ {0}がコンパクトであることと 3)

は同値である. 1)及び 2) を仮定すると, 開写像定理から, TT ∗が PL(Mk)P ∼= L(N )の可逆作用素
となるため, σ(TT ∗) \ {0}はコンパクトとなる. 逆に σ(TT ∗) \ {0}がコンパクトであれば, これは
σ(TT ∗)の開かつ閉な部分集合であるため, 対応するスペクトル射影 P が L(Mk)に含まれ, 2)の条
件を満たす.

無限次元 C∗環の元 aに対しては, (連続関数環のような簡単なものでも)一般には 3)の条件は成立し
ない. 一方近似的な Representer定理は次のような形で一般に成立する.

定理 10. Mkを再生核ヒルベルトA加群, ϕk : X → Mkを特徴写像とする. 連続関数 L : An → A+,

単調増加関数 g : A+ → A+とx1, . . . , xn ∈ Xに対し, F : Mk → A+をF (ξ) := L((〈ϕk(xi), ξ〉)ni=1)+

g(|ξ|)で定める. F がMk 上最小値 c ∈ A+ をとれば, 任意の ϵ > 0に対し, {ϕk(x1), . . . , ϕk(xn)}の
生成する代数的な部分 A加群N の元 ξで ‖F (ξ)－ c‖ ≤ ϵとなるものが存在する.

証明の概略 各ベクトル η1, η2 ∈ Mk に対し, θη1,η2
∈ K(Mk)を θη1,η2

(ζ) := η1〈η2, ζ〉で定める.

B0 := span{θη1,η2
| η1, η2 ∈ N}は K(Mk)の ∗部分環で閉包 B := B0 は C∗ 環となる. C∗ 環は

近似的単位元を持つため, B0 のネット {bi}i で 0 ≤ bi ≤ 1を満たし, すべての η1, η2 ∈ N に対し,

limi θη1,η2
bi = limi biθη1,η2

= θη1,η2
となるものが存在する. 各 η ∈ N に対して,

‖η − biη‖2 = ‖〈(1− bi)η, (1− bi)η〉‖ = ‖(1− bi)θη,η(1− bi)‖

となるため, limi biη = η. ここで, c = F (ξ0)を最小値とする. Lの連続性から

lim
i

L((〈ϕk(xi), biξ0〉)ni=1) = lim
i

L((〈biϕk(xi), ξ0〉)ni=1) = L((〈ϕk(xi), ξ0〉)ni=1).

よって, ‖L((〈ϕk(xi), biξ0〉)ni=1)－L((〈ϕk(xi), ξ0〉)ni=1)‖ < ϵとなる iが存在する. また 0 ≤ b2i ≤ bi ≤ 1

より, |biξ0| = 〈b2i ξ0, ξ0〉
1
2 ≤ 〈ξ0, ξ0〉

1
2 = |ξ0|. 最小性から

c = F (ξ0) ≤ F (biξ0) ≤ F (ξ0) + ϵ

となり, ‖F (biξ)− c‖ ≤ ϵを得る. B0 の定義から ξ := biξ0 ∈ N で, 命題が成立する.

3



数理科学実践研究レター

4 カーネル SVM の効率化について
本節ではR2上の二種類のデータをカーネル SVM(例 4で述べた.)で分類する問題を考える. ガウス核
を使ったカーネル法では互いに異なる点 x1, x2, . . . , xl ∈ R2 に対し, 特徴写像の像 ϕk(x1), . . . , ϕk(xl)

は再生核ヒルベルト空間の一次独立なベクトルとなる. 従って, データ数の増加に比例してヒルベル
ト空間の次元が増加し, 最適化問題が複雑になる. そこで, R2上のデータを格子上に射影することで,

近似的な分離曲線 (分離超平面の引き戻し)を求める実験を行った. 実験には scikit-learnを使った.

4.1 実験内容

図 1. 元のデータ

図 2. Γl 上のデータ

図 1 のような茶色と水色のデータを N 分割し, それぞれ Γl :=
1
lZ

2 格子上
の最も近い点に射影する (図 2). これらの和をとると, Γlの 2色のデータで,

同じ格子点上に同じ色のデータが高々N個であるものを得る. これらを使
い, 以下の実験を行った.

1) 元の学習データから得た分離曲線と, 格子上のデータから得た分離曲
線の視覚的な比較.

2) 元の学習データを使ったテストデータの分類と格子上の学習データを
使った分類の, 精度と実行時間の比較.

4.2 結果
1) データ数 n = 500, 分割数N = 5を固定, 格子サイズ 1

l を変化させたところ, 分離曲線 (図 3,4,5

の実線)は lの増加に伴い, 元のデータから得られるもの (図 6の実線)に近づいた. この実験で
は, 例 4にあるように, 茶色のデータ (X0)と水色のデータ (X1)を再生核ヒルベルト空間 Hk

上の超平面で分離した. 以下の各図内の 2本の点線はHk 上で距離が最大となる平行な分離超
平面の組 (例 4の H(η, b − 1)と H(η, b + 1))の引き戻しを表す. また, 各図の実線は中間の分
離超平面 (例 4のH(η, b))の引き戻しである.

図 3. l=1 図 4. l=1.5 図 5. l=2 図 6. 元データ

2) 格子サイズ 1
l = 1

5 と分割数N = 5を固定し, 学習データ数 nを変化させた場合, テストデータ
の分類の精度と実行時間に関して, 以下の結果を得た.

(a) 実行時間の比較 (b) 分類精度の比較

図 7. (ア) は格子上の学習データによる分類の精度と実行時間を, (イ) は元の学習データによる分類の結果を表す. また, (1) はデータの格子
上への射影にかかった時間を表す.
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グラフ (a)の縦軸はカーネル SVMの実行時間を, グラフ (b)の縦軸はカーネル SVMでテスト
データが正しく分類された割合を示している. データ数が十分大きい場合, 格子への射影によ
り実行時間が短縮された. しかし, 今回の実験では 1000程度の学習データで, 短時間で高い精
度の分類が行われたため, 有用性の検証はできなかった.

5 終わりに
本稿では, 機械学習等で頻繁に扱われるカーネル法に着目し, 近年の研究 [1]に関する考察と, 古典的
なカーネル SVMの効率化に関する実験を行った. 第 3節では, [1]の結果である再生核ヒルベルトC∗

加群の Representer定理について調査し, 定理の仮定の成立条件と, 一般の状況での近似的な結果に
ついて述べた. 仮定が成立する非自明な正定値核の例や, 近似的な結果の応用例なども今後考えたい.

第 4節では, カーネル法の効率化を目指し, 実験を行った. R2上のデータよりも格子点上のデータの
方が再生核ヒルベルト空間の次元が落ちるため, 最適化問題が簡単になると予想したが, 実際には, 格
子点で近似するだけでは実行時間の差はほとんど得られなかった. 各格子点上のデータの数を高々N

に制限することで上記の結果を得たが, この方法ではデータの種類やノイズの大きさによってN や l

をうまく選ぶ必要がある. また, データ数が 1000程度では実行時間はほとんど変わらなかったため,

有用性の検証にも至らなかった. 大量の学習データが必要になるケースでどうなるのか, 分割数や格
子サイズをどのように選べばよいか, より詳しい検証が必要であると考えている.
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