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概 要
いくつかの具体例を通じて、分子構造や格子から来るグラフの配位数列を調べた。

1 はじめに
本レターは、社会数理実践研究における議論で筆者が得られたことをまとめたものである。分子結晶
に対して、原子を頂点、分子結合を辺とすることで R3に埋め込まれたグラフ (V,E)を構成できる。
このグラフの v ∈ V を始点とする配位数列 (sn)

∞
n=1 を sn := #{w ∈ V | vと wはグラフ距離 n}と

定める。なお s0 := 1としておく。このとき、もとの結晶の物性との関連を動機の一つとして (sn)n

のもつ性質が調べられて来た。ここで実数列 (an)
∞
n=1が準多項式とは、あるm ∈ Z>0と実係数多項

式 p1, · · · , pm があって akm+l = pl(k)が任意の k ∈ Z≥0 と l ∈ {1, · · · ,m}で成り立つこととする。
さらにm = 1ととれるとき、(an)n は多項式という。また (an)n が準多項式型とは、有限個の例外
となる nを除いてある準多項式の数列と一致することとする。同様に、有限個の例外を除き多項式
となるときは多項式型と呼ぶ。[6]では無向グラフ (V,E)が Zd の作用をもち、その商が有限グラフ
となるならばその配位数列は常に準多項式型になることが証明された。一方、この準多項式型の配位
数列がいつ準多項式となるかはよくわかっていない。本レターでは、この問に関連したいくつかの例
を観察する。

2 酸化銅 (II)

多くの場合において、結晶からくるグラフの配位数列は準多項式となることが確かめられている。こ
れに対し、本節では CuOの分子構造から来るグラフの配位数列の計算結果を与え、準多項式ではな
いことをみる。VO := Z3 ⊂ R3,

VCu := ( 12 + 2Z)× ( 12 + Z)× Z ∪ ( 32 + 2Z)× Z× ( 12 + Z) ⊂ R3,

V := VO ∪ VCuとし、E := {(v, w) ∈ V × V | ||v−w|| = 1√
2
}とする。この無向グラフ (V,E)は CuO

の分子構造から来るグラフで、VO が酸素原子、VCu が銅原子の配置に対応する [1]。

図 1: CuOの模式図。白い丸が酸素原子、黒い丸が銅原子で、実線が結合を表す。

定理 1 CuOの分子構造から来るグラフの配位数列は VO の点から始めた際
5
2n

2 + 3
2 (n ≥ 1が奇数のとき)

5
2n

2 (n ≥ 1が 4で割った余りが 2のとき)
5
2n

2 + 2 (n ≥ 1が 4の倍数のとき)
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となり、VCu の点から始めた際
5
2n

2 + 3
2 (n ≥ 1が奇数のとき)

10 (n = 2のとき)
5
2n

2 + 2 (n ≥ 4が偶数のとき)

となる。

一般に、実数列 (an)
∞
n=1 が準多項式で周期が N の約数であることと、ある m ∈ Z>0 と次数 mN

以下の多項式 f ∈ R[X]について
∞∑

n=1
anX

n = f(X)
(1−XN )m

と書けることは同値なので (例えば [7]の
Section 4.4を参照のこと)、VCuの点から始めた配位数列は準多項式でないことが従う。定理 1の証
明の鍵となるのは次の補題である。

補題 2 CuOの分子構造のグラフ (V,E)と n ∈ Z≥0 について、(0, 0, 0) ∈ VO からグラフ距離 4n以
下の VO の点の配置は

[−2n, 2n]× [−n, n]× [−n, n]

∪
n−1∪
k=0

(
[−2k, 2k + 1]× {±(2n− k)} × [−k, k]

∪ [−2k − 1, 2k]× [−k, k]× {±(2n− k)}
)

と Z3 の共通部分で、グラフ距離 4n+ 2以下の VO の点の配置は

[−2n− 1, 2n+ 1]× [−n, n]× [−n, n]

∪
n∪

k=0

(
[−2k, 2k + 1]× {±(2n− k + 1)} × [−k, k]

∪ [−2k − 1, 2k]× [−k, k]× {±(2n− k + 1)}
)

と Z3 の共通部分である。また、( 12 ,
1
2 , 0) ∈ VCu からグラフ距離 4n+ 1以下の VO の点の配置は

[−2n, 2n+ 1]× [−n, n+ 1]× [−n, n]

∪
n−1∪
k=0

(
[−2k, 2k + 1]× {−(2n− k), 2n− k + 1} × [−k, k]

∪ [−2k − 1, 2k + 2]× [−k, k + 1]× {±(2n− k)}
)

と Z3 の共通部分で、グラフ距離 4n+ 3以下の VO の点の配置は

[−2n− 1, 2n+ 2]× [−n, n+ 1]× [−n, n]

∪
n∪

k=0

(
[−2k, 2k + 1]× {−(2n− k + 1), 2n− k + 2} × [−k, k]

∪ [−2k − 1, 2k + 2]× [−k, k + 1]× {±(2n− k + 1)}
)

と Z3 の共通部分である。

この補題は nについて帰納的に確かめることができる。さらに隣接する頂点を考えることで VCu の
点の配置も決定できる。例えば、n ∈ Z≥0について ( 12 ,

1
2 , 0) ∈ VCuからグラフ距離 2n以下の VCuの

2
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点の配置は

[−n+ 1
2 , n+ 1

2 ]× [−n+1
2 , n+1

2 ]× [−n
2 ,

n
2 ]

∪
n−1∪
k=0

[−k + 1
2 , k + 1

2 ]× {±(n− k
2 ) +

1
2} × [−k

2 ,
k
2 ]

∪
n−1∪
k=1

[−k + 1
2 , k + 1

2 ]× [−k+1
2 , k+1

2 ]× {±(n− k
2 )}

と VCu の共通部分であることが確かめられる。
ここで、頂点集合の分割 V = VO ∪ VCuは次の補題の条件を満たすので、始点とそこからのグラフ距
離の偶奇によって VO か VCu のどちらか一方に属する頂点しか配位数列の勘定に入らないことに注
意する。対応する種類の頂点の増分を数えることで定理 1が得られる。

補題 3 連結グラフ (V,E)の頂点集合の交わりのない 2つの部分集合への分割 V = V0 ∪ V1であって
E ⊂ V0 × V1 ∪ V1 × V0 となるものを考える。E0 := {(v, w) ∈ V0 × V0 | vと wのグラフ距離は 2}と
おく。このとき、v ∈ V0 の点から始めた (V,E)の配位数列 (sn)n に対し、vから始めた (V0, E0)の
配位数列は (s2n)n となる。

頂点集合の分割 V = VO∪VCuからこの補題の要領で作られるグラフ (VCu, ECu)について、( 12 , 0, 1
2 )+

VCu ⊂ R3は格子となる。ここで本レターでは、格子とはユークリッド空間の離散部分群を意味する
ことにする。さらに第 1成分を 1√

2
倍することで、ECuの辺の長さを全てユークリッド距離 1にでき

る。CuOの例は、このような状況でもなおグラフの配位数列が (準)多項式になるとは限らないこと
を意味する。そこで次節では、さらに平行移動についての基本領域内に頂点が 1つしかないような場
合に配位数列の準多項式性を考えることにする。

3 格子から来る例
ユークリッド空間内の格子 Λ ⊂ Rd について、特に断らなければ以下の記号を用いることにする。
V1 := {v ∈ Λ | ||v|| = min

0 ̸=w∈Λ
||w||}とおく。グラフ (V,E)を、V := Λ、E := {(v+w,w) | v ∈ V1, w ∈ Λ}

で定め、その配位数列を (sn)n とおく。必要なら Λを V1 で生成される部分群に置き換えることで、
V1 が Λを (群として)生成するものとしてよい。この条件は (V,E)が連結グラフであることと同値
である。このようなグラフ (V,E)の配位数列を具体的な場合に調べる。[6]より (sn)nは多項式型で
あることがわかっている。この sn の候補として V1 の凸包の Ehrhart多項式の差分が挙げられる。

定義 4 凸多面体とは、ユークリッド空間のコンパクト部分集合Q ⊂ Rdであって有限個の半空間の
共通部分として表せるものとする。このとき、Qの定義における半空間の境界と Qの共通部分とし
て表せるコンパクト集合で、Qの境界の相対位相について空でない開集合を含むものを Qの面とい
うことにする。また、凸多面体 Q ⊂ Rd と非負実数 t ∈ R≥0 について、tQ := {tx ∈ Rd |x ∈ Q}と
する。このとき、頂点が格子 Λに含まれる凸多面体Q ⊂ RdのEhrhart多項式とは、n ∈ Z≥0につ
いての関数#(Λ ∩ nQ)である。これは n ∈ Z≥0 の多項式となることが知られている [4]。

以下では、格子 Λ ⊂ Rd に対し、V1 の凸包を P とおき、P の Ehrhart多項式を pn とおく。なお記
法として、特に断らなければ Λに装飾記号をつけて表される格子に対し、V1, (V,E), sn, P , pnと同
様の構成で得られるものは Λと同じ装飾をつけることで表すものとする。以下、数列 (an)

∞
n=0 につ

いて、∆an := an − an−1 とおく。便宜上 a−1 := 0とする。

例 5 体心立方格子 Λ := Z3 + ( 12 + Z)3 ⊂ R3 について、sn = ∆pn であることが確かめられる。

この例と同じことが面心立方格子に対しても確かめられる。これは次の例のA3型の場合に相当する。
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例 6 (Conway–Sloane [2]) V1 ⊂ Rdを階数 dの ADE型の単純ルート系とし、それが張る格子を
Λとする。V1 にはWeyl群が推移的に作用することに注意する。このとき、sn = ∆pn となる (特に
snは n ≥ 1で多項式となる)。さらにもし V1が E7型でも E8型でもない場合は、t ∈ R≥0について
Λ ∩ ⌊t⌋P = Λ ∩ tP となる (ここで ⌊t⌋は t以下の最大の整数とする)。

以上の例に対し、本節では格子から得られるグラフの配位数列と Ehrhart多項式の差分は典型的に
は一致しないことをいくつかの具体例を通じて示す。なお、定義より

n∑
k=0

sk ≤ pnであるので、これ
が全ての nで等号になることと (sn)n = (∆pn)nは同値であることに注意しておく。まず、ADE 型
に分解できる半単純ルート格子の場合を考える。

補題 7 Λ ⊂ Rd, Λ′ ⊂ Rd′ を格子であってそれぞれに対応するグラフ (V,E), (V ′, E′)が連結なもの
とする。また、各 v ∈ V1, v

′ ∈ V ′
1 に対し ||v|| = ||v′||とする。このとき Λ̃ := Λ ⊕ Λ′ に対応するグラ

フ (Ṽ , Ẽ)の配位数列 (s̃n)n について、次が成り立つ。

(1) もし (sn)n と (s′n)n が n ≥ 1で多項式ならば、(s̃n)n も n ≥ 1で多項式である。

(2) Ṽ1 = V1 × {0} ∪ {0} × V ′
1 の凸包 P̃ の Ehrhart多項式を p̃n とおく。もし (s̃n)n = (∆p̃n)n な

らば、(sn)n = (∆pn)n かつ (s′n)n = (∆p′n)n である。

(3) 任意の t ∈ R≥0 について Λ ∩ ⌊t⌋P = Λ ∩ tP が成り立つ場合には、(2)の逆も成り立つ。

証明 定義より s̃n =
n∑

k=0

sks
′
n−kである。一般に実数列 (an)

∞
n=0が n ≥ 1で多項式であることと、あ

るm ∈ Z≥0 と次数m以下の多項式 f ∈ R[X]について形式的冪級数として
∞∑

n=0
anX

n =
f(X)

(1−X)m

となることは同値なので (1)が従う。次に (2)を考える。もし (s̃n)n = (∆p̃n)n とすると、各 nにつ
いて (Λ× {0}) ∩ nP̃ の元は高々n個の Ṽ1 の元の和で表せるので、高々n個の V1 × {0}の元の和で
も表せる。よって sn = ∆pn が従い、同様に s′n = ∆p′n となる。一方、(3)の仮定の下では

nP̃ ∩ Λ̃ =
∪

t∈[0,n]

(Λ ∩ tP )× (Λ′ ∩ (n− t)P ′)

=
∪

t∈[0,n]

(Λ ∩ ⌊t⌋P )× (Λ′ ∩ (n− ⌊t⌋)P ′)

なので、∆p̃n =
n∑

k=0

∆pk∆p′n−k となる。これより (3)が従う。 ■

例 6 ([2]) と補題の (1) より Λ が ADE 型のルート格子の直和なら (sn)n は多項式となる。さらに
補題の (3)より、E7 型と E8 型の成分が合計 1つ以下の場合は (sn)n = (∆pn)n となる。しかしそ
うでない場合はこの一致は期待できないことを次でみる。E8, E7 のルート格子の表示をそれぞれ
ΛE8 := {(xk)k ∈ Z8 ∪ ( 12 + Z)8 |

8∑
k=1

xk ∈ 2Z} ⊂ R8、ΛE7 := {(xk)k ∈ ΛE8 |x1 = x2}としておく。

定理 8 Λ ⊂ Rdが半単純ルート系で各ベクトルの長さが等しいものの格子のとき、snは n ≥ 1で多
項式である。さらに Λが E7と E8の成分を合計で 1つ以下しか含まないことと sn = ∆pnは同値で
ある。

証明 上の議論と先の補題の (2)より、Λ ⊂ Rd が Λ⊕2
E7, ΛE7 ⊕ ΛE8, または Λ⊕2

E8 のとき、ある nで
sn ̸= ∆pn となることを示せばよい。VE8,1 の元は (± 1

2 , · · · ,±
1
2 )であって負の符号が偶数個である

ものと (±1,±1, 0, · · · , 0)の成分の並び替えである。

v := (2, 2,−1, 1, 1, 1, 1, 1)

=
1

2
(1, 1, 0, · · · , 0) + 1

2
( 12 ,

1
2 , · · · ,

1
2 ) +

8∑
k=4

1

2
( 12 ,

1
2 ,−

1
2 ,

1
2 , · · · ,

1
2 ,

k
∨

− 1
2 ,

1
2 , · · · ,

1
2 )

∈ ΛE7 ∩
7

2
PE7

4
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とおくと、vと VE8,1の各元の内積は 4以下だが v自身との内積は 14なので、vを 3つ以下の VE8,1

の元の和で表すことはできない。よって (v, v) ∈ Λ ∩ 7P は 7つ以下の V1 の元の和では書き表せな
いので、

7∑
k=0

sk < p7 が従う。 ■

なお、CuOをはじめとするいくつかの分子構造からくるグラフや、以上で出てきた格子からくるグ
ラフの多くは次の状況を満たしていることに注意する。
条件 ユークリッド空間 Rd に埋め込まれたグラフ (V,E)の各 v ∈ V に対し、Rd の等長アフィン変

換で vを固定し (V,E)を保つものがなす群が {w ∈ V | (v, w) ∈ E} に推移的に作用する。
格子 Λ ⊂ Rd から来る連結グラフの場合は、Aut(Λ) := {内積を保つ Λの自己同型 }が V1 に推移的
に作用することと同値である。そのような他の例としては Leech格子 Λ24 ⊂ R24 が挙げられる。こ
れについても (sn)nと (∆pn)nは一致しないことが以下よりわかる。Λ24の基底の具体的な表示は [3]

の Figure 4.12を用いる。さらにこの表示の下で Λ16 := {(xk)k ∈ Λ24 |x17 = x18 = · · · = x24 = 0}
は Barnes–Wall格子と呼ばれ、これも上の条件を満たすことが知られている [5]。Barnes–Wall格子
のこの表示については [3]の Figure 6.2を参照されたい。

補題 9 Λ ⊂ Rd を Leech格子 Λ24 または Barnes–Wall格子 Λ16 としたとき、(sn)n ̸= (∆pn)n。

証明 V24,1 の元は 1√
8
(−3, 1, · · · , 1), 1√

2
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, · · · , 0) およびそれらの符号と成分の

位置を適切に変えたものと、(±
√
2,±

√
2, 0, · · · , 0)の成分を並び替えたものである。n = 4におい

て、4P の x9 = 4
√
2 の面は v := 1√

2
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 8, 0, · · · , 0) ∈ Λ を含む。一方、4 つの元

v1, · · · , v4 ∈ V1について
4∑

k=1

vk の第 9成分が 4
√
2なら、各 vk の第 9成分は√

2でなければならず、
特に vk は (±

√
2,±

√
2, 0, · · · , 0)の各成分を並び替えた形をしている。しかし、このような形の vk

については
4∑

k=1

vk ̸= vとなるので、
4∑

k=0

sk < p4 が従う。 ■

最後に、条件を満たさない状況を考える。以下の例では、グラフ距離 n以下の点の配置が Λ∩ (nP の
境界)を含むが、Λ ∩ (nP の内部)を含まないという状況にあることに注意する。

定理 10 Λ :=
2∪

k=0

((k3 , · · · ,
k
3 ) + Z9) ⊂ R9 とする。このとき、sn は∆pn と異なる多項式となる。

ユークリッド空間の部分集合 F ⊂ Rd について、F̃ := {tx |x ∈ F, t ∈ R≥0}とおく。

証明 e0 := ( 13 , · · · ,
1
3 ), ek := (0, · · · , 0,

k
∨

1, 0, · · · , 0) ∈ R9 とおくと、V1 = {±ek,±e0} である。
Γ := S9 × Z/2Z ⊂ Λを各成分の入れ替えと −1のスカラー倍で生成される群とすると、Γの適切な
元の作用で、P の面は {e1, · · · , e6,−e7,−e8,−e9, e0}の凸包 F6 か {e1, · · · , e5,−e6,−e7,−e8,−e9}
の凸包 F5 にできる (ここで、F6 や F5 はそれぞれ P と x1 + · · · + x6 − x7 − x8 − x9 = 1、および
x1 + · · ·+ x5 − x6 − · · · − x9 = 1で定まる平面との共通部分であることに注意する)。実際、任意の
(xk)k ∈ R9は Γの作用で x1 ≥ · · · ≥ x9かつ x5 ≥ 0となるものに移せるが、もし x7 ≤ 0となれば x6

の正負によって (xk)k ∈ F̃5 ∪ F̃6となり、もし x7 ≥ 0とすると、(xk)k = 3x7e0 +
6∑

k=1

(xk − x7)ek −
9∑

k=8

(x7 − xk)ek ∈ F̃6となる。各 1 ≤ k ≤ 6に対し F ′
k を Sk := {e0, e1, · · · , e6,−e7,−e8,−e9} \ {ek}

の凸包とすると、F6 =
6∪

k=1

F ′
kである。Skは Λの基底をなすので、各 F̃ ′

k内の点による snや∆pnへ
の寄与は一致する。次に F5 について考える。(xk)k ∈ Λであって x1, · · · , x5 ≥ 0 ≥ x6, · · · , x9 なも
のの原点からのグラフ距離 dは次のようになる。

• (xk)k ∈ Z9 なら d =
5∑

k=1

xk −
9∑

k=6

xk である。

• (xk)k ∈ e0 + Z9 なら、(xk)k − e0, (xk)k + 2e0 ∈ F̃5 であることに注意し、d = 1 +
5∑

k=1

(xk −

1
3 )−

9∑
k=6

(xk − 1
3 ) =

2
3 +

5∑
k=1

xk −
9∑

k=6

xk である。

5
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• (xk)k ∈ 2e0 + Z9 なら、(xk)k − 2e0, (xk)k + e0 ∈ F̃5 であることに注意し、d = 1 +
5∑

k=1

(xk +

1
3 )−

9∑
k=6

(xk +
1
3 ) = 2+

5∑
k=1

(xk − 2
3 )−

9∑
k=6

(xk − 2
3 ) =

4
3 +

5∑
k=1

xk −
9∑

k=6

xk である。なお、この
形の点は F̃5 の境界には含まれないことに注意。

以上から、∆pn−snは 0 ≤ n ≤ 4では 0で、n ≥ 5では#{Γの対称性でF5に移るP の面 }×#{(xk)k ∈

Z9
≥0 |

9∑
k=1

xk = n − 5} =
2 · 9!
5! · 4!

· (n+ 3)(n+ 2) · · · (n− 4)

8!
となるが、この多項式は 0 ≤ n ≤ 4で 0

になる。 ■

4 終わりに
本レターでは Leech格子や Barnes–Wall格子の配位数列が多項式か否かを決定することはできず、
今後の課題として残されている。より低次元の場合として、12 次元の Coxeter–Todd 格子の配位
数列も調べる余地がある。上に挙げた条件はグラフの配位の形状をよくすると考えられるが、配位
数列にどのような寄与をするかも問題として考えられる。この条件を満たさない格子としては他に
Λ := {(xk)k ∈

2∪
l=0

(( l
3 , · · · ,

l
3 ) + Z18) |

18∑
k=1

xk ∈ 2Z} ⊂ R18などが挙げられる。また、CuOの例にお
いては配位数列の母関数は、例外項の s2 を適切に修正すると若月氏 [8]により指摘されたよい対称
性をもっている。この現象に対するよい説明を与えることも興味深い課題である。
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