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概 要
一種類の原子からなる結晶格子の配位数列は, ある射影代数多様体のヒルベルト多項式で与え

られることが知られている. 本論文では, 一般の n種類の原子からなる結晶格子に対して, 原子の
配位数列がある非可換空間のヒルベルト多項式で与えられることを示す. その過程において, 一般
の非負整数からなる n× n行列 Aが与えられたとき, 非可換射影空間 PA とそのヒルベルト多項式
を導入する. このヒルベルト多項式が実際に準多項式になるという形で射影空間のコホモロジーの
消滅定理が非可換化されることを予想し, n = 2の場合を含む特別な場合でこれを証明する. この
手法は今後 [NSMN21]による結晶の配位数列が準多項式型であるという事実の別証明及び一般化
を与えると期待される．

1 導入
本レポートは社会数理実践研究における議論で得られた結果のサーベイである. 研究の目的は現実世
界における結晶の対称性について, 非可換幾何学などの観点から理解を進めること, および結晶学を
背景に持つような幾何学的な対象を純粋数学における研究対象として導入することである.

本論文では結晶格子を以下で定義する:

定義 1. 結晶格子 C は以下のデータ (N,S, n, f, T )によって定まる:

• 結晶の埋め込まれている空間の次元N ∈ Z>0.

• 原子の集合 S ⊂ RN . 集合 S は離散的であり, 原点 0を含むと仮定する.

• 原子の種類の数 n ∈ Z>0.

• 原子の種類を与える写像 f : S → {1, . . . , n}.

• 原子の結合に対応する集合 T ⊂ S × S.

これらのデータは次を満たすものとする:

• (局所有限性)任意の x ∈ S に対し, {y ∈ S | (x, y) ∈ T}は有限集合である.

• (平行移動対称性) 原子の組 (x, y) ∈ T と, 原子 x′ ∈ S で f(x) = f(x′)を満たすものに対し,

x′ + y − x ∈ S であり, (x′, x′ + y − x) ∈ T である.

補足 2. 結晶格子の配位数列に関する基本文献である [NSMN21]における結晶格子の定義は, 上述の
結晶格子の定義に T の対称律を加えたものと本質的に一致する. 現実に現れる結晶においては T が
対称律を満たしているが, §3で議論されるような非可換代数幾何学的な観点からは対称律を課さない
方が自然である.

結晶格子 C = (N,S, n, f, T )に対し, 対 (S, T )は有向グラフを定めることがわかる. 次に結晶格子の
配位数列を定義する:

定義 3. C = (N,S, f, n, T )を結晶格子とする. 非負整数mに対し,

aC(m) := {x ∈ S |原子 xの原点 0からのグラフ距離がちょうどmである. }

とおく. 結晶格子 C の配位数列を {aC(m)}m=0,1,... によって定める. C の総配位数 SC(m)を

SC(m) :=

m∑
l=0

aC(l)
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によって定める.

論文 [NSMN21]では (T が対称律を満たす場合に)配位数列 aC(m)が準多項式型であることが示されて
いる. 別の言い方をすると, ある正の整数 dが存在し, 全ての k ∈ {0, . . . , d−1}に対して, aC(dm+k)

は十分大きいmについて多項式になっている. 原子の種類が 1種類である場合には d = 1と選ぶこと
ができ, この事実は本質的に, 射影代数多様体のヒルベルト多項式の多項式性からの帰結である. 従っ
て次のような疑問が自然である:

疑問 4. 一般の結晶格子の配位数列が準多項式型であるという事実を, 射影代数多様体を一般化する
何らかの幾何学的対象の「ヒルベルト準多項式」の準多項式性から導くことはできるか?

この疑問に部分的な解答を与えることがこの論文の目的の一つである. まず, 最も基本的な射影代数
多様体は d次元射影空間 Pdであるが, この空間のヒルベルト多項式は, d次元空間の非負部分で格子
状に広がる 1種類の原子からなる結晶格子 Cuniv

d の総配位数列と一致することがわかる. この結晶格
子の一般化として, 非負整数係数の n× n行列 Aに依存して決定される n種類の原子からなる結晶
格子 Cuniv

A を導入する. これは n種類の原子からなる結晶格子で結合行列がAであるもののうち, 最
も普遍的なものである. この結晶格子に対応する幾何学的対象は射影空間の非可換化と解釈するべき
ものであり, PA と書くことにする. PA は次数つき代数, もしくは三角圏として定義される. 本論文
では Cuniv

A の総配位数列を PAのヒルベルト準多項式と解釈することで, 複数種類の原子からなる結
晶格子の配位数列の研究においても代数幾何学的な考え方が有効であることを示す.

表 1: 結晶理論と代数幾何学の比較
結晶理論 代数幾何学

1種類の原子からなる結晶格子 代数多様体
複数種類の原子からなる結晶格子 非可換代数多様体

配位数列 (非可換)ヒルベルト多項式
結晶 Cuniv

d 射影空間 Pd

結晶 Cuniv
A 　非可換射影空間 PA

2 普遍結晶格子
いま A = (aij)1≤i,j≤nを非負整数からなる n× n行列とし, |A| :=

∑
1≤i,j≤n aij とおく. この節では,

行列 Aを隣接行列に持つような普遍結晶格子 Cuniv
A = (|A|, SA, n, fA, TA)を導入する. ベクトル空

間 R|A| の基底 {eij,k}1≤i,j≤n,1≤k≤aij
を固定する. このとき, 集合 SA ⊂ R|A|, fA : SA → {1, . . . , n},

および TA ⊂ SA × SA を以下のように帰納的に構成する:

• 原点 0 ∈ R|A| を SA に含め, fA(0) = 1とする.

• fA(v) = iをみたすような v ∈ SAに対し, v+ eij,k (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ aij)を SAの元に含め,

fA(v + eij,k) = j と定める. また, (v, v + eij,k)を TA の元に含める.

この操作を繰り返すことで R|A|の部分集合 SA, fA : SA → {1, . . . , n}, および TA ⊂ SA × SAを構成
する.

補題 5. 上の構成は well-definedであり, 従って Cuniv
A = (|A|, SA, n, fA, TA)は結晶格子を定める.

証明. 元v ∈ SAに対しfA(v)の値が唯一に定まることを示せば良い. 元vはv = e1j0,k0
+ei1j1,k1

+· · ·+
eiljl,kl

と (順序を除いて)一意的に書くことができる. このとき, 重複つき集合 {i1, . . . , il, j0, . . . , jl}
に奇数回現れる整数が唯一存在し, fA(v)の値はその整数に一致することがわかる.
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本研究では Cuniv
A の配位数を求めることを主な目的とする. Cuniv

A を定義する上で, fA(0) = iとおい
て上と同様な帰納的構成を行ったものを Cuniv,i

A とおく. すなわち Cuniv,1
A = Cuniv

A である. 非負整数
mに対し, Cuniv,i

A の原点からのグラフ距離がちょうどmであるような SA の元 xで f(x) = j をみ
たすものの数を symm(A)ij とおく. (i, j)成分が symm(A)ij であるような n× n行列を symm(A)と
おく.

補足 6. ここで Cuniv
A の配位数列の記号として symm を用いる理由を説明する. n = 1の場合では,

symm(a)は a元からなる集合から重複を許しm元を選び出す場合の数と一致する. 従って

Symm(Ca) ∼= Csymm(a)

が成立し, symmは対称積作用素 V 7→ Symm(V )がベクトル空間の圏のK群K(Vect) ∼= Zに誘導す
る射であるとわかる. このことから, Cuniv

A の配位数は対称積作用素の行列環類似と考えられるため,

ここでは対称積の記号を小文字にしたもの symmを用いた. n > 1の場合にも Cuniv
A の配位数に圏化

が存在するかは興味深い問題であり, 今後の課題である.

ここで, mが小さい場合に symm(A)の計算を行う. まず, m = 0, 1のとき, 明らかに次の二式が成立
する:

sym0(A) = In, sym
1(A) = A.

また, m = 2の場合も容易な計算で次の等式が得られる:

sym2(A) =


sym2(a11) +

∑
1<i≤n a1iai1

∑
1≤i≤n a1iai2 . . .

∑
1≤i≤n a1iain∑

1≤i≤n a2iai1 sym2(a22) +
∑

1≤i≤n,i ̸=2 a2iai2 . . .
∑

1≤i≤n a2iain
...

...
. . .

...∑
1≤i≤n aniai1

∑
1≤i≤n aniai2 . . . sym2(ann) +

∑
1≤i<n aniain

 .

一般に symm(A)の表示は, Amを成分について展開した際に現れる冪乗作用素を, 対称積作用素に取
り替えたものとして記述される.

補足 7. 行列の多項式の指数の計算では, 基底変換が有効であった. 一方で, symm(A)は基底変換で
不変でないため, 計算を実行するのは一般に難しい.

結晶格子 Cuniv
A の配位数の多項式性について, 以下が予想される:

予想 8. 1. m 7→ symm(A)11はm > 0で準多項式になる. すなわち, ある整数 dが存在し, 任意の
整数 l > 0に対してm 7→ symdm+l(A)11 はmについて多項式になる.

2. Aを隣接行列に持つ有向グラフが強連結, すなわち任意の二頂点が相互に有向パスで結ばれる
と仮定する. このとき, m 7→ symm(A)ij はm > 0で準多項式になる.

補足 9. 一つ目の主張は二つ目の主張の特別な場合である. 実際, Aを隣接行列に持つ有向グラフの
部分グラフであって, 頂点 1を含み強連結なもののうち最大であるものを取り, 行列 Aをこの部分グ
ラフの隣接行列に取り替えることで, 強連結な場合に帰着される.

補足 10. 上の予想は射影空間のコホモロジーの消滅と密接に関わっている. 実際, A = (a)が 1× 1

行列のとき, symm(A)は Pa上の直線束OPa(m)の 0次コホモロジーの次元と一致することが容易に
わかる. さらに, 代数多様体のコホモロジーの一般論により, 次の数列

m 7→
∑
i

(−1)i dimHi(Pa,OPa(m))

は多項式であることが知られている. このことを用いると, 上の予想における準多項式性は消滅定理

Hi(Pa,OPa(m)) = 0 (i > 0,m ≥ 0)

の系であることがわかる. このことより, 上の予想は射影空間のコホモロジーの消滅の一般化である
と解釈される. この予想の非可換幾何的な解釈は次の節で詳しく議論する.
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いま, n = 2の場合にこの予想が成立していることを証明する:

命題 11. A =

(
a b

c d

)
とおく. このとき,

1.
∑
m≥0

symm(A)11t
m =

(
bct2

(1− bct2)(1− t)d
+ 1

)
· 1

(1− t)a
.

2.
∑
m≥0

symm(A)12t
m =

bt

(1− bct2)(1− t)a+d
.

3.
∑
m≥0

symm(A)21t
m =

ct

(1− bct2)(1− t)a+d
.

4.
∑
m≥0

symm(A)22t
m =

(
bct2

(1− bct2)(1− t)a
+ 1

)
· 1

(1− t)d
.

特に, m 7→ symm(A)11, sym
m(A)22は一般に準多項式であり, m 7→ symm(A)12, sym

m(A)21 は bc 6= 0

ならば準多項式である.

証明. ここでは等式 1の証明のみ与える.等式 2-4は同様に示される. いま, 原子 1の頂点のみからな
る部分グラフの配位数列の母関数は 1/(1− t)aであるので, 原子 1と原子 2の両方を通るようなパス
の母関数 GA(t)を計算すれば良い. Aの (1, 1)-成分もしくは (2, 2)-成分が 1だけ増えた行列を A′ と
おく. このとき等式

GA′(t) = GA(t) ·
1

1− t

が成立することがわかる. 従って, a = d = 0の場合に等式を証明すれば良いが, これは明らかであ
る.

次に予想 8が n = 3の場合に条件付きで成立することを示す:

命題 12. A =

a11 1 1

1 a22 1

1 1 a33

 を非負整数成分からなる 3× 3行列とする．このとき, 予想 8が成

立する.

証明. 証明は予想 8-1, 予想 8-2どちらも同様なので, 前者についてのみ証明を与える. symm(A)11を
結晶格子 Cuniv

A 内で原点からのグラフ距離がちょうどmであるもののうち, 原点から全ての種類の
原子を通るようなパスが存在するものの数とする. 包除原理により, m 7→ symm(A)11 が準多項式で
あることを示せば良い. いま, Aの対角成分を全て 0に置き換えたような行列を A′ とおくと, 等式∑

m≥0

symm(A)11t
m = (

∑
m≥0

symm(A′)11t
m) · 1

(1− t)a11+a22+a33

が成立する. 従って Aの対角成分が全て 0であると仮定して良い. このとき, 原子の隣接グラフ (つ
まり三頂点からなる有向完全グラフ)での回転数による場合分けを用いることで, 容易に次の等式を
導くことができる: ∑

m≥0

symm(A)11t
m =

2

(1− t3)(1− t2)3
− 1

(1− t2)3
− 1

1− t2
.

特に配位数列が準多項式になることがわかる.

補足 13. 上の証明を一般化することで, 対角成分が非対角成分と比較して十分に大きいような n× n

行列に対して予想が成立していることが示される.
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補足 14. 本研究では一般の行列に対して予想 8を証明することができなかった. また, 一般の行列に
対して予想を証明するアプローチを筆者は持ち合わせていない. 予想を示す上で以下のケースを考え
ることが重要であると考える:

• 一般の 3× 3行列.

• n× n行列で対角成分以外が全て 1であるもの.

前者については, 上の命題の証明で用いた回転数の手法を用いることで配位数列の一般式が具体的に
書き下せると考える. 後者については n次元単体の組み合わせ論的構造を理解することが重要にな
り, 組み合わせ論的にも興味深い問題である.

3 非可換射影空間
この節では上で与えた結晶格子 Cuniv

A に対応する幾何学的対象について説明する. この幾何学的対象
は射影空間の行列値一般化と解釈するべきものである.

いま, A = (aij)1≤i,j≤nを非負整数からなる n× n行列とする. このとき, 非可換環RAを次のように
定義する:

• 環 RA は C上で元 eixij,kēj (1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ aij), および tによって生成される.

• 積は関係式 ēi · ej = δij , xij,k · xi′j′,k′ = xi′j′,k′ · xij,k, および tと他のすべての元の可換性に
よって生成される.

この環は tによって次数付けを入れることができる. この次数付けによって RAは次数付き非可換環
になる. Aが 1× 1行列のとき, RAは射影空間の斉次座標環である. 従って, RAは仮想的な空間 PA

に対応する斉次座標環と見做すべきものである.

次の主張は定義より明らかである:

補題 15. 非負整数mに対し, fij(RA,m)で環RAにおける次数がmの元であって eiyēj の形をして
いるもの全体のなす空間の次元とする. このとき, 等式

fij(RA,m) =
m∑
l=0

syml(A)ij = symm(A+ Eii)ij

が成立する. ここで Eiiは (i, i)-成分のみ 1でそれ以外の成分が 0であるような n次正方行列を表す.

この等式により, 結晶格子 Cuniv
A の総配位数列は非可換環のヒルベルト多項式として解釈されること

がわかった.

補足 16. ここではヒルベルト多項式という言葉を用いているが, 有限生成次数付き非可換環 Rが与
えられた時, n 7→ dimRnは一般に多項式ではない. 実際, 非可換多項式環のとき, 上の対応は指数関
数の増大度を持つ. 我々が扱っている環 RA では “ヒルベルト多項式”が多項式増大度を持つことが
わかる. これは環 RA が比較的可換環に近いということを意味している.

いま, 隣接行列がAであるような, n種類の原子からなる結晶格子 C が与えられたとする. このとき,

次の主張は上の補題と同様に導かれる:

補題 17. RA の両側斉次イデアル IC が存在し, 等式

fij(RA/IC ,m) =

m∑
l=0

aC(l)ij

が成立する. ここで aC(l)ij は, ある原子 iからのグラフ距離がちょうど lであるような結晶格子 C

の原子 j の数を表す．

5
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この命題は, 一般の結晶格子の総配位数列が PA 上の “連接層”のヒルベルト多項式として解釈でき
ることを意味している. すなわち, 結晶格子の配位数列の研究は射影代数多様体のヒルベルト多項式
の研究の非可換化として解釈される.

非可換代数幾何学の一つの定式化では, 空間として三角圏 (より現代的には安定∞-圏)を用いる. こ
のことに倣い, 非可換射影空間 PA を三角圏 (もしくは安定∞-圏)として定義する方法を述べる. ま
ずDb(RA)を, RA上の次数付き有限生成右RA-加群のなす有界導来圏とする. また, Db(RA)の部分
三角圏N を次で定義する:

M · ∈ N ⇐⇒ Hi(M ·)N = 0(∀i ∈ Z, N � 0).

非可換射影空間 PA の導来圏をヴェルディエ商で定義する:

Db(PA) := Db(RA)/N .

補足 18. Aが 1× 1-行列 (d)のとき, 圏同値

Db(PA) ' Db(Pd)

が成立する. このことにより, Db(PA)という記法が正当化され, 非可換射影空間が三角圏 (もしくは
安定∞-圏)として定義されたことになる.

いま, RA-加群OPA,i(m)を, OPA,i(m)k := (ei ·RA)m+k で定義する. つまり, OPA,i(m)は ei ·RAの
次数付けのみを変えたものである. 次の命題は非可換射影空間の導来圏を用いた総配位数列の解釈を
与える:

命題 19. C を n種類の原子からなる結晶格子であって, 隣接行列が Aであるようなものとする. こ
のとき, 次の等式が成立する:

dimHomDb(PA)(OPA,i(−m), ej ·RA/IC) =

m∑
l=0

aC(l)ij .

証明. この命題が導来圏Db(RA)の中で成立することは構成より明らかである. 従ってヴェルディエ
商をとっても Homが変化しないことを示せば良いが, ej ·RA の部分加群であって, 十分高い次数で
消えるようなものは零加群に限る. このことから主張を得る.

予想 20 (非可換射影空間のコホモロジーの消滅). 行列Aに対応する隣接グラフが強連結であると仮
定する. このとき, 次の等式が成立する:

dimHomDb(PA)(OPA,i(−m), RA[k]) = 0 (∀m ≥ 0, k 6= 0).

予想 21 (ヒルベルト多項式の準多項式性). 任意のM ∈ Db(PA)に対し,

m 7→
∑
k

(−1)k dimHomDb(PA)(OPA,i(−m),M [k])

は well-definedであり, 準多項式になる.

予想 22 (セール型消滅予想). M を有限生成次数付き右RA-加群とする. このとき, 十分大きいmに
対し, 消滅

HomDb(PA)(OPA,i(−m),M [k]) = 0 (∀k > 0)

が成立する.

ここで, これらの予想の配位数列への帰結について述べる. まず, 命題 19より, 予想 20および予想
21が正しければ予想 8が従うことがわかる. また, 予想 21および予想 22が正しければ, [NSMN21]の
結果が復元されることがわかる. 特に配位数の誤差項として「コホモロジカル配位数」の概念が定義
され, この項を総配位数に付け加えることで常に準多項式性が成立することが従う.
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4 結論
本研究では結晶の配位数の研究を非可換射影代数多様体のヒルベルト多項式として捉え直すことに
成功した. また, 代数幾何学における諸定理の非可換化に関する予想が成立するならば, 結晶の配位
数列が準多項式型になるという [NSMN21]の主定理の一般化が与えられることがわかった. さらに,

組み合わせ論の手法を用いることで, 2× 2行列を含む様々な行列に対する非可換射影空間に対して
ヒルベルト多項式を計算することで, これらの予想の根拠を与えた.

コホモロジーの次元の交代和が多項式性を持つという現象は代数幾何において一般的であるが, 準多
項式として振る舞うような対象は筆者の知る限り見つかっていないため, 結晶格子に対応する非可換
空間は純粋数学の観点からも非常に興味深い対象であると考える. また, 結晶への応用という観点で
は, 「コホモロジカル配位数」により配位数の準多項式からのずれを定義することが可能になる. こ
の誤差項を計算する手法を確立することが可能になれば, これまでより少ない計算で結晶の配位数列
が計算できるようになると期待される.
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