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B 第 1問

2以上の整数 nに対し, n次実正方行列全体の集合をMn(R)としNnを次
のように定める.

Nn = {X ∈ Mn(R) | Xは
べき

冪零行列 }

GをGLn(R)の部分群とするとき, X,Y ∈ Nnに対して, ある g ∈ Gが存
在して gXg−1 = Y となるときX ∼G Y と書くことにする．∼GはNn上
の同値関係を定める. このとき同値類の集合Nn/ ∼Gの濃度を cn(G)で
表す．

(1) n = 4のとき cn(GLn(R))を求めよ．

(2) nが奇数であるとき cn(GLn(R)) = cn(SLn(R))を示せ．

(3) n = 4のとき cn(SLn(R))を求めよ．



B 第 2問

複素数体C上の 2変数多項式環C[X,Y ]の剰余環

C[X,Y ]/(X2 − Y 5)

をRで表し，X,Y のRにおける像を x, yで表す．mを xと yで生成され
るRのイデアルとし，

(xm : m) = {r ∈ R | rm ⊂ xm}

とおく．

(1) Rが整域であることを示せ．さらに，Rの商体をKで表したとき，

1

x
(xm : m) =

{
r

x
∈ K

∣∣∣∣ r ∈ (xm : m)

}
はKの部分環であることを示せ．

(2) R代数の同型

HomR(m,m) ∼=
1

x
(xm : m)

を示せ．ただし，HomR(m,m)はR加群の準同型の合成を積とする
ことでR代数とみなす．

(3) C代数としての同型

HomR(m,m) ∼= C[S, T ]/I

が成立するようなC上の 2変数多項式環C[S, T ]のイデアル Iの生
成系を 1つ挙げよ．



B 第 3問

n, ℓを正の整数とする．n変数多項式環 S = C[x1, . . . , xn]のイデアル
I = (x1, . . . , xn)に対し, S加群M = Iℓ/Iℓ+2を考える.

(1) S 加群M の任意の自己準同型 f に対し, ある α ∈ Cが存在して
Image(f − α1M) ⊂ Iℓ+1/Iℓ+2と (f − α1M)2 = 0が成立することを
示せ. ここで 1MはMの恒等写像とし, 写像 gに対する Image(g) は
gの像を表す.

(2) S加群M が直既約である（すなわち 2つの 0でない S加群の直和
と同型にならない）ことを示せ.

B 第 4問

F = Q(S) を有理数体 Q 上の 1変数有理関数体とする．X に関する多項
式 f(X) = X12 − S4 と g(X) = X12 − S3 を考える．f(X) の F 上の最
小分解体を K とし，g(X) の K 上の最小分解体を L とする．

(1) K の F 上の拡大次数 [K : F ] を求めよ．

(2) L の K 上の拡大次数 [L : K] を求めよ．

(3) L の部分体で，F の 2 次拡大になっており，K に含まれないもの
の個数を求めよ．



B 第 5問

球面 S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 = 1} とR3内の平面の交わり
で円周と同相になるものを S2の円と呼び，S2の円全体のなす集合を Y

とおく．λ ∈ Cに対し，Reλ, Imλ, λで λの実部，虚部，共役複素数を
表し，

µ(z, w) =
1

|z|2 + |w|2
(2Re(zw), 2 Im(zw), |z|2 − |w|2)

によって写像 µ : C2 \ {(0, 0)} → S2 を定める．さらに，C2 の部分集合
V に対し S2 の部分集合 µ(V \ {(0, 0)}) を [V ] とおく．

C2 を 4 次元実線型空間とみなしたとき，2 次元の実線型部分空間 V で

条件 (T) V ∩
√
−1V = {(0, 0)}

をみたすもの全体のなす集合を X とする．ここで

√
−1V = {(

√
−1z,

√
−1w) ∈ C2 | (z, w) ∈ V }

とした．

(1) X は C∞ 多様体の構造をもつことを示せ．

(2) V が条件 (T)を満たさないC2の 2次元実線型部分空間のとき，[V ]

はどのような集合か．

(3) 対応 V 7→ [V ] は写像 φ : X → Y を導くことを示せ．また φ が全
射であることを示せ．

(4) 次の命題の真偽を述べ，その理由を説明せよ:

S2 上の 0でない任意のC∞級 1次微分形式 αに対し，ある V ∈ X

が存在して [V ] の適当な向きづけに対して
∫
[V ]
α > 0 が成り立つ．



B 第 6問

R2の標準的な座標を (x, y)とする．開円板D = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 < 1}
上のリーマン計量 gを

g =
dx2 + dy2

(1− (x2 + y2))2

で定める．

(1) DにR2の標準的な向きから定まる向きを入れる．gの面積形式を
求めよ．

(2) P ∈ Dとし，写像 γ : [0, 1] → D を γ(t) = tP で定める．積分∫ 1

0

√
g

(
dγ

dt
(t),

dγ

dt
(t)

)
dt

を求めよ．

(3) X = D \
{(

0, 1
2

)}
の点P に対し，次の条件 (a)∼(c)をすべて満たす

写像 γ : [0, 1] → X 全体のなす集合をA(P )とする．

(a) ある ε > 0が存在して，γは開区間 (−ε, 1+ ε) からXへのC∞

写像に拡張される．

(b) γ(0) = (0, 0).

(c) γ(1) = P .

また，γ ∈ A(P )に対し，

L(γ) =

∫ 1

0

√
g

(
dγ

dt
(t),

dγ

dt
(t)

)
dt

と定める．このとき，最小値

min
γ∈A(P )

L(γ)

が存在するための P ∈ Xに関する必要十分条件を求めよ．



B 第 7問

n を 1 以上の整数とする．Rn+1 の元 x = (x1, x2, . . . , xn+1) について

‖x‖ =
√∑n+1

i=1 xi
2 と表し，球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} を考える．

直積 Sn × Sn 上の C∞ 関数

f : Sn × Sn → R, (x, y) 7→ ‖2y − x‖2

の臨界値全体の集合を C と表し，正則値全体の集合を D と表す．

(1) 集合 C の元をすべて求めよ．

(2) 元 a ∈ C に対してOa = f−1(R \ {a}) とおく．任意の a, b ∈ C に
対して Oa と Ob は微分同相であることを示せ．

(3) 逆像 f−1(D) は，あるコンパクト C∞ 多様体とユークリッド空間の
直積に微分同相であることを示せ．

B 第 8問

球面と円周の直積 S2 × S1をユークリッド空間R5の部分位相空間として
次で定める．

S2 × S1 = {(x, y, z, t, u) ∈ R5 | x2 + y2 + z2 = t2 + u2 = 1}

次の関係で生成された S2 × S1上の同値関係∼による S2 × S1の商位相
空間をXとする．

(x, y, z, t, u) ∼ (y, x, z,−t,−u), (x, y, z, t, u) ∼ (x, z, y,−t,−u)

ただし，(x, y, z, t, u) ∈ S2 × S1である．

(1) 位相空間Xがハウスドルフかどうか答えよ．

(2) 位相空間Xの整係数ホモロジー群を求めよ．



B 第 9問

(X,F , µ)を測度空間とする． また，N = {1, 2, . . . }とする．

(1) X上の µ可積分である実数値関数 hは，任意のA ∈ F に対して∫
A

h(x)dµ(x) ≥ 0

を満たすものとする． このとき，ほとんど至るところ h(x) ≥ 0で
あることを示せ．

(2) X上の µ可積分な実数値関数列 {fn}n∈Nが，以下の 2条件 (a), (b)

を満たすとする．

(a) X上の可測関数 f が存在し，ほとんど至るところ

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

が成り立つ．

(b) X上の µ可積分な実数値関数 gと lim
n→∞

an = 0を満たす実数列

{an}n∈Nが存在し，任意の n ∈ Nについて，ほとんど至ると
ころ

|fn(x)| ≤ g(x) + an

が成り立つ．

このとき，

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x)

が成り立つかどうかを答えよ．さらに，成り立つならば証明を与え，
成り立たないならば反例となる (X,F , µ)と {fn}n∈N を 1組あげよ．

(3) 可測集合列 {An}n∈N ⊂ Fと {Bn}n∈N ⊂ Fを，それぞれ単調減少列
とする．すなわち，A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · かつB1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ · · ·
とする．このとき，

lim
k→∞

lim
ℓ→∞

µ(Ak ∩Bℓ) と lim
ℓ→∞

lim
k→∞

µ(Ak ∩Bℓ)



が存在することを示せ．ここで，極限が+∞となる場合も，極限が
存在するということとする．さらに，

lim
k→∞

lim
ℓ→∞

µ(Ak ∩Bℓ) = lim
ℓ→∞

lim
k→∞

µ(Ak ∩Bℓ)

となることを示せ．

(4) 可測集合列 {An}n∈N ⊂ F と {Bn}n∈N ⊂ F を，それぞれ単調増
大列，単調減少列とする．すなわち，A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · かつ
B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ · · · とする． このとき，

lim
k→∞

lim
ℓ→∞

µ(Ak ∩Bℓ) と lim
ℓ→∞

lim
k→∞

µ(Ak ∩Bℓ)

が存在することを示せ．ここで，極限が+∞となる場合も，極限が
存在するということとする． さらに，

lim
k→∞

lim
ℓ→∞

µ(Ak ∩Bℓ) = lim
ℓ→∞

lim
k→∞

µ(Ak ∩Bℓ)

が成り立つかどうかを答え，成り立つならば証明を与え，成り立た
ないならば反例となる (X,F , µ), {An}n∈N, {Bn}n∈N を 1組あげよ．

B 第 10問

R 上でルベーグ測度を考える．複素数値関数 f ∈ L1(R), g ∈ L2(R) に対

し，f ∗g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x−y)g(y) dyとおく．次の2条件 (i), (ii)が同値であ

ることを示せ．ただし，‖f‖1 =
∫ ∞

−∞
|f(x)| dx, ‖g‖2 =

(∫ ∞

−∞
|g(x)|2 dx

)1/2

である．

(i) sup
∥g∥2≤1

‖f ∗ g‖2 = ‖f‖1.

(ii) 実数 s, tが存在して，R上ほとんど至るところf(x)e
√
−1(sx+t) ∈ R≥0

が成り立つ．ただし，R≥0 = {x ∈ R | x ≥ 0} である．



B 第 11問

Ω は Rn の滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域で，Ω のルベーグ測度は 1

とする． ∂
∂ν
を ∂Ω における法微分，φ を Ω の閉包 Ω 上の非負値連続関

数，f を (0,∞) 上で正値であって，[0,∞) 上で連続かつ下に凸な単調増
加関数とする．

T > 0 とし，半線形熱方程式に対する初期値境界値問題

(P)


∂
∂t
u = ∆u+ f(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂
∂ν
u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = φ, x ∈ Ω

の非負値解 u(x, t) を考える．以下では，(P)の解 u(x, t) で (A) をみた
すものを考える．

(A) uは Ω× [0, T )上の連続関数， ∂
∂t
u, ∂

∂xi
u, ∂2

∂xi∂xj
u (i, j = 1, . . . , n)は

Ω× (0, T ) 上の連続関数であり，Ω× (0, T ) 上の連続関数として拡
張できる

(1) Ω 上の非負値ルベーグ可積分な関数 ψ に対して∫
Ω

f(ψ(x))dx ≥ f

(∫
Ω

ψ(x)dx

)
が成立することを示せ．

(2) 任意の t ∈ (0, T ) に対して，以下の不等式が成立することを示せ．

d

dt

∫
Ω

u(x, t)dx ≥ f

(∫
Ω

u(x, t)dx

)

(3) φ を Ω 上恒等的に零ではないとする．このとき f が∫ ∞

1

ds

f(s)
<∞

をみたすならば，十分大きい T > 0 に対して，(A) をみたす初期
値境界値問題 (P) の非負値解 u(x, t) は存在しないことを示せ．



B 第 12問

自然数m ≥ 1に対して開円板 {z ∈ C | |z| < 1}上の正則関数

fm(z) =
∞∑
n=1

zn

nm

を考える．

(1) f ′
m+1(z) =

fm(z)

z
を示せ．

(2) fm(z)はC \ [1,∞)上の正則関数に解析接続できることを示せ．

(3) fm(z)は
1

2
を始点とするC \ {0, 1}内の任意の曲線に沿って解析接

続可能であることを示せ．

(4) m ≥ 2のとき fm(z)は
1

2
を始点とするC \ {1}内のある曲線に沿っ

ては解析接続可能でないことを示せ．



B 第 13問

0 < q < 1 または 1 < q を満たす実定数 qに対し，|z| < 1の範囲で次の 2

つの複素関数 Lq(z), ℓq(z)を定義する．

Lq(z) =
∞∑
n=1

zn

n(1− qn)
,

ℓq(z) = exp (Lq(z)) .

(1) 0 < q < 1のとき ℓq(qz) = (1− z)ℓq(z)を示せ．

(2) 0 < q < 1のとき ℓq(z)の z = 0の周りでの
べき

冪級数展開を求めよ．

(3) 次の関係式が成り立つことを示せ．

Lq−1(z) + Lq(z) = − log(1− z)



B 第 14問

xを座標とする数直線上を運動する粒子で，ハミルトニアンが

H =
1

2

(
− ∂2

∂x2
+ x2

)
で与えられるような量子力学系を考える．

(1) λを実数とするとき，(
x+

∂

∂x

)
φ(x) = λφ(x)

かつ規格化条件 ∫ +∞

−∞
|φ(x)|2 dx = 1

を満たす波動関数 φ(x)を求めよ．

(2) 時刻 t = 0で量子力学系が (1)で求めた状態にあるとする．時刻 t > 0

における，粒子の位置演算子 x(t) の期待値 〈x(t)〉を求めよ．ただ
し，演算子A(t)はHeisenberg の運動方程式

∂

∂t
A(t) =

√
−1 [H,A(t)]

に従って時間発展するものとする．



B 第 15問
f(x)はR上で定義されたC2関数で f(0) = 0を満たすものとし，x0 ∈ R

とする．n = 0, 1, . . . に対して，漸化式

xn+1 =

xn −
f(xn)

f ′(xn)
（f ′(xn) ̸= 0のとき）

xn （f ′(xn) = 0のとき）

によって実数の列 {xn}∞n=0を定める．

(1) f ′(0) ≠ 0かつ lim
n→∞

xn = 0ならば，

|xn+1| ≤ C|xn|2 (n = 0, 1, . . . )

を満たす正の定数Cが存在することを示せ．

(2) (1)と同じ仮定のもとで，数列 {22n−m
xn}∞n=0が有界になるような非

負の整数mが存在することを示せ．

(3) f(x)は下に凸な関数で，x ̸= 0のとき f(x) > 0と仮定する．この
とき，無限級数

∞∑
n=0

(2nf(xn))
2が収束することを示せ．



B 第 16問

等号つきの一階論理を考える．T ` Aは論理式Aが等号つきの一階論理
で公理系（閉論理式の集まり）T から証明できることを表す．T = ∅であ
るとき，これを ` Aと書く．i = 1, 2 に対して，Li を関係記号（等号 =

を含む）のみからなる言語とし，TiをLi上の公理系とする．また T1 ∪T2
を言語 L1 ∪ L2上の公理系とみなす．

(1) 以下のCraigの補間定理より次の命題を導け：

L1 ∪ L2上の公理系 T1 ∪ T2が矛盾すれば，言語 L1 ∩ L2

上のある閉論理式 C が存在して，T1 ` C かつ T2 ` ¬C
となる．

（Craig の補間定理）
閉論理式 A,Bについて，` A→ B であるとする．このとき
` A → C かつ ` C → B であって，Cに現れる関係記号は等号か
A, Bに共通に現れる関係記号に限るような閉論理式 C が存在する．

(2) L1と L2に共通な関係記号は等号以外にはないとする．さらに i =

1, 2 について公理系

Ti ∪

{
∃x1 · · · ∃xn

( ∧
1≤j<k≤n

(xj 6= xk)

) ∣∣∣∣∣ n = 2, 3, 4, . . .

}

はそれぞれ無矛盾であるとする．このとき T1 ∪ T2は無矛盾である
ことを示せ．



B 第 17問

N = {1, 2, . . . }とする．確率空間 (Ω,F , P )上で定義された確率変数列

U1, U2, U3, . . . , V1, V2, V3, . . .

は独立であるとする．Ui (i ∈ N)は開区間 (0, 1)に値をとり，

P (Ui ≤ x) = x (x ∈ (0, 1))

を満たし，Vj (j ∈ N)は集合 {0, 1}に値をとり，

P (Vj = 1) = P (Vj = 0) =
1

2

を満たすとする． 各 i ∈ Nに対して

Xi = UiVi + Ui+1(1− Vi), Yi = − logXi

とおく．

(1) 確率変数 Y1の平均，分散および分布の確率密度関数を求めよ．

(2) 相異なる i, j ∈ Nに対して，Yiと Yjの共分散Cov[Yi, Yj]を求めよ．

(3) 各 n ∈ Nに対して

Mn =
1

n

n∑
i=1

Yi

とおく．n→ ∞のときMnが確率収束することを示せ．

(4) 各 n ∈ Nに対して

Ln =

(
n∏

i=1

Xi

)1/n

とおく．n→ ∞のとき Lnが確率収束することを示せ．



B 第 18問

nを正整数とし，確率空間 (Ω,F , P )上で定義された 2n個の独立確率変
数X1, X2, . . . , Xn, ϵ1, ϵ2, . . . , ϵnを考える．各 i = 1, . . . , nについて，Xiは
非負値でE[X2

i ] <∞を満たし，また ϵiは平均 0，分散 1の正規分布に従
うとする．θを正の実数パラメータとし, 各 i = 1, . . . , nに対して

Yi = ϵi
√
θ(1 +Xi)

と定める．観測データとしてX1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ynが得られているとす
る．関数 Ln : (0,∞) → Rを

Ln(t) =
n∏

i=1

1√
2πt(1 +Xi)

exp

(
− Y 2

i

2t(1 +Xi)

)
(t ∈ (0,∞))

で定義し，Ln(t)を (0,∞)において最大にする tとして推定量 θ̂nを定める．

(1) θ̂nをX1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ynを用いて表せ．

(2) θ̂nは θの不偏推定量であることを示せ．さらに，θ̂nの分散を求めよ．

(3) Xn = n−1
∑n

i=1Xiとおく．tに関する方程式

1

n

n∑
i=1

Y 2
i = t(1 +Xn)

の解として推定量 θ̃nを定める．θ̃nは θの不偏推定量であることを
示せ．

(4) θ̂nの分散と θ̃nの分散の間の大小関係を判定せよ．
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