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Fonction L de Hasse-Weil d’une Variété
Abélienne sur un Corps de Fonction

Algébrique a Réduction Semi-stable

By Fabien TRIHAN*

Abstract. In the Birch/Swinnerton-Dyer conjecture, one studies
the behaviour of the Hasse-Weil L-function of an abelian variety. In the
case of function fields of characteristic p > 0, one needs to know the
p-adic valuation of the leading coefficient of this function at s = 1 and
therefore, needs a Grothendieck-type cohomological interpretation of it
in terms of a “good” p-adic cohomology (integral if possible) as it was
shown in [Ba] in the good reduction case. We give such interpretation in
the semi-abelian, semi-stable and then potentially semi-abelian case and
obtain as a bonus a description of the cohomology of a quasi-unipotent
isocrystal (in the sense of [Crd]) over a smooth affine curve.

0. Introduction

Soit F' un corps de fonction algébrique en une variable, de corps des
constantes F,, ¢ = p” et Ap/F une variété abélienne. Celle-ci a presque
partout bonne réduction, i.e. il existe un ouvert dense U de S, le modele
de F, tel que A se prolonge en un schéma abélien A/U. On sait (cf [S])
que la fonction L de Hasse-Weil de Ap/F est méromorphe et possede une
expression en terme de cohomologie de la représentation [—adique associée
a la composante neutre du modele de Néron de Ap. La conjecture de
Birch/Swinnerton-Dyer décrit le comportement de cette fonction en s = 1
grace a des invariants arithmétiques de Ap (cf [S] ou [Ba] pour un ex-
posé précis de la question). Cette conjecture a été résolue par [Ba] dans
le cas de bonne réduction et l'interprétation de la valuation p-adique du
coefficient dominant de la fonction en s = 1 nécessite de passer par une co-
homologie p-adique et entiere (c’est a dire avant tensorisation par Q). Nous
nous proposons de donner une telle expression dans le cas ou la variété a
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réduction semi-abélienne (i.e. semi-stable au sens [SGAT]), semi-stable (au
sens [H-K]), voire potentiellement semi-abélienne. Supposons ainsi que la
variété abélienne soit a réduction semi-abélienne sur S. Kato a montré (non-
publié!) dans ce cas que Ap/F se releve en un log-groupe p-divisible. Nous
montrons que ceci est suffisant pour établir la surconvergence du cristal de
Dieudonné de A/U (cf [B-B-M] et [Be] pour ces notions) et en déduire une
expression de la fonction L (tout au moins en les points de bonne réduction)
en terme de cohomologie log-cristalline. Dans la deuxieme partie, I’étude du
modele de Néron de Ag nous permet de donner également une expression de
cette fonction en les points de mauvaise réduction. Dans la troisieme partie,
nous supposons que la variété abelienne possede un modele X/S propre et
semi-stable. On peut alors associer a celui-ci un log-isocristal convergent
dont la restriction a U n’est autre que le cristal de Dieudonné de A. Nous
en déduisons une expression de la fonction L de Ar en terme de cohomolo-
gie rigide. L’étude en les points de mauvaise réduction s’avere plus délicate
et nous n’obtenons des résultats que dans le cas des courbes elliptiques.
Nous regardons enfin dans la derniere partie le cas de la réduction poten-
tiellement semi-abélienne. Nous démontrons la surconvergence du cristal
de Dieudonné de A et donnons une expression p-adique de la fonction L. A
cette occasion, nous redémontrons le résultat de [Cr4] selon lequel la coho-
mologie des F-isocristaux quasi-unipotents sur une courbe affine lisse est de
dimension finie. Pour finir, nous reportons le lecteur a [E3] ou la question
de la surconvergence du cristal associé a un schéma abélien est traitée par
d’autres méthodes et sous des hypotheses plus générales que les notres.

L’auteur tient a remercier B. Edixhoven, K. Kato, M. Kisin et B. Le
Stum pour de fructueuses conversations, ainsi que le reféré pour ces judi-
cieuses remarques.

1. Fonction L d’un Schéma Abélien a Réduction Semi-abélienne

(1.1) Soient V un anneau de valuation discréte complet, d’inégales car-
actéristiques (0, p), de corps résiduel k¥ muni d’un relevement o du frobenius
de k et d’indice de ramification e inférieur ou égal & p — 1. Soit X* un k-
log-schéma fin et saturé, ou k est muni de la log-structure triviale. Pour un
tel log-schéma X*, on notera X* Pouvert de X sur lequel la log-structure
de X* est triviale et j : X* — X* I'immersion ouverte canonique. Soit E
un F-cristal faiblement non-dégénéré, i.e. muni d’'une action de Frobenius
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qui devient non-dégénérée sur X* ([LS-T, 2.0]), localement libre de rang
fini sur X*/(V, ), ott V est muni de la log-structure triviale. Alors on peut
associer a E un F-isocristal sur X*/(K, o) surconvergent le long de X \ X*
E' d’apres [LS-T, 2.7]. Nous noterons d’autre part E|y« la restriction de
E au site cristallin usuel sur X*/V. La méme construction [LS-T, 2.7], qui
correspond dans ce cas a celle de [Be, 2.4] permet d’associer a F|x- un
F-isocristal convergent sur X*/(K, o), que 'on note Ex. La construction
étant fonctorielle, on en déduit que Ex est la restriction de ET & | X*[.

(1.2) Soit F' un corps de fonction algébrique en une variable, de corps
des constantes F,, ¢ = p". Soient F et Fq une cloture algébrique de F' et
F, et ¢ € Gal(F,/F,), le Frobenius arithmétique. Soient S/F, la courbe
lisse, projective et entiere qui est le modele de F' et |S|, I'ensemble de
ses points fermés. Pour un tel point x, de corps résiduel k(z), on note
deg(x) = [k(z) : Fy] et I, C Gal(F/F) un groupe d’inertie en z (défini &
conjugaison prés). Soient Ax une variété abélienne sur F et Ap := ApxpF.
On appelle fonction L de Hasse-Weil de Ap/F' la fonction définie par :

Lag(s):= [ det(1 — g7 1l (Ap, Qu)')~".

Cette fonction est méromorphe et peut s’exprimer comme un produit fini
de polynomes caractéristiques de l'action de Frobenius sur les groupes de

cohomologie de la représentation /[—adique associée au modele de Néron de
Arp ([S, satz 1]).

Nous savons d’apres [B-L-R] que Ar a bonne réduction presque partout
sur S, i.e. se releve en un schéma abélien A/U, ou U est le complémentaire
dans S des points z1,...,z,, de mauvaises réductions. Notons St le log-
schéma fin S muni de la log-structure induite par le diviseur & croisements
normaux donné par les points de mauvaises réductions. Supposons a présent
que Ar a réduction semi-abélienne, i.e. que pour tout point fermé x de S,
la fibre en & du modeéle de Néron de Ap est une extension d’un tore par une
variété abélienne. D’apres un résultat de Kato [I, 3.3], Ap/F se releve dans
ce cas en un log-groupe p-divisible G* / S* auquel on peut associer un F-
cristal non-dégénéré D(G*) localement libre de rang fini sur S*/W(F,), ot
W (F,) est muni de la log-structure triviale. Sa restriction au site cristallin
U/W (Fy) est le cristal de Dieudonné cristallin D(A) ([B-B-M,2.5]).
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On notera K := FracW(F,), D(A)k, l'isocristal convergent sur U/K
et D(A)' lisocristal surconvergent sur U/K construit & l'aide de (1.1).
Enfin on notera, en reprenant les notations de [Tr, 1.1], L(U,D(A),t),
L(U,D(A)g,t) et L(U,D(A)T,t) les fonctions L associées respectivement
aD(A), D(A)k et D(A)F.

ProprosiTiON 1.3. Ces trois fonctions L sont égales et on a :

2
L(U,D(A),t) = [ [ detx (1 - t¢', H; (U, D(A)H)DT
i=0

71g,C

DEMONSTRATION. (1.1) et [Tr, 1.2]. O

COROLLAIRE 1.4. La fonction L de Hasse-Weil de Ap/F s’exprime
sous la forme

(141)  Lag(s) = [ det(l — g 0@ p=deole) HL(Ap, Qp)f)~!
i=1

2
x [[ detx(1 — q~°¢', Hiy, (U, D(A)T) D
1=0

DEMONSTRATION. On peut en effet décomposer la fonction L de Hasse-
Weil de la maniere suivante :

T det(1 — g oo)ms) 3 (Ap, Q)"
z€|S\U|
x ] det(l — g~ 9@ oo H] (Ap, Q)"

Or d’apres le critere de Néron-Ogg-Shafarevitch [S-T], 'action du groupe
d’inertie sur la cohomologie est triviale en les points de U. D’autre part,
d’apres [Mi,VI1,4.2], HL(Ar, Q) = HL(Az,Q;), pour tout point x de U.
On déduit alors de [K-M], pour tout point fermé x de U, I’égalité :
det(l o tdeg(m)gp—deg(x)7 Hl(Aj, Ql))
= det(1 — "9 Fy, H Yy (Ag /W (R(2))))
= det(1 — t*@F, D(A,)),
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ou D(A;) est la fibre en x de D(A) muni de I’action de Frobenius F, induite
par le Frobenius sur A, qui éléve a la puissance |k(z)|-iéme les sections de

son faisceau structural. Ainsi la partie de la fonction Ly, sur U est bien
égale a la fonction L de D(A). O

Nous sommes en mesure de donner une expression entiere de la fonction
L de Afp en les points ou la variété a bonne réduction. Rappelons tout
d’abord le résultat de [LS-T].

PROPOSITION 1.5. Soient X*/W (k) propre, lisse et intégre, ot la log-
structure sur X# est induit par un diviseur a croisement normaux union
finie de composantes lisses. Soit X}i sa fibre spéciale, E un F-cristal non
dégénéré localement libre de rang fini E sur X,E/Wet E' le F-isocristal
surconvergent sur X/W associé. Alors le frobenius de Xg et celui de E
induisent un endomorphisme F* sur la cohomologie du cristal qui devient
un automorphisme aprés tensorisation par K (cf [H-K,3.2]). De plus on a un
isomorphisme de K-espaces vectoriels compatible aux actions de frobenius :

i

cris(

X[/W,E) @ K ~ H}; (

X} /K, E").

DEMONSTRATION. L’horizontalité du Frobenius de E par rapport a la
connexion a poles logarithmiques implique que les endomorphismes residus
de celle-ci le long des composantes lisses du diviseur ont pour unique valeur
propre 0. L’hypothese de [LS-T, 4.2,(ii)] est ainsi satisfaite et ’assertion en
résulte aussitot. [

Revenons a présent a nos hypotheses 1.2. On obtient alors le résultat
suivant :

COROLLAIRE 1.6.

2
L(U,D(A),t) = [ [ detx (1 — tqb', H!

cris
=0

(%, D(GHV)) V™,

ot ' est linverse de laction de frobenius sur D(G?)V, le cristal dual de
D(G?).



284 Fabien TRIHAN
DEMONSTRATION. Comme U est lisse, on a d’apres [E-LS]

it+1

2
L(U,D(A),t) = [ [ detx (1 — tqt", H,, (U, D(A)™))Y
=0

Comme le foncteur qui associe & un F-cristal sur S* un F-isocristal surcon-
vergent sur U respecte le Hom, on en déduit que D(G*)" induit D(A)TV.
D’autre part la courbe S/F se releve en un schéma propre et lisse S/W (F)
d’apres [SGA1,II1,7.4]. On peut également relever la log-structure de S as-
sociée aux points de mauvaise réduction de maniére a obtenir un schéma
propre et log-lisse S*/W (F,). 1l suffit en effet de montrer que 1'on peut
relever un point fermé = de S en un diviseur lisse de S. Or x/F se releve
en le schéma affine D := Spec W (k(zx)) propre et lisse sur Spec W (F). Par
lissité, le morphisme x — S se reléve pour tout n en un morphisme D,, — S,
et par propreté ceux-ci induisent un morphisme D — S. On vérifie aisément
que D est le diviseur lisse de S souhaité. L’assertion résulte alors de 1.5. [

2. Etude en les Points de Mauvaise Réduction

Nous nous proposons de donner une expression p-adique de la fonction
L de Hasse-Weil de Af en les points de mauvaise réduction grace aux pro-
priétés de son modele de Néron.

2.1 Nous conservons les hypotheses et notations 1.2. Le modele de Néron
G/S de A est semi-abélien, c’est a dire qu’en tout point fermé x de S, on
a une suite exacte :

0—-T, — G, — B, — 0,

ou G¢ est la composante neutre de G, T, est un tore et B, une variété
abélienne.

Soit X (z) := Hom(Ty, Gy,), le groupe des caracteres de T et S, les
points de S ou le rang de X (x) est égal a r. En posant pour tout r, G,
comme étant la restriction de G a S,, on déduit de [C-F,p.13] que sur S,
G, est globalement extension d’un schéma abélien B, par un tore T,.. La
variété abélienne duale A% de Ap a elle aussi réduction semi-abélienne,
de méme rang torique et abélien ([SGA7,1X,2.2.7]). Ainsi si G'/S est le
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modele de Néron de A%, G). est extension d’un schéma abélien B, (dual de
B, d’apres [SGAT7,IX]) par un tore 7). Posons pour tout r :

Li(s) = ] det(1 —q 0@ HL(Ap, Q') ™"

On a donc avec cette définition :

Lag(s) =[] L+(s).

D’apres [S,p.497], pour tout point x de S,, HY(Agz, Q)= = Vi(GZ) (—1).
La suite exacte :

0 — VI(T} 2)(=1) = Vi(G2) (=1) = Vi(Byz)(=1) = 0,
permet alors de décomposer L,(s) de la maniére suivante :

Ly(s)= ] det(1 — g 0@t vy(T) )(~1)) !

x T det( — g-steat@lpmdes®, vi() ) (~1)) .

On note L(s) et Lp:(s), les parties torique et abélienne de L, (s).

REMARQUE 2.2. Sir > 0, les F-isocristaux D(B,)x et D(T})x sont
surconvergents, puisque S, est fini donc propre sur F,. Pour r = 0, Sy est
I'ouvert dense de S sur lequel Ar a bonne réduction. La surconvergence de
D(By) g résulte alors du paragraphe I.

LEMME 2.3. Pour toutr, on a :

2dim(Sr)

Ly (s)= [ detx(1—q*¢" Hyyyo(Sr, D(B,)) Y
1=0

i+1

DEMONSTRATION. On peut montrer en utilisant la suite de Kummer
qu’on a un isomorphisme :

VZ(B;@)(_U = Helt(BT,:E, Q).
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On déduit alors de [K-M] et de maniére analogue & 1.4 que :
det(1 — q=40(@) ,=des(®) yi(B! )(~1)) = det(1 — ¢—**) F,, D(B,,)).

Etant donné la surconvergence de D(B, )k, ’assertion est alors immédiate.
O

LEMME 2.4. Soit X(T)), le dual de Cartier de T, (qui est donc un
groupe p-divisible étale), alors la partie torique de la fonction L de Hasse-
Weil de Ap a pour expression :

Lry(s) = detic (1 — ¢ °¢, H}yy (S, D(X(T;))1) .
DEMONSTRATION.  D’apres [SGAT7], Vi(T; ;)(—1) = X(T} ;)" ® Q; ou
X(T))V est le dual de Pontryagin de X(7)). D’autre part, d’apres [B-
M,2.2.3], X(T; )" ® K(z) ~ D(X(T},)) ® K(x) ou K(x) = FracW (k(x)).
On en déduit que :

det(1 — g1 =0 V(T) 1) (1)) = det(1 — ¢~**@) By, D(X(T},))).

Or D(X(T;,)) = D(X(T})z) et I'assertion est alors claire. [J

T

On déduit immédiatement des lemmes 2.3 et 2.4 :

THEOREME 2.5. En reprenant les notations ci-dessus, la fonction L de
Hasse-Weil de Ap a pour expression :

it+1

2
Lag(s) = [[det(t = q*¢', Hysg (S0, D(Boy) )Y
i=0

x [T(det(t = g6, Y, (S,, D(B,))).

r>0
det(1 — g ¢, Hy (S, D(X(T)))1))

rig
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3. Log-isocristaux Convergents et Réduction Semi-stable

(3.1) Supposons que la variété abélienne Ap/F est a réduction semi-
stable au sens [H-K], i.e. qu’elle admet un modele propre X/S tel qu’en
tout point x; de mauvaise réduction, X, soit un diviseur a croisement
normaux de X. On en déduit un morphisme propre, log-lisse et de type
Cartier f : X¥ — S% les log-structures sur S et X étant induites par les
diviseurs & croisements normaux (z;) et (X;,). On ne sait pas a priori si
le faisceau cristallin R* feris «Oxs /W (F,) €St un cristal. Il nous faut donc
passer par un autre coefficient : le log-isocristal convergent & la [O3] dont
nous rappelons a présent la définition.

DEFINITION 3.2. Soient k un corps parfait, W son anneau des vecteurs
de Witt, K = Frac(W) et S*/k un k-log-schéma séparé, de type fini, fin et
saturé.

(i) Un élargissement de (S*/W) est un couple (T*%, s7) ot T* est un log-
schéma formel (pour la topologie p-adique) localement noethérien, de sous-
schéma de définition St et s une fleche de Sgp (ou la log-structure sur Sy
est la log-structure image inverse de T%) vers S* tel que la log-structure de
SﬁT soit isomorphe & I'image inverse de celle de S par sy.

(ii) Si l'idéal de définition de T est p.Or (resp. un idéal a puissances
divisées) I'élargissement (7%, s7) de (S*/W) sera appelé élargissement p-
adique (resp. p.d.-élargissement).

les morphismes et les recouvrements d’élargissements sont définis de la
maniere habituelle ([02]) et ceux-ci induisent le site Fl(S*/W) (resp. p —
EI(S*/W) et p.-d.-EI(S*/W)).

(iii) Un isocristal (p-adiquement) convergent E sur S*/W correspond a la
donnée d’une famille Ep de Op ® K-modules cohérents indéxée sur le site
EI(S*/W) (p — EI(S*/W)) et pour tout morphisme v : 7" — T de ce
site, d’un isomorphisme 0O, : v*Ep ~ Ep vérifiant les conditions cocycles
habituelles. On notera I'soc(S*/W) la catégorie des isocristaux convergents
sur S*/W.

(iv) On appelle F-isocristal convergent sur S* /W, un isocristal convergent
E sur S*/W muni d’un isomorphisme ® : F*E — E, out F : S* — S¥ est le
Frobenius absolu de S*. Ceux-ci déterminent une catégorie que I’on notera
F — Isoc(S*/W).
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Nous inspirant largement de [LS-T], nous montrons & présent comment
associer a un (log-)isocristal convergent un isocristal surconvergent. Nous
conservons les hypotheses et notations de (3.2).

PROPOSITION 3.3. Soient E un isocristal convergent sur S*/W, S*
Vouvert de S sur lequel la log-structure de S* est triviale et j : S* — S
[tmmersion ouverte associée. On peut alors associer a E un isocristal sur
S* surconvergent le long de S\ S*. De plus la construction est fonctorielle
par rapport & E et par rapport & tout morphisme de log-schémas S — S

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord qu’il existe une immersion
fermée exacte i : S* < Y*, on Y*/W est un log-schéma formel lisse. Soit
Tsn(Y) Dlélargissement p-adique universel du (n — 1)-ieme voisinage in-
finitésimal de S dans Y ([O1,2.5]). Munissons celui-ci de la log-structure
image inverse de celle de Y*. Soient T} (resp. Y1) la réduction modulo p de
Tsn(Y) (resp. Y). Par définition les fleches canoniques 77 — Y7 — Y et
T, — S — Y sont les mémes. Comme de plus I'immersion ¢ est exacte, on
en déduit que T, (Y) définit un élément de p — EI(S*/W) noté T}. Pour
n variables les T} forment un systéme inductif de p — El (S¥/W). D’apres
[Be,2.3.4], la donnée des E,, := e compatibles aux morphismes de tran-

sition Tﬁ — Tf; 41 est équivalente a la donnée de faisceaux &, sur les tubes
fermés [S]y ,1/» munis d’isomorphismes :

<c/‘n-l-l | [S]Ypl/n ~ &Ep.

Finalement ces derniers se recollent en un faisceau cohérent £ sur le tube
ouvert |S[y et en appliquant le foncteur 4 & &, on obtient finalement un
J T(’)] s[y-module cohérent E;L,

la construction précédente est fonctorielle par rapport a l'immersion
fermée exacte S* — Y*, ie. étant donné un carré commutatif entre im-
mersions fermées exactes :

S/ﬁ s Y’
u | lw
St Yt

et un isocristal convergent E sur S*/W, on a :

Vi Bl ~ (u*E){,,
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Ceci résulte du fait que le carré commutatif ci-dessus induit un systeme
inductif de fleches :
T (Y')F — T (Y,

induisant a leur tour un systeme projectif d’isomorphismes :
,U*ETS’"(Y)’:‘ >~ (U*E)Ts/,n(y/)u'

Le reste de la démonstration est analogue & [LS-T]. Il consiste & vérifier :
1) Si on a une immersion fermée i : S* < Y# se factorisant en une immersion
fermée exacte 7' : S* < Y”* suivie d’'un morphisme log-étale u : Y# — Y# le
jTO] s[,,-module cohérent associé est indépendant de la factorisation ([LS-
T,2.3]).
2) la construction précédente est fonctorielle par rapport a I'immersion i
([LS-T,2.4)).
3) La construction 1), toujours possible locale-étalement, se recolle et per-
met d’associer a F un isocristal sur S* surconvergent le long de S\ S* de
maniere fonctorielle par rapport a E et par rapport a tout morphisme de
log-schéma S" — S* (|[LS-T,2.5]). O

REMARQUE 3.4.
(i) On peut également associer & tout F-cristal non-dégénéré sur S* /W, un
F-isocristal convergent ([03,2.5]). De plus, le foncteur composé :

(F — cristal non — dégénéré sur S*)W) — F — Isoc(S* /W)
— F — Isoc'(S* — S/K),

est le méme que celui de [LS-T, 2] resteint aux F-cristaux non-dégénérés.
En effet, si dans [LS-T], on se restreint & un F-cristal non-dégénéré E,
on peut associer a celui-ci dans [LS-T,2.1] un faisceau sur le tube ]S et
non simplement un faisceau sur un voisinage strict. Comme dans le cas
non-logarithmique, il est alors clair que le foncteur a la Ogus et celui a la
Berthelot coincident.

(ii) La construction de la proposition précédente est en particulier foncto-
rielle pour le morphisme de log-schéma : S* — S ol S* est muni de la
log-structure triviale. On en déduit que le foncteur restriction :

Isoc(S* /W) — Isoc(S* /W)
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est identique au foncteur composé :

Isoc(S*/W) — Isoc! (S* < S/K) — Isoc(S*/W).

Nous reprenons les hypotheses et notations de 3.1. Pour tout élargisse-
ment p-adique (T%, s7), on note Xgﬂ = Xt x g SﬁT et fr, le morphisme de
topos :

(X%/Tﬁ)Cris - TZa'r-

Faltings a montré le résultat suivant dont nous rappelons la démonstration :

ProrosiTION 3.5 ([F,1,(f)]). Les Or & K-modules cohérents
leT*Oxi}/Tﬁ ® K induisent pour (Tﬁ, st) €largissement p-adique variable,
un isocristal p-adiquement convergent sur Sﬁ/W. De plus ce dernier se
prolonge en un F-isocristal convergent que nous noterons D(X ).

DEMONSTRATION. L’assertion étant de nature locale, on peut supposer
que S se releve en un schéma formel lisse S et les points x; se relevent en
un diviseur & croisements normaux D de §. On peut également supposer
que le frobenius de S* se releve en un morphisme F : S* — S* qui est alors
plat. D’apres [F,1,(b)], 'immersion diagonale

St Sty S
se factorise en
S S(1)F — SF Xy SF,

telle que le morphisme de gauche soit une immersion fermée exacte. Alors
S* est un élargissement p-adique universel de S* dans S¥. On note d’autre
part T(1)f Pélargissement p-adique universel exact de S* dans S(1)%, i.e.
lélargissement p-adique universel de S dans S(1) muni de la log-structure
image inverse de celle de S(1)f. Les projections :

S(1) — S,

étant plates, on déduit de maniére analogue a [O3, 3.16] que les projections
sur les élargissements p-adiques :

pi:T(1)— S
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le sont également. Ceci permet de montrer en utilisant le théoreme de
changement de base log-cristallin ([K,6.10]), qu’on a un isomorphisme de
Or(1)-modules cohérents :

€: 3R f5.O0xz 5t = Pi R f5.Oxz st

On vérifie que celui-ci vérifie la condition cocycle habituelle sur T'(2). No-
tons Es = leS*OXﬁ/Sﬁ ® K. Alors, on montre de maniere analogue
a [01,2.11] que (Es,¢) définit un isocristal p-adiquement convergent sur
(S%/W). Nous allons munir ce dernier d'une structure de F-isocristal p-
adiquement convergent. Considérons le carré cartésien suivant :

X% - Xt
frl Lf
st Lo

D’apres [H-K,2.24], le frobenius relatif de S* induit un isomorphisme :
)*(/S K ® RIJ(:/S>1<(9X’11/‘S'ﬁ ~K® leS*OXﬁ/Sﬁ-

Or le morphisme F sur S étant plat, on déduit du théoreme de changement
de base :

F*leS*OXu/Su ~ leé*oxlu/su.

On obtient ainsi par composition un isomorphisme de Frobenius :
®:F*Es ~ Es.

On vérifie que ce dernier est compatible a la stratification e. On déduit
alors de [F,1,(f)] que Es est libre et donc en particulier plat et le reste de
la démonstration est analogue a [01,3.1]. O

Nous pouvons a présent appliquer ces résultats a la fonction L de Hasse-
Weil d’une variété abélienne Ap/F a reduction log-lisse. Nous conservons
les notations du (3.1).

THEOREME 3.6. Soit Ap/F une variété possédant un modéle propre et
log-lisse X* sur S*. Soit AJU le schéma abélien induit sur l'ouvert U de S
ot la log-structure est triviale.
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Alors le F-isocristal convergent D(A)g sur U se prolonge en un F-
isocristal surconvergent D(A) et la fonction L de Hasse-Weil de Ap/F
a lexpression (1.4.1).

DEMONSTRATION. Le F-log-isocristal —convergent D(X®)x sur
St /W (F,) construit dans la proposition 3.5 induit grace & la proposition
3.3 un F-isocristal surconvergent sur U, noté D(A)T. D’apres la remarque
3.4,(ii) ce F—isocristal surconvergent prolonge bien le F'—isocristal conver-
gent D(A)k et Passertion se déduit alors de maniere analogue au corollaire
1.4. 0

REMARQUE 3.7.

(i) Nous avons démontré la surconvergence du F-isocristal D(A)x dans le
cas ou Ap a réduction semi-abélienne ou semi-stable. Il est conjecturé que
ce soit toujours le cas et [E2] a démontré ce résultat dans le cas ot le schéma
abélien est muni d’une polarisation de degré premier a p.

(ii) D’apres la remarque 3.4, (ii) on a pour tout point fermé x de U un
isomorphisme entre la fibre en  de D(A)f et celle de D(X*)g. Le résultat
de Faltings [F,2.2] implique donc que

2
L(U,D(A), 1) = [ [ detrc(1 — 16", Hippy, o(S*/ K. D(XF) ) V.

conv,c
=0

Nous nous interessons a présent aux places ou la variété a mauvaise réduc-
tion. Nous ne pouvons obtenir hélas qu’un résultat dans le cas des courbes
elliptiques.

LEMME 3.8. Soit A/F une variété abélienne possédant un modéle pro-
pre et semi-stable X/S. Alors, en tout point fermé x de S,

HY(Ap, Q) ~ HY( Xz, Qo).

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme local des cycles invariants
([D,3.6]), la fleche de spécialisation induit une fleche surjective :

HZ(Xz, Qi) — Hy(Ap, Qi)'
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Il reste & montrer que cette fleche est injective pour i = 1, i.e que la fleche :
m(Ap) — m(Xz)
est surjective, ce qui résulte de [SGA1,X,2.4]. O
Ce résultat ne sera pas utilisé par la suite.

PROPOSITION 3.9. Soit Ap/F wune courbe elliptique possédant un
modéle projectif et semi-stable X/S. Alors en tout point x de mauvaise
réduction, on a :

det(1 — 1790 o= 19) FL (AR, Q")
= det(1 —t49@ F, H . (X5 /W (k(z))H)NV=0),

cris
ou W (k(x)) est muni de la log-structure induite par celle sur k(x) envoyant
1 sur 0 et N est l'opérateur de monodromie ([H-K]).

DEMONSTRATION. D’apres [Mo, 6.3.3], en tout point z de mauvaise
réduction, on a :

_1)i+1

2
H det(1 — 179 =49 [t (AR, Q)le)(
1=0

(Xg/W(k(x))ﬁ)N:O)(_l)i-H.

cris

2
= [[ det(r — t*™) F,, H
=0

Or on peut identifier
det(1 — 179) o= 29) HO, (X, Q)"

et
det(1 — t%9) Fy HY  (XE/W (k(2)H)N=0),

cris

ou l'inertie agit trivialement et la monodromie est la fleche nulle. Par dualité
de Poincaré (dans le cas log-cristallin cf [Ts]), on peut donc également
identifier les termes en H? et donc finalement les termes en H'. O
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COROLLAIRE 3.10. Sous les hypothéses de 3.9, on a

(1) Lag(s Hdet g I Fy Hi o (XE /W (ki) )N =0) !

x HdetK (1 —q %", Hiyy (U, D(A)T) D",
=0

(i) Lap(s) = [ det(t — g9y, Hyy(Xo /K (2)) 7",

ot ©, est automorphisme de Frobenius induit par le frobenius de X,.

DEMONSTRATION. L’assertion (i) résulte immédiatement des proposi-
tions 3.9 et 3.6. En les points de mauvaise réduction, on a d’apres [Ch,4.11] :

Heio(XE/W (k(2))V=0 © K (2) = Hyyy (X0 /K ().

D’autre part, on a vu (cf 1.4) que la partie de la fonction L de Ar en les
points de bonne réduction est la méme que la fonction L associée & D(A)T.
Celle-ci est par définition ([E-LS,6.6]) :

LUD(A) ) := [ det(1 — "W, HY, (k(z)/K (x),2*D(A)")) .

Or on a également :

Ho(k(2)/ K (2), 2" D(A)Y) = Hoyp, (k(2)/ K (2), 2" D(A) k)
_ngg( SC/K(‘T))a

d’apres [01,3.7.1]. Ainsi, 'assertion (ii) en découle aussitot. O

REMARQUE 3.11.
(i) L’argument de la proposition 3.9 n’est plus valable en dimension
supérieure. Ceci méme en admettant la conjecture monodromie-poids de
[Mo,3.27] car il demeure dans ce cas difficile de comparer les termes en H'
[-adique et log-cristallin.
(ii) Le lemme 3.8 et I’assertion 3.10 (ii) nous amene a poser la question suiv-
ante : existe-t-il un analogue & [K-M] permettant de comparer les polynémes
caractéristiques de I'action de frobenius sur la cohomologie [-adique et rigide
dans le cas semi-stable?
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4. Réduction Potentiellement Semi-abélienne

Dans cette derniere partie, nous nous intéressons au cas de la réduction
potentiellement semi-abélienne (des résultats analogues pouvant d’ailleurs
étre obtenus dans le cas de réduction potentiellement semi-stable, via le
chapitre 3). On se réferera a [Ku] pour une étude de ces différentes hy-
potheses. Celui-ci a en particulier démontré que ’hypothese de réduction
semi-abélienne implique (seulement!) celle de réduction potentiellement
semi-stable.

LEMME 4.1. Soient X/k un schéma affine et lisse sur un corps par-
fait k de caractéristique p, m : X' — X un morphisme surjectif étale et E
un F-isocristal convergent sur X. Si w*E se prolonge en un F-isocristal
surconvergent E'T, alors E se prolonge également & un F-isocristal surcon-
vergent.

DEMONSTRATION. L’assertion est due & [E2,lemme4]. O

PROPOSITION 4.2.  Soient U/k un schéma affine lisse sur un corps k
parfait de caractéristique p et E un F-isocristal convergent sur U/W (k).
Soit un morphisme fini et étale w : U' — U tel que U’ soit 'ouvert d’un log-
schéma propre et lisse S’ﬁ/k, sur lequel la log-structure de S devient triviale
et tel que ™ E se prolonge en un F-log-isocristal convergent sur S" /W (k).

Alors E se prolonge en un F-isocristal surconvergent sur U.

DEMONSTRATION. Comme 7*F se prolonge en un F-log-isocristal con-
vergent sur S /W (k) alors celui-ci est en fait surconvergent sur U’ d’aprés
la proposition 3.3 et la remarque 3.4, (ii). On déduit finalement du lemme
4.1 qu’il en est de méme pour F. [

Ezemples 4.3.
(i) Soit G/S un groupe p-divisible étale & monodromie locale finie sur une
courbe affine et lisse S/k sur un corps algébriquement clos de caractéristique
p. Alors le F-cristal unité associé D(G) provient d’un isocristal surcon-
vergent Ef sur S d’apres [Crl]. En fait D(G) s’étend apres une possible
extension finie étale en un cristal (et donc a fortiori en un log-isocristal)
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sur la compactification (cf [Ts2]). On déduit de [E-LS] que la fonction L de
D(G) est égale a :

—1 i+1
m’g,c(Sa ET))( ) .

2
L(S,D(G),t) = [ [ det(1 — t¢', H]
=0

De plus cette derniére est en fait rationelle puisque les groupes de coho-
mologie sont de dimension finie d’apres [Ts1].
(ii) Soit A/U un schéma abélien sur une courbe affine et lisse U/k sur un
corps parfait de caractéristique p. On suppose qu’il existe un recouvrement
fini étale m: U’ — U tel que Ay se releve en un schéma propre, log-lisse,
de type Cartier X" /S ot S’ est une compactification lisse de U’.

Alors d’apres (3.5) et (4.2), D(A) provient d’un isocristal surconvergent
ET sur U et sa fonction L est donc méromorphe d’apres [E-LS].

(4.4) Nous reprenons les notations du (1.2), en supposant cette fois
que Ar/F est a réduction potentiellement semi-abélienne, i.e il existe une
extension finie (que ’on peut également supposer séparable (cf [SGAT7,IX]))
de corps de fonction algébrique en une variable L/K tel que A, se reléve
sur S/, la normalisation de S relativement & L, en un log-groupe p-divisible
G"*/S". le morphisme associé sur les courbes 7 : S’ — S est fini ([M,1.1]).
La fleche 7 est en fait génériquement étale, i.e. il existe un ouvert affine
dense U de S tel que 771 (U) — U soit étale. En effet, soit U’ := S’ \
support(Qg,/S). On a une fleche étale de f : U — S ([M,3.21]) et ainsi
U := f(U’) est un ouvert de S qui est contenu dans I'ensemble des places ol
Ap a bonne réduction ou de maniere équivalente Z := S\ U est un nombre
fini de points de S contenant les points ou Ap a mauvaise réduction. On
en déduit une fleche finie étale :

U” .= 7r71(U) — U.

Soient Z’, lensemble des points o A7 a mauvaise réduction et 2”7 :=
S"\ U”. On note A” le schéma abélien sur U” prolongeant Ay et A/U,
celui prolongeant Ap. Les diviseurs Z’ et Z” induisent respectivement sur
S’ une log-structure L’ et L” et un morphisme de log-schémas (S’, L”) —
(8", L") = S". Le F-log-cristal non-dégénéré sur S” associé & G /S’ donne
alors par restriction un F-log-cristal non-dégénéré sur (S’, L”) qui prolonge
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le cristal de Dieudonné de A”. D’apres 4.2, le cristal de Dieudonné as-
socié & A est donc surconvergent. On le note D(A)f. Nous avons ainsi
démontré que D(A)Jr s’étend apres un changement de base propre surjectif et
génériquement étale en un log-cristal. Ce dernier est donc quasi-unipotent
au sens de [Cr4,7] d’apres [Ts2,1.3.1].

Notons a présent Lz(Ap,t) la partie de la fonction L de Hasse-Weil
définie en dehors des points de Z. Nous avons démontré

THEOREME 4.5.

i+1

2
Lz(Ap,t) = [[ det(1 — qt6", H}, (U, D(A)™))Y

=0

ig

Comme U est une courbe affine lisse, nous savons d’apres [Crd] que la
cohomologie de lisocristal quasi-unipotent D(A)T est de dimension finie.
Nous nous proposons d’en donner une expression plus précise.

PROPOSITION 4.6. Soient k un corps parfait de caractéristique p et un
diagramme cartésien de k-schémas :

x 4 ox
T T
SN

tel que f est un morphisme fini de courbes lisses, U et U’ des ouverts affines
denses de X' et X et m un morphisme fini étale Galoisien de groupe G. Soit
ET un isocristal sur U surconvergent le long de X \ U. Alors

H:, (U E") ~ H!

rig rig(Ulvﬂ-*ET)G

DEMONSTRATION. Nous suivons dans un premier temps la démarche de
[Cr3,1.3]. Le morphisme f est propre, plat et d’intersection locale complete
puisque X est une courbe lisse. D’autre part, 'action de G se prolonge a X’
telle qu’on ait X’/G = X. On peut alors trouver un relévement formel lisse
X /W (k) et un relevement f : X’ — X de f d’intersection locale complete.
Soit U (resp. U'), la restriction de X & U (resp. U’). Alors l'action de G se
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releve de maniere unique a U’ /U et d’apres [Crl,3.2.2], il existe un voisinage
strict V' de U dans X" tel que

V=1 Y (V)= V

soit un morphisme fini étale. De plus I’action de G se prolonge a V' tel qu’on
ait V//G = V. Quitte & restreindre V, on peut supposer que ET = jTEy
(cf [Be]) ou Ey est un Oy-module cohérent. On a alors d’apres [Cr3,1.3] :

(%) m (1" By)C = By

Soient V — Oy — mod, la catégorie des Oy-modules cohérents a connex-
ion intégrable et V — Oy [G] — mod celle des objets E de V — Oy — mod
munis d’une action de Galois tel que Iinclusion canonique E¢ «— FE soit
horizontale. On a un carré commutatif de foncteurs exact a gauche dans
des catégories abéliennes

V - Ov[G] — mod % K[G] — mod
LO¢ LO%

V — Oy — mod Lap K —ev
On déduit alors de maniere analogue a [E1,3.1.1] que :
(**) Hap(V,mum* By ) ~ Hyp(V, w7 Ev)©).

Comme U est une courbe lisse, on sait d’apres [C-LS,2.1.2] que la coho-
mologie rigide sur U se calcule comme une limite inductive des cohomolo-
gies de de Rham sur les voisinages stricts. La limite inductive commutant
d’autre part au foncteur ()¢, on déduit de (*) et en passant & la limite
inductive dans (**) que

Hi (U, ma*EYC ~ HE (U, EY).
Enfin comme 7 est fini étale, le morphisme 7, (défini dans [Cr2]) est exact
si bien que dans Iisomorphisme ci-dessus, le terme de gauche n’est autre
que Ht, (U, W*ET)G, ce qui acheve la démonstration. [J

g

Nous pouvons déduire de 1.5 et 4.6 le résultat suivant :
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COROLLAIRE 4.7.  On se place sous les hypothéses de 4.6. Soit de plus
E un F-cristal non-dégénéré localement libre de rang fini sur U/W tel que
7*E se prolonge en un F-log-cristal E' non-dégénéré localement libre de
rang fini sur X’ﬁ/W. Alors le F-isocristal associé a E est surconvergent
et méme quasi-unipotent. On le note ET. De plus sa cohomologie est de
dimension finie et posséde l’expression suivante:

H,, (U, BY) =~ (H]

cm’s(

X*/W,E") @ K)C.
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