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Sur une Classe d’Equations de Fuchs non Linéaires

By Patrice PONGERARD

Abstract. For nonlinear partial differential equations, with sev-
eral Fuchsian variables, we give sufficient conditions concerning the ex-
istence and uniqueness of a holomorphic solution and concerning the
convergence of formal power series solutions. We reduce the proof of
the theorems to the proof of the fixed-point theorem in a Banach space
defined by a majorant function that is suitable to this kind of equation.
We show how one can deduce the generalization of these results under
Gevrey regularity hypothesis with respect to the other variables.

Introduction

Le présent article concerne I’étude d’une équation de Fuchs aux dérivées
partielles d’ordre m, non linéaire.

Dans la premiere partie, cette étude est faite au voisinage de 1’origine de
C! x C? sous deux conditions définies au point (¢, z) = (0,0) ; la premiere
est une condition de Poincaré lorsque ¢ = 1 ou (lemme 6.2.6 de [4]) lorsque
m = 1 et la seconde est une condition spectrale. La question de ’existence
et de I'unicité d’une solution holomorphe a été traitée par N. S. Madi et M.
Yoshino [6] ; pour un opérateur d’un type moins général, R. Gérard et H.
Tahara [4] prouvent, en outre, que toute série formelle solution, de la forme

u= Y up(x)t* est convergente si les fonctions uz sont holomorphes dans
keN4
un méme polydisque ouvert centré a 'origine. Ces résultats ont été obtenus

d’une autre maniére par M. Miyake [7] pour une équation du premier ordre.

Dans tous ces travaux, l'estimation de 'opérateur D*Q ou Q est une
certaine perturbation de l'opérateur identique, conduit a des techniques
trés calculatoires. L’objet de la premiere partie est de simplifier la démon-
stration de ces résultats en la réduisant a celle du théoreme du point fixe
dans un espace de Banach ; I'idée essentielle étant la recherche d’une fonc-
tion majorante qui permette de stabiliser I'opérateur D*Q x D*Q. Nous
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précisons d’autre part que toute solution formelle u = 3 w(2)th €
keNd
C|[t, z]] est convergente, si seulement un nombre fini de coefficients uy sont

holomorphes au voisinage de 1'origine (théoreme 1.1).

Dans la seconde partie, on aborde ’étude de la méme équation, au voisi-
nage de lorigine de C} x RY, lorsque les hypotheses d’holomorphie par
rapport a x sont remplacées par des hypotheses de régularité Gevrey ; cette
question ne figure pas, semble-t-il, dans les travaux antérieurs. En reprenant
le formalisme des fonctions majorantes développé par C. Wagschal [8], nous
montrons comment déduire de la premiere partie une généralisation dans
des espaces de Gevrey.

Enfin, je souhaite remercier Claude Wagschal qui a bien voulu lire ce
travail et me faire part de ses remarques.

1. Equation Holomorphe

Les coordonnées d'un point (¢,z) de C? x C™ seront notées (t1,... ,1q,
Z1,...,Ty). L'opérateur de dérivation par rapport a la variable ¢; (resp.
x;) sera noté Dy, (tesp. D;) et nous poserons D} = Dii Di‘; et DY =
D' --- D&~ pour tout | = (i, ... ,l;) € N9 et tout o = (av1,... , ) € N™.
On considere un opérateur différentiel linéaire de la forme

alt,e, D) = 3 alt, )t D

ltI<m

ou 'entier m est > 0 et les fonctions a; sont holomorphes au voisinage de
Porigine de C?x C™. On associe a cet opérateur le polynome d’indéterminée

T = (T1,...,T,) a coefficients constants
q lifl
P = aO]][[(T-v)
[11<m i=1v=0
ot 'on convient que [ = 1 ; en notant tDy = (t1 Dy, ... ,t4Dy,), on obtient
0
la relation " a;(0)t' DL = P(tD;). Nous supposerons que P satisfait & la
ll|<m

condition suivante.

(1.1) Il existe une constante ¢y > 0 et un entier pg > 1 tels que
' |P(k)| > co|k|™ pour tout k € N? de longueur |k| > p.
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On considere alors I’équation

a(t,z, Dy)u(t,x) = > ap(t, a:)tlDfu(t,a;) + f(t,a:,Du(t,x)),
(1.2) { (Lhyec

u(0,z) =0,

ou

Du = (Dﬁu)ﬁeB, DPu=t'DI'Du, = (I,h,a),
Bc{(l,h,a) eNIxNIxN"; |l| >|h| et |h|+|a| <m} est un ensemble fini,
n' = cardB, y = (yg)sen € c”,

f(t,z,y) est une fonction holomorphe au voisinage de l'origine de C% x C" x
C" vérifiant
of
f(0,2,0) = ——(0,x,0) = 0 pour tout x et tout
(1.3) 0yg
B = h,a) tel que |I| = [h] ;

les fonctions a;;, sont holomorphes au voisinage de 'origine de C? x C™ et L
désigne une partie de I’ensemble {(I,h) € N9 x N% |l| = |h| < m et | # h}.

On suppose enfin qu'il existe ¢ = (¢1,... ,¢y) € (R%)9? tel que
(1.4) r(¢) <coour(Q)= > lam(0)[¢"".
(Lh)eL

On a alors le théoreme suivant.

THEOREME 1.1 1. Sipg = 1, I’équation (1.2) admet une unique solu-
tion holomorphe au voisinage de 'origine de C? x C" ; il s’agit, en outre,
de son unique solution dans l’espace C[[t,x]] des séries formelles.

2. Sipo>1etsiue Cltx]] est une solution formelle de ’équation
(1.2) telle que les séries DFu(0,z), |k| < po, sont des séries entiéres con-
vergentes, alors u est une série entiére convergente.

REDUCTION.  On écrit d’abord, pour les 8 = (I, h, «) tels que |I| > ||,
DAy = =V Dy ott D¥'u = t' DD, I € N étant choisi de sorte que
[ —1">0et [l'| =|h|. On peut ainsi se ramener &

B {(l,h,a) € NI x N? x N"; [I| = |n| <m — |a|}
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et

(1.5) f(0,2,0) = ﬁ(0,90,0) = 0 pour tout z et tout S3.

83//3

En divisant par ¢g et en utilisant le changement de variables ¢ — ((it1, ... ,
(qtq) qui laisse invariant Popérateur P(¢D;), on peut ensuite supposer

co=1¢=(1...,)etr(()= > l|an0)| <L

(Lh) el

Finalement, la décomposition a;(t,z) = a;(0)+ (a;(0, ) —a;(0)) + (ai(t, ) —
a;(0,z)) et ap(t,z) = ap(0,z) + (aip(t,x) — a;n(0,x)) permet d’écrire
I’équation (1.2) sous la forme réduite

P(tD)u= >  bp(x)t!Dru+ f(t,z,Du),
(1.6) [L=|h|<m
u =0 pour t =0,

ol les fonctions by, sont des fonctions holomorphes au voisinage de ’origine
de C™ qui vérifient

(1.7) mﬂm:{?mm si (I,h) € L,

sinon.

LE CAS pg =1. Pour démontrer le point 1 du théoréme, on commence
par établir le

LEMME 1.2.  Soit D un polydisque ouvert centré a l’origine de C] x C™.
L’opérateur P(tDy) est un automorphisme de l’espace vectoriel des fonctions
holomorphes dans D qui s’annulent avec t ; son inverse Q est défini par

ﬁDfu(O,x)

(1.8) (Qu)(t,z) = WP

k[ >1

PREUVE. Soit u une fonction holomorphe dans D vérifiant u(0,x) = 0.
Vu que (tDy)'t* = E'* pour tout (k,1) € N9 x N9, on a P(tDy)u(t,z) =
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tk
Z EP(k‘)Dfu(O,m) dans D, ce qui montre que P(tD;) est injectif car
lk[>1
P(k) # 0 ; son inverse est donné par la série formelle

DyDu(0) .
— —t T A ko
Cu > KlalP(k) "
(k,a)ENI XN
|k|>1

qui est, comme la série de Taylor de u en 0, absolument convergente pour
tout (¢,z) € D puisque |1/P(k)| <1, d’out le lemme. O

En remplagant u par Qu, l’équation (1.6) est alors équivalente a
I’équation

u= S bp(@)t'DFQu + f(t,z, Ru),
(1.9) lt|=|h|<m
u =0 pour t =0,

ot Ru = (Rpu)sen, Rsu = D"Qu.

La résolution de ’équation (1.9) repose sur le théoréme du point fixe
dans un espace métrique complet ; cet espace métrique complet sera une
boule fermée de 'espace de Banach associé a une certaine fonction majo-
rante. Plus précisément, si ® € R4 {t,z} est une série entiére convergente
a coefficients > 0 c’est-a-dire une fonction majorante, rappelons que le
sous-espace vectoriel des fonctions holomorphes au voisinage de 1’origine de
C! x C»

{ueC{t,z}; Ic>0, u < cd}

est un espace de Banach pour la norme
min {¢ > 0; u < cP}.
Le point fixe sera obtenu pour une fonction majorante de la forme
®(t,x) = 09(r,§)

ouo =1t + -+t ¢ € Ri{r,&}, 7 = po, p est un parametre > 1 et
E=x1+ -+ x,. Lespace et la norme associés a cette fonction majorante
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seront notés Bg et || ||. Indiquons ensuite le choix de ¢. Rappelons ([8])

o5 n
que si 0 désigne la fonction majorante 0(§) = > (ni—l)g, il existe K > 0 tel
n=0

que 62 < K6 ; la fonction majorante pr(¢) = K10(¢/R), R > 0, vérifie
alors

pr(0) = K~ ' et o < ¢p.
Etant donné un entier s > 1 et un réel R > 0, nous poserons

oo

_ TstpsoR(ﬁ)
(1.10) ¢(T,f)—; o

Cette série converge, d’apres les inégalités de Cauchy, pour |7| < 7° et
€] < R —r quel que soit  €]0, R], soit pour |7|*/* +|¢| < R ; il s’agit donc
bien d’une fonction majorante.

En outre, on a

(1.11) ¢* < .

En effet, si a; = ngoR/j!, cette inégalité s’écrit Zp: Qsp—sjsj K agp ;5 elle
P sp =
s’obtient en remarquant que ) ... < Y agp—ja; < agp par dérivation de
Jj=0 Jj=0
©% < @r. L'espace By, | |l¢, associé a ¢(7,€) est donc une algebre de
Banach et, comme ¢(0) = K~ !, la proposition 2.3 de [8] énoncée ci-apres
est encore valable.

PROPOSITION 1.3. Soient u € By et R' > 0 tels que || u ||4< R, alors
la fonction R'/(R' — ) appartient & Uespace By et

/

[ull
7 —u < <K+ R,—>¢(T7§)

—lully
Nous utiliserons également les propriétés suivantes.

LEMME 1.4. Il existe une constante L (= 1/4) telle que, pour tout 0 <
R<L,

(p+q)!

a. DpQOR < DerqQOR? v(pa Q) € N2‘
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Soit n > 1, il existe ([8]) ¢ = ¢(n) > 0 tel que, pour tout 0 < R < L,

nk
b. — = < (1, §).
nR—(7+¢)
PREUVE. a. Il suffit de montrer que DPpp < ﬁDp“goR, soit DP <«
e e ! -1 1! :
p+1 R pp+lg . cette inégalité s’écrit % < gﬁ%' La suite
2
(% ) étant décroissante, L = Ir)rg}g E;Q convient.
2
b. D’apres le lemme 2.4 de [8], en prenant ¢ = Slellr\)TK (n:;nl) ,ona 77R <
n

cpr. 1l suffit donc que pr(7 + &) < ¢(7,€) ; on peut conclure car d’apres
la propriété a,

0o 0o Dsp
(T+8) = Z < pri(;i;;@ — ¢(7,¢). O
=0 p=0

Choisissons dés maintenant et pour toute la suite de cet article 'entier
s > max(1,2m).
L’intéret essentiel de la fonction majorante ¢ réside dans le lemme suivant.

LEMME 1.5. 1l existe ¢ > 0 tel que, pour tout a,a’ > 0 et tout 0 < R <
L, la propriété suivante soit vérifiée : soient u < a® et v’ < a'®, alors
pour tout B,v € B
Rau < cp~lag,
{ RpuRyu' < cptad ®.

PrReUVE. Si 8 = (I,h,a) € B, rappelons que [[| = |h] < m — |af et
Rgu = t'D} D*Qu ; il résulte de la définition (1.8) de Q que

Z tFH=R (k1 — h)! DY Du(0, z)

Rpu = (k+1—=h)! (k—h) P(k)

k|>1k>h
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Etant donné que 5—,!! < ||p, ‘!! quels que soient p > p’, on a
(kt+i-n) 1 _ |k 1 \k:]'h‘.
(k—n)t |[P(k)| — (k| = [R))|E™ — |k[™
On a dautre part, D°DFu(0,z) < aD*DF®(0,2) = ap* =1k -
DD TloR(E) car ®(t,x) = o¢(7,€) et T = po ; donc, d’apres le lemme
GE=1)

(s([k] = 1) +Jat DM"V+mepp

k(0. 2 aolF=1EN .
S () [ (VR

Vu que

IR - - a
k"™ (s(Jk| — 1) + |a)! < (5(\k\ 1)+m)\ ‘SC,
k™ (s([k] = 1))! K|
on en déduit (en changeant k + 1 — h en k)
Ds(kl=1)+m
(s(Ik[ = 1) +

Dsptm
—cp az p+1 YR .

Rou < opla 3 L o e,

|k|>1
de méme, comme p~l7 =07,
Dsp—l—mng Z p—|—1D sptm ©OR

RguR v < cp~tad o P
B Y P Z 3p+m)

Posons a; = Dipp/j!. Puisque m < s, d’apres le lemme 1.4-a

ZTP Asptm K ZTP+ s(p+1) << ¢(7- 5)

P P
Il reste a vérifier que ) agp—j)rmlsjtm < Gspy1)- Ona ... =
§=0 j=0
Y. Gspram—jaj. Vu que 2m < s, on a d’apres le lemme 1.4-a et en
j€s[0,p]+m
dérivant go?% < YR

p
Z<< Z As(p+1)—j 5 K Og(p+1)- O

Jj=0 J=0
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Par ailleurs, on vérifie aisément que

u<®=t'DIou < @, sill| = |h| < m.

Existence et unicité de la solution holomorphe. On pose
et = bin — bin(0).

On écrit ensuite

0
Flwy) = Ftw,0)+ 2 91w, 0y + g(t,2,9)
peB VP

la fonction g est holomorphe au voisinage de l'origine et on a g(t,z,0) =

0
—g(t, x,0) = 0. On peut donc écrire

0yp

g(t, Z, y) - g(ta z, y/)

= > (gt 20,9 sy — ¥,) + kaq(t 2y, 90, (s — b))
BEB

ou les fonctions hg, kg~ sont holomorphes au voisinage de l'origine de
C? x C" x C" x C". On fixe une fois pour toutes n > 1, ro €lr(¢), 1],
Ry €]0,L] et R > 0 tels que les fonctions e, soient holomorphes dans le
polydisque A,r, = {x € C™; lrg]agcn |zj| < nRy}, vérifient

r(¢) + c(n) Z sup |ein| < 1o

1=[r|<m 2770

0
et tels que les fonctions —f (t,2,0), hg., ks, soient holomorphes et bornées

s
par M pour

/ / /
max |t <nRo, max |a;| <nlo, maxlys| <R, max|ys| <K'

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des
parametres 1,7, Ro, R', M déja fixés, sera notée ¢, sauf mention expresse
du contraire.
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D’apres les inégalités de Cauchy, on a pour tout 0 < R < Ry

nRk

gip KL sup |Ep|l—=——7""—,
| |77R—(T+€)

nRg
nR T R R
R—(r+6 MR =y =y,

hﬁﬁ’ kﬂ,’Y < M,r]

et, compte tenu de ’hypothese (1.5),

of nRoy nRo nRo  nRo
—(t,z,0) <K M —1 = co ,
3%( ) <7)Ro—<7 )URo—f nRy —onRy —§
d’ou of R
n
—(t,2,0) KL cO——F—.
oys ) S TR g

Pour tout @ > 0, nous noterons B’(0,a) la boule fermée de l'espace de
Banach Bg, B'(0,a) = {u € Bg; || u ||< a}.

ProPOSITION 1.6. Soit a > 0, il existe pg > 1 tel que pour tout
p > po et tout 0 < R < Ry, lapplication T : u— Z blh(x)tlDfQu +
lt|=]h|<m
0
Z —f(t, z,0)Rpu + g(t,x,Ru), de B'(0,a) dans Bg, soit lipschitzienne
BeB Oys
de rapport ro + cp~ ! + cp~La.

PREUVE. Soit u,u € B’(0,a), alors Tu — Tu' est une fonction holo-
morphe au voisinage de lorigine de C{ x C7 et il s’agit de la majorer.
D’apres (1.7), on a

Tu—Tu = ( Z alh(O)tlDfQ + Z Elh(x)tlD?Q

(Lh)eL |l|=[R|<m

af /
BeB 9yp )
+ Z (hﬁﬁ(ta x? Ru7 RUI)RIBURW(U — ul)
B,Y€B
o+ Ky (b, R, R YR Rog (= ).
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Etant donné que v —u' <|| u—1u' || ® et u,u’ < a®, on a d’apres le lemme
précédent
DO — ') < u— | ®,
Ro(u— ) < cp™ u—1 | 6
ReuR~(u—u'), Ryu'Rp(u —u') < cpta||u—u | @

et

| Rau s, || Rau' < ep™"a.

On choisit pg > 1 tel que cpg la <R /2 ; alors d’apres la proposition 1.3

R
nR — (1 +¢)

En utilisant le lemme 1.4-b, (1.11) et la relation ¢® < ® (car & = 0¢), on
obtient

hoys kao (t 2, Ru, Ru') < M(K +1)™ 6(7,€).

Tu—Tu < (ro+cp ™t +cpta)|u—u || .

Vu que 7 (0) = 0, il en résulte que les fonctions 7u et 7w’ sont bien définies,
appartiennent & Bg, leur norme étant < (ro+cp~'+cp~1a)a, et Papplication
T vérifie bien I'inégalité | Tu — T’ |< (ro+cpt +cp~ta) [[u—u'|. O

Nous allons en déduire la premiere conclusion du théoreme 1.1. Dans
lespace Bg, I’équation (1.9) s’écrit

u=Tu+vounv(tz)= f(tz0).

En effet, choisissons 0 < R < Ry tel que la fonction v soit holomor-
phe et bornée sur le polydisque Dyr = {(t,z) € C? x C"; max [t;| <

1<i<q
nR et max |zj| < nR} ; de méme que pour —— et d’apres le lemme 1.4-b,
1<j<n dyp
on a
1 nR N c(n)
v — sup [v|lo————— < b(R)D ou b(R) = —= sup |v|,
nRp,, nR—(1+§) MR D,g

autrement dit v € By et || v ||[< b(R). Soit a > b(R)/(1 — rp), pour tout
u € B'(0,a), on a donc

| Tutv < (ro+cp™ (1 +a))a+b(R) <a
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des que p > pg est suffisament grand. D’apres la proposition 1.6, cela suffit
pour que l'application 7 (e) + v : B'(0,a) — B’(0,a) soit une contraction
stricte, ce qui prouve le théoreme d’existence. On a également 1’unicité
car, si u et v’ sont deux fonctions holomorphes au voisinage de 'origine de
C? x C™ vérifiant 1’équation (1.9), on peut encore choisir 0 < R < Ry puis
a > b(R)/(1—ro) tels que u,u’ € B'(0,a) et p > pp tel que T (o) + v soit
une contraction stricte dans B’(0,a), ce qui prouve que v’ = u.

Unicité formelle. Etant donné que P(k) # 0 pour tout k € N¢—{0},
lopérateur P(tD;) est aussi un automorphisme, d’inverse Q, de l'espace
vectoriel des séries formelles de C[[t, z]] qui s’annulent avec ¢ ; I’équation
(1.6) est donc équivalente, dans C[[t, z]], & '’équation (1.9). L’unicité résulte
principalement du lemme qui suit. Soit u € C[[t, z]] une série formelle, on

peut écrire de facon unique u sous la forme u = > ug(x)t* ot uy, € Cl[z]].
keNd

LEMME 1.7. Si u vérifie l’équation (1.9), alors ug = 0 et pour tout

k#0,

(1.12) up = > bin(®)ChinUksnt
=] h]<m
1<k

= > DI [IC Y t* epr gD h—1)""]j=0

(A,u JEAp BEB 1<K |<p
k!>l

D}DY£(0,2,0)
% X

o p = |k, Ap={(\(#s)pen) € NUx N"™; 2 < |A\|+|u| < p ou
(IAL Jul) = (1,0)}, crn et cprp sont des nombres complexes, le module des
CLlh etant S 1.

k! 1 k!
PREUVE. Onat'D'Qu = v fhtl=h s _
natDiQu= > gmmput ol g
|k[>1,k>h
1
<1 pour |h| < m ; autrement dit, #DQu = 3 cunupin_it*
[Pk k[>T, k>

ou |cgn| < 1, d’out la premiere partie de (1.12). Soit U une fonction holo-
morphe au voisinage de l'origine de C{ x C” qui s’annule avec ¢ ; I'autre
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partie de (1.12) se déduit du développement limité & ’ordre p de la fonction
tef (¢, 2, RU(t,x)) dans lequel A, est défini d’apres (1.5) et > peut
I<|K |<p
étre substitué & . de la maniére suivante.
I<[K'[<p
Si |u| = 0, le résultat est évident ; on peut donc supposer 2 < ||+ |pu| <

p. En notant { = (£g)gen et 0 = (Ug)pep o &g = Y ... (resp.
I<|k | <p

6g= > ...)est un polynome en ¢ de valuation > 1 (resp. > p), on a
|k |=p

(€+op=¢+ > (1)ero

v<p

ou chaque terme £”6#~" est un polynéme en ¢ de valuation > |u|+p—1;en
effet, on a [v|+|u—v|p = |ulp—|v|(p—1) = |plp+(1—|u])(p—1) = |u[+p—1
car v < p. Par conséquent la valuation de t*¢V0P~ est > |A|+|u| +p—1 >
p+1 et donc Df [t*f"&“"j]uzo = 0, ce qui prouve le lemme. [J

Nous sommes finalement amenés a étudier dans C[[z]], pour tout p € N*,
le systeme

up, = § bin () Crintrkth—1 + vk, k| = p,
= h1<m
1<k

c’est-a-dire, d’apres (1.7),

Du(0) = > ain(0)cknD*usn—1(0)

(I,h)ecL
1<k
(e _
+ ) Ckth( )Da b (0) D7 w4 —1(0)

+ D% (0), [k = p.

Notons N = card{k € N% |k| = p} et X = (Xj)4=p un élément quel-
conque de CV ; en munissant cet espace de la norme || X ||= IilaX|Xk|,
=p
il est clair que I'application X +— (Y>> amn(0)crinXprn—1)jk)=p €st une
(Lh)eLI<k

application linéaire continue de C dans CV de norme < > |a;(0)] =
(Lh el
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r(¢) < 1. Autrement dit, quels que soient p € N* et a € N, (Do‘uk(()))|k|:p
s’exprime de fagon unique en fonction de (D7ug(0)) jx1=p et de D%vg(0) ; de
y<a

tout ce qui précede, nous déduisons que 1’équation (1.9) admet une unique
solution dans C[[t, z]], ce qui prouve le point 1 du théoréme 1.1.

LE CAS po > 1. On définit un automorphisme P de I'espace vectoriel
des séries formelles u € C[[t, z]] qui s’annulent avec ¢ en posant

Pu= Y gﬁ(k)pfu(o,x) et P(k) =

k|>1

P(k) si [k[ = po,
k™ sil<|k| < po.

Soit u € C[[t, z]] une solution formelle de (1.6) telle que les séries Dfu(0, x),
|k| < po, soient des séries entieres convergentes. On peut écrire

DEu(0 DFu(0
u=Uy+U ouly= Z #tketU:Z$tk;
1<[k|<po ’ |k|>po '

la série Uy € C{t,x} est une série entiere convergente et il s’agit de montrer
qu’il en est de méme de U. On remarque que P(tD;)U = PU et donc

PU= Y by(zx)t'DPU + f(t,2,DU),
lt|=|R|<m

U =0 pourt=0,

ou f(t,z,y) = —P(tDy)Us(t,z) + ST b(2)t DU (t ) +

[l=|h|<m
f(t, x, DUy(t, x) +y). 1l est clair que Popérateur P vérifie (1.1) pour pp =1
et que cette fonction f vérifie la méme hypothése (1.5) que f. D’apres le
point 1 du théoréeme 1.1, on en déduit que U est une série entiere conver-
gente, ce qui acheéve la démonstration du théoreme 1.1. [J

2. Equation Holomorphe-Gevrey

On se propose d’étendre le théoreme 1.1 lorsque les hypotheses
d’holomorphie par rapport a x sont remplacées par des hypotheses de
régularité Gevrey.
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Dans ce paragraphe, = sera une variable de R”. On se donne une fois
pour toutes un réel d > 1. Si  est un ouvert de R™, on note G4(£2) I'algebre
des fonctions a : 2 — C de classe C*° telles que, pour une constante ¢ > 0,

sup | D%/ < dH1atd va e N
Q

Si O est un ouvert de C% x R”, on note C*"*°(0) l'algebre des fonctions
u : O — C admettant pour tout o € N" des dérivées partielles D%u
continues sur O et holomorphes en z. Enfin, on note G**¢(0) la sous-algebre

des fonctions u € C**°(0) telles que, pour une constante ¢ > 0,

sup |D%| < clFlat?) Yo € N
o

On considere ’équation (1.2) avec les hypothéses suivantes. Les fonc-
tions ag,ay, sont de classe G¥?¢ au voisinage de l'origine de C? x R",
I’ensemble B vérifie

B c{(l,h,a) e NI x N9 x N"; |l| > |h| et |h| + d|a] < m} ;

la fonction f(t,z,y) est de classe G*¢ au voisinage de l'origine de C{ x
CZ/ x R et les hypotheses (1.1),(1.3),(1.4) sont conservées. On obtient
alors le

THEOREME 2.1 1. Sipg =1, "équation (1.2) admet une unique solu-
tion de classe G au voisinage de lorigine de CI x R™ ; il s’agit, en outre,
de son unique solution formelle de la forme

S ug(x)th o les fonctions uy sont de classe C*
(2 1) { keN?

dans un méme voisinage ouvert de l'origine de R".

2. Sipyg > 1 et si u est une solution formelle de l’équation (1.2) de
la forme (2.1) telle que les fonctions uy, |k| < po, sont de classe G au
voisinage de l'origine de R™, alors u est une série convergente et sa somme
est de classe G4 au voisinage de lorigine de C? x R™.
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La réduction précédente est encore possible ; elle conduit au cas

B c{(l,h,a) e NI x NY x N"; |I| = |h| <m —d|a|}, [ vérifie (1.5),
co=1,¢=(1,...,1), r(¢) <1

et rameéne I’équation (1.2) a la forme (1.6) ou les fonctions by, qui vérifient
toujours (1.7), sont de classe G au voisinage de l'origine de R™.

LE CAS pg =1. Pour tout R > 0, nous noterons Dg le polydisque
ouvert centré a ’origine de CY?

_ q. .
D = {t € C% max |1 < R}.

Etant donné R > 0 et Q un ouvert de R”, on désigne par GloC (Dr x Q)
I’ensemble des fonctions de C**°(Dg x 2) qui sont de classe G 4 gur D, x Q
pour tout r €]0, R[. Le lemme 1.2 prend la forme suivante.

LEMME 2.2. L ’opémteur P(tDy) est un automorphisme de l’espace vec-
toriel des fonctions de G
est défini par (1.8).

Toc (DR x Q) qui s’annulent avec t ; son inverse Q

PREUVE. Montrons d’abord que P(tD;) est un endomorphisme. Soit
u € C¥°(Dr x Q), alors Dyu et par conséquent P(tDy)u appartiennent
a C¥>°(Dpr x Q) ; supposons que u € GIOC (Dr x Q) et u(0,z) = 0, puis
montrons qu’il en est de méme de P(tD;)u. On a

DYP(tDy)u(t, z) = P(tD;) D*u(t, x) Z 7> )DEDu(0, ).
\k|>1 :

Soient 0 < 7 < s < R, on a sup |D%)| < 1! pour un ¢ = ¢(s) > 0 et
DsxQ
d’apres les inégalités de Cauchy

L3
(2.2) 'Dt D%u(0,x)| < < ) a1 pour tout (¢, z) € D, x €.

k!

S
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On note ensuite qu’il existe ¢; > 0 tel que, pour tout 1 < ¢y < %, on
ait |P(k)| < clc‘le pour |k| suffisamment grand. Ces considérations prou-
vent que P(tD;)u € G¥4(D, x Q), d’olt le résultat voulu. Comme dans le
lemme 1.2, Vopérateur P(tD;) est injectif. Quant & la surjectivité, I'espace
C¥>®(Dgr x ) est un espace de Fréchet pour la famille de semi-normes
| w ||la,r, k= sup |D%u| ot av décrit N™, r I'intervalle |0, R[ et K I’ensemble
Dr-xK

des parties compactes de €2 ; d’apres (2.2) et vu que |1/P(k)| < 1, on con-
state que la série (1.8) converge dans C**°(Dg x ) et sa somme appartient
A G (DR x Q). O

Comme précédemment, on en déduit que 1’équation (1.6) est équivalente
a I’équation (1.9).

L’étude de cette nouvelle équation (1.9) utilise des résultats que nous
déduirons du cas précédent (d = 1) grace au lemme qui suit.

Soit ¢ € CJ[r,&]] une série formelle, ¢ sécrit de fagon unique ¢ =

> 9p€P ot ¢, € C[[7]] ; nous noterons indifféremment ¢ ou (p)? la série
peEN
formelle

= pppldier.

pEN

LEMME 2.3. Soient ¢ et 1 deux éléments de Ry[[1,&]], on a

a. o < et <yl
et < (o).

PREUVE. La relation a est évidente. Etant donnés ¢;,1; € R[[7]],

P P
Iinégalité b qui s’écrit Y i1, (G (p—5)N 1 < Y pjp—;pldL est vraie
§=0 §=0

car jllp—j)! <pletd>1.0

Le point a permet par exemple de déduire du lemme 1.4 le

COROLLAIRE 2.4. Soitn > 1, il existe c = c¢(n) > 0 tel que, pour tout
0<R<LZL,

Grerg) <o)
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Précisons ensuite I'espace de Banach utilisé.
Soient U un voisinage ouvert de l'origine de C? et ® une série formelle

ol chaque ®, est une série entiere > 0 qui converge dans U ; soit €2 un
ouvert de R™, pour toute fonction u € C¥*>°(U x ), la relation u < @ est
définie ([8]) par
(2.3) U< ® e Vae N, VoeQ, D%t z) < $o(t).
En particulier, lorsque u et ® ne dépendent pas de t,

u < ® e Vae N, Vo eQ, [D(x)| < D®(0).

On en déduit une autre écriture de (2.3) :

u< ® e Vke N DFu0,z) < DF®(0, x).

Note. Si V¥ est une série formelle ayant les mémes propriétés que ¢ et
si ® < ¥ (au sens des séries majorantes) alors u < & = u < V.
Rappelons ([8]) que le sous-espace
{fuelC” U xQ); >0, u<cP}
est un espace de Banach pour la norme
min {¢ > 0; u < cP}.
Nous utiliserons la série formelle

! = o (1,€)

ouo =t + - +tg ¢ € Ri{r,&} est défini par (1.10), 7 = po, p est
un parametre > 1 et & = x1 + -+ + x,. Etant donné que ¢ converge
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pour |7|/* 4+ |¢] < R, il en résulte que chaque coefficient Daq>d|x:0 =

UD|£a|¢(T, 0)|a!9"! de ®? est une série entiere > 0 qui converge dans
Up ={t € C% p(Jti| +---+ |t4]) < R°}.

L’espace et la norme associés & la série formelle ®? seront notés Coi” URXQ)
et || |- En outre, I'espace c;j(;‘”(uR x Q). || [|4a, associé & ¢%(7,£) est une
algebre de Banach car (¢9)? < ¢? d’apres (1.11) et le lemme 2.3. Vu que
#%(0) = K~1, on peut ensuite énoncer la proposition 9.4 de [8] :

PROPOSITION 2.5. Soientu € ngloo(URxQ) et R > 0 tels que || u || 4a<
R', alors la fonction R'/(R' — u) appartient a l’espace C;:fo (Ur x Q) et

[ | ge
R— | ulga

)o(r.9).

Le lemme suivant permettra de controler les dérivations D<.

LEMME 2.6. Soit p € N et soit v le plus petit entier > dp, il existe
c=c(p) >0 tel que

DP(DIipR)? < cRVP(D'*pR)? pour tout j € N.

PREUVE. Cette inégalité sécrit DIT"HP(0)(n + p)ld=! <
cDIF g (0)ntd—1 | soit

i |
(]+1’L+p) (n+p)!d—1 <ec

(j+n+v) d—1
n! :
(J+n+p+1)>? T tntr+1)?

9

vu que p < v, on remarque que

(j +n+p)! <(n+p>!>d‘1<j+n+u+1>2
(j+n+v) n! j+n+p+1

1 \V7? v+1\?2
< P(d—l)( )
_<n+p> (n+p) p+1
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et, vu que dp < v, il suffit de prendre ¢ = (;TJF%)Q- U

Nous allons déduire du lemme 1.5 le

COROLLAIRE 2.7. I existe ¢ > 0 tel que, pour tout a,a’ > 0, tout
0 < R < L et tout ouvert 2 de R™, la propriété suivante soit vérifiée :
soient u,u’ € CO®(Ur x Q) tels que u < a®? et v/ < a'®?, alors les
fonctions Rgu, RguRu' appartiennent a C°°(Ur x Q) et vérifient

Rau < cptag?,
RpuRyu' < cp~laad4.
— ank
PREUVE. Rappelons que Rgu= ) ?l;:h; D %(Zgo’:‘c) et |l] =|h| <
k|> 1 k>h

m—d|a|. En notant U(t, &) = aog(po, ), on a DFu(0,2) < DF(U)(0,€) =
ap'k‘_l\k]!%. Soit v le plus petit entier > d|a|, vu que R¥~1ol <

Lv~lel = ¢, on a d’aprés le lemme 2.6

(DR~ pR)(€)

D*Dfu(0, ) < eap™ ™ k| =5

= (D¢ DJU(0,))",

< . —n DYDFU(0,
c’est-a-dire Rgu < c(S(l7h7V)U)d ot S pU = " > t(::lh)}: : \Pt(k)(l : et
k|>1,k>h

[I| = |h| < m —v. D’apres le lemme 1.5 et vu le lemme 2.3, on en déduit

les résultats voulus. [J

Comme précédemment, on peut écrire

ein = by, — b (0),

0
Flwy) = Ftw,0)+ 3 90w, 0pys + (t,2,9),
sep 9Y8

gt,z,y) — gt x.y) = > (hpa(t2,y.9)yslyy — o)
B:yeB

'Hfﬁ,v(t, Ty, y/)y'/y(yﬂ - y/ﬂ))a

ou les fonctions hg, kg, sont de classe G % au voisinage de origine de
C! x CZ/ X CZ,I x RZ. On fixe une fois pour toutes n > 1, ro €]r(¢), 1],
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Qo un voisinage ouvert de 'origine de R™, Ry €]0, L] et R’ > 0 tels que les
fonctions &5, appartiennent & G4(Qyg), vérifient

r(Q)+c(n) D suplem| <ro

=[h|<m <%

0
%(t,an,()),hgﬁ,k:g,7 soient de classe G¥? et
8

bornées par M dans 'ouvert O défini par

et tels que les fonctions

t € Dyr,, © € €y, max < R, max|ys| < R'.
nR1 0 eh |Z/ﬁ| Y |Z/g|

REMARQUE 2.8. Toute fonction u de I’espace G**¢(O) vérifie, pour une
constante S > 0, sup |D%| < sup [u|S™1%|a|!, Va € N". En effet, il ex-
o o

iste une constante ¢ > 0 telle que sup|D%| < A1 quel que soit
o)

o € N" et il suffit de choisir § > 0 indépendant de a tel que ¢(cS)Y <
sup |u| ce qui est toujours possible lorsque sup |u| > 0, le cas u = 0 étant
O o

évident. L’interprétation de cette remarque en série majorante est la suiv-

ante. D’apres les inégalités de Cauchy, D%u < sgp \u]S*‘aHa\!dmgl% ﬁ];[B-

/ . . . s .
R,R ” R' -y ,Ya € N™ ; ce qui signifie précisement

l

R
u<<sup’u| nig<5 5) HR’—ng’—y

On se donne un S > 0 tel que la majoration précédente soit vérifiée pour

0

%(t,x,O), hg~, kg~ € G(0). On choisit ensuite Ry €
B

10, R1] tel que nRy < S.

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des

les fonctions gy,

parametres 7, rg, Ro, R/, M déja fixés, sera notée ¢, sauf mention expresse
du contraire.
Pour tout 0 < R < Ry, on a
nky (S)d<< nR(nR)d
nRy —o\S —¢ nR—o\nR—¢

R d
m) (lemme 2.3—(1),

<
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d’ou

el K sup e |(L)d
Ih u W\ R-(r 1o/

R/
nR — T+£> HR’—ng’—yﬁ

hﬁm kﬂ,v < M(

et, compte tenu de ’hypothese (1.5),

ﬁ(15,910,0)<<M<77—Rl—1)(i>d:ca ntt ( 5 )d,

0ys nRy —o S—¢ nRy —o\S—¢
d'ont of . )
"
I (42,0 S/
55t 20 << (7= 7g)

Pour tout a > 0, on note B’'(0, a) la boule fermée de ’espace de Banach
Cou~Ur x ), B'(0,a) = {u € Cor"Ur x Q); | u[|<a}.

PROPOSITION 2.9. Soita > 0, il existe pg > 1 tel que pour tout p > pg,
tout 0 < R < Ry et tout ouvert Q C Qg de R", l'application T, de B'(0,a)

dans ngioo (Ur x Q), soit lipschitzienne de rapport ro + cp~t + cp~la.

PREUVE. Soient u et u/ deux éléments de B’(0, a), la fonction 7u—Tu’
appartient a C*>°(Ur x Q) et il s’agit de la majorer ; on procede alors comme
pour la proposition 1.6 en remplacant dans sa preuve ® et ¢ par ®% et ¢, le
lemme 1.5 par le corollaire 2.7, la proposition 1.3 par la proposition 2.5, le
lemme 1.4-b par le corollaire 2.4 et I’espace Bg par 'espace C S (Urx Q). O

Nous allons en déduire la premiere conclusion du théoreme 2.1.
L’équation (1.9) s’écrit

u=Tu+wvouv(t,x) = f(t,x,0).

Comme il a été expliqué pour on choisit un voisinage ouvert €2 C g

9f
Oy’
de l'origine de R™ puis un réel 0 < R < Ry suffisamment petit tels que v
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appartienne & G*¢(D, g x ) et

v HLR sup ]U\U(L)yl

'DnRXQ 77R - (T + 5
< c(n) sup |v|og?(r,€) (corollaire 2.4).
nR p,px0

Remarquons que Ur C Dyg ; en effet, on a p'R* < R* < R < nR car
p>1,8s>1, R<Ry<L<1letn>1 Autrement dit, la fonction v
appartient & espace Cy. (Ur X 2) et || v || < b(R) ot b(R) = cn) sup |v].
nRk Dyprx$
Soit a > b(R)/(1—rp), comme dans la premiere partie, 7 (e)+v : B'(0,a) —
B’(0,a) est une contraction stricte dés que p > pg est suffisament grand ;
I’équation (1.9) admet donc une solution u dans B’(0,a) c’est-a-dire une
solution u € C**°(Ugr x Q) telle que

Vo € Q, Du(t,z) < ao D¢ (r,0)alld L.

Soit 0 < r < R, étant donné que ¢ converge sur un voisinage de {7 €
C; |7] <r®} x {0}, on a

DI (r,0)] < ool pour 7] < 1,

ce qui entraine que u € G4 U, x Q), d’ott le théoreme d’existence. On a
également 1'unicité ; en effet, si u et v/ sont deux fonctions de classe G*¢
au voisinage de l'origine de C? x R" vérifiant ’équation (1.9), de méme
il existe un voisinage ouvert 2 C €y de Vorigine de R"™, 0 < R < Ry,
a > b(R)/(1 — 7o) tels que u,u’ € B'(0,a) C Cor*(Ur x Q) et p > po tel
que 7 (e) + v soit une contraction stricte dans B’(0,a), ce qui prouve que
u' = u dans Ugr x Q.

Fin de la preuve du théoreme 2.1. Soit 2 C )y un voisinage
ouvert de l'origine de R™ et soit p € N*. Notons N = card{k € N
k[ = p}, U = (Uk)jkj=p un élément quelconque de (COO(Q))N, T
I'application identique de cet espace et B lapplication U

(> bw@)cunUsin—)k=p-
[l|=[h|<m,I<k
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ProrosITION 2.10. L’application linéaire T — B est un automorphisme
de l’espace vectoriel (Gd(Q))N.

Rappelons (proposition 6.1 de [5]) que si ¢ € Ry{¢} vérifie 0 < (R —
§)p(§), alors

(2.4) 0t i

On peut bien entendu supposer que les fonctions g;;, vérifient

(2.5) r(Q)+dm) Y. suplen| < ro pour ¢'(n) = ——.
1| =|hl<m 0

Etant donné R €]0, Ry], nous prendrons

gp(f)—Rfjg avec £ = x1 + - - + Tp.

Vu que l'espace
Coa() = {ueC®(Q); I >0, u< e}, || u ] pa=min {c > 0; u < cp?}

est un espace de Banach, il en est de méme de 'espace

o0 N o0
(e5()" = TT 5. U = s | Ue s
|k|=p B

LEMME 2.11.  L’application B : (C;‘(}(Q))N — (C;‘;(Q))N est linéaire
continue de norme < rg < 1.

PREUVE. On a BU = > an(0)crnUksn— +
(Lh)eL, i<k

" lZ 1 (@) cinUpsn—t o0 |cpn| < 1, Uppny <|| U || ¢% et p(z) <
l|=|h|<m,i<k

sgp|slh|(n?%—lig)d ; d’apres le lemme 2.3 et la relation (2.4), on constate que
0

la norme de B se majore par 'expression (2.5), d’ou le lemme. OJ
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PREUVE DE LA PROPOSITION 2.10. Si V = (Vi)jy=p € (i)™, il
existe R = R(N) €]0, Ry] tel que Vi, < c(RLig)d, pour tout k € N7, |k| = p.
Autrement dit, V' € (C;‘;(Q))N et (T—-B)"'V ¢ (C;?i(Q))N C (Gd(ﬂ))N,
ce qui montre la surjectivité. Si U € (Gd(Q))N vérifie (Z — B)U = 0, de
méme il existe R €]0, Ry] tel que U € (C;?l(ﬂ))N ; donc U = 0 dans €2, ce
qui prouve la proposition. [J

Nous allons en déduire le théoreme 2.1. Soit u = > ug(x)tF une série
keN4
formelle a coefficients up de classe C*° dans un voisinage ouvert £ C €

de Dorigine de R™. Si w vérifie (1.6), comme P(k) # 0 pour tout k €
N?— {0}, on peut supposer que u vérifie (1.9). D’apres la formule (1.12) et
vu que DDy £(0,2,0) € G4(Q2) pour tout (A, 1), on déduit de la proposition
précédente, par récurrence sur p > 0, que les (ug)y|—p sont déterminés de
fagon unique dans 2 et appartiennent en fait a I’espace Gd(Q) ; on prouve
ainsi I'unicité de la solution formelle de type (2.1) et par conséquent le point
1 du théoreme 2.1.

Le point 2 s’en déduit, comme dans la premiere partie, ce qui termine
la démonstration du théoreme 2.1. [J
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