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Norme Minimale sur le Compléxifié
d’un Espace de Hilbert Réel

By V. AVANISSIAN

Abstract. Let Hp be a real Hilbert space and let H¢ be the com-
plexification of Hg. The first part of this paper treats the problem of
the existence of the minimal norm ¢ on H¢ such that

Uz) < ||zl|ne for ze€Hc

U(z) = z|ln, for =€ Hg.

We prove the following theorem :

a) The minimal norme ¢ exists in Hc.

b) Let D C CN be a bounded, convex, balanced domain. There
exists a maximal bounded convex, balanced domain D ¢ C¥ such that

D->D, DnNRYN=DnRY.

c¢) Let He = CV, then the minimal norm 7 is the supporting func-
tion of the unit closed Lie ball in C¥.

(a) and b) extend a result of K. T. Hahn and Peter Plug) where
Hg = RN and D is the unit euclidean ball in V. The second part of
the paper gives a geometrical interpretation of the minimal norm { in
Hc.
If N is a norm in CVV, log N(z) is plurisubharmonic function. The
final part of the paper studies the plurisubharmonic functions V in CV
such that Vk € C, V(kz) = |k|V(2), V(2) < ||z|| for z € CN, V() = ||z||
for € RN, ||z| is euclidean norm in CV.

PRELIMINAIRES. On considere ici la classe (S)cn des fonction V
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34 V. AVANISSIAN

plurisousharmoniques dans CV (en abrégé p.s.h.) assujettie aux conditions
suivantes :

a) Pour tout k € C, V(kz) = |k|V(2)(z € CV)

b) Pour tout z = z + iy € CV, (z,y € RY),

V(z) <=l

ot ||z]| = (Jz1> +- - - + |2n]?)"/? est 1a norme euclidienne dans CV. Dans le
cas N = 1, la classe (S)cn~ est réduite & V = |z| a cause de ’homogénéité
de V et la 2e condition de b).

Un énoncé de P. Lelong (P.L. [1]) implique que les fonctions V' p.s.h
dans CV vérifiant a) sont & valeurs positives, log V est p.s.h. et (d’apres la
terminologie (P.L. [2]), ce sont des quasi-normes). L’ensemble Dy = {z €
CN | V(2) < 1} est un domaine pseudo-convexe disqué (i.e. z € Dy im-
plique az € Dy, si |a| < 1). Réciproquement, si D est un voisinage ouvert
de 0, disqué, pseudo-convexe, sa jauge Jp est une quasi-norme. Ainsi, la
donnée d’un domaine D de CV, pseudo-convexe, disqué, contenant la boule
Bo(0,1) = {z € CV|||z|| < 1} et tel que DNRY = Bg(0,1) = B¢ (0,1)NRY
caractérise un élément de (S)cn. La jauge Jp est une norme dans CV si
D est convexe, disqué, borné. Remarquons que la condition a) implique la
majoration

Viz) < Mzl (M = HSIHlPIV(Z))
2||=
mais la condition b) exige une majoration uniforme pour toute V € (5)cn.
La classe (S)c~ contient en particulier les fonctions

Q)M ot Q) =21+ + 2%
h(z) = [||2]*|Q(2)[)*/*

qui ne sont pas des normes (h est p.s.h. car log h l'est). Notons (NS)cw la
sous-classe de (S)cn~ constituée par les normes N sur CV. Elle contient en
particulier les normes :

z ||z||, z—Un(z) = ”mHaX1 laiz1 4+ -+ +anzn|
all=
acRN
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Remarquons que la norme de Lie
2= L(z) = [ll21° + Izl = 1Q(=) 2"/

vérifie L(z) = ||z|| sur R, mais L(z) > ||z||. Elle est la plus grande norme
sur CV qui majore la norme euclidienne de CV et qui coincide avec celle-ci
sur RN (cf. [A]). Par contre, la norme

_ b
V2

est la plus petite norme sur CV, appartenant & (N'S)en d’apres un résultat
de K.T. Hahn-Peter Plug ([M-P]). On montrera (Théoreme 1,c) que la
norme minimale £y est la fonction d’appui de ’adhérence de la boule unité
de Lie.

n(2) (21 + Q=)

Probléme (A). Parmi les domaines pseudo-convexes, disques D de C¥,
vérifiant
D D Be(0,1) , DNRY = BR(0,1)

y a-t-il un domaine maximal 7 Si oui quelle est I’expression de la fonction
V p.s.h. qui le caractérise ?

Probléme (B). Soit (Dg) un domaine convexe borné, disqué de CV.
Parmi les ouverts convexes bornés disqués D de CV vérifiant

D> Dy, DNRY = DynRY

y a-t-il un élément maximal Dy ? Si oui quelle est la norme qui le car-
actérise ?

Dans le cas Dy = B¢(0, 1), la norme £y fournit une réponse positive au
probleme B. Dans le cas général (corollaire) le domaine Dy maximal est :

{z=x+iyecCV| Oglgi)éﬂJDO(wsineijcosﬁ) < 1}.

Par exemple, dans le cas d’ellipsoide F :

_a v lal |z |
Do—E—{ZE(C ‘—2++—2<1}
ay aN
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ot les a; sont réels non nuls. On a

1 N ‘ N 2 1/2
i N
Dy={zeC 'AZT >3 <
=1 ] =17
Pour a1 = -+ = ay = 1, on retrouve la boule unité correspondant a la

norme minimale £p.
Le probleme (B) équivaut a l'existence d’une norme minimale dans la
classe (NV)c~ des normes A sur CV vérifiant les conditions

(1) N(2) < MNo(z) sizeCVN
(2) N(z)=No(z) sizeRY

ot Ay est une norme donnée dans CV. Le rejet de la condition (1) implique
la non existence d’une norme minimale. Par exemple considérons dans CN
les normes Ny(z) = ||z]|, et

N* iz (|2 + izl + |z + - 4 |an )%

+ (21 — izl + |z3* + -+ 2n D) VAL —¢)

ot £ > 0. Aux points ¢ = (1,4,0,...,0); ¢' = = (1,—4,0,...,0).
On a:
N Q) =201 —¢), N*(() = 2.

Supposons qu’il existe une norme minimale N, dans la classe des normes
sur CV vérifiant seulement (2) on aura

N (@) = Nin(z) = |||

Np(Q) >0
et N*(¢) < Npn(C) pour e suffisamment petit. Donc, N, ne sera pas mini-
male.

Dans ce travail on envisage entre autre un probléme analogue a (B)
dans un espace de Hilbert H¢ complexifié d’un espace de Hilbert réel Hp.
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On montre l'existence d’une norme minimale /3. dans la classe (N)y,. des
normes N sur Hc vérifiant

v) N(Z) < |lzll#e » siz € He
N(z) = ||z]lry , siz e Hp.

Grace a une transformation T utilisée dans ’étude des cellules d’har-
monicité on donne une interprétation géométrique simple de ZHC et les
normes de la classe (N J#e- On étudie ensuite dans CV, les moyennes
A(logV,0,R), A(logV,0,R) des fonctions V' € (S)c~ sur les spheres
0Bc(0,R). Les graphes de ces moyennes par rapport & un repére or-
thornormé (t = log R,y) dans R? sont des droites paralleles & la lére bis-
sectrice et sont situées dans une zone U de méme direction, limitée par les
droites

1 1 1
y=IlogR, y=1logR—( tot +2N—2) 5N

1 1
L bre (1 4+ = + --- _—
e nombre (145 4+ 555 T o)
au probléeme A). Par contre, la région concernant les normes (N.S)cn est
rigoureusement limitée par la droite y =t — A(log n, 0, 1).

L’étude du probleme (A) sera publiée ultérieurement.

peut étre amélioré (il est lié

2. Soient (Hg, (.,.)#g) un espace de Hilbert réel x — ||z||#, = (z, x)%ﬂf

la norme sur Hg induite par le produit scalaire de Hg.

Soit He = Hr @ iHr (somme directe). Sia+ib € C et (z,y) € Hc, on
définit le produit (a + ib)(x,y) = (ax — by, bx + ay). L’espace Hc est alors
un espace vectoriel sur C. On écrit (z,y) = = + iy = z, (,0) = x, et on
confond Hp avec {z = z + iy € Hc|y = 0}. Le produit scalaire

<.’IJ + ,Lyv ml + iy/>HC = <.’13‘, x/>'HR + <y7 y/>'H]R + Z<y7 x/>'H]R - Z<3§', y/>'HR

munit H¢ d’une structure d’espace de Hilbert qui est le complexifié de Hp.
Siz=x+1iy € Hc, on pose

l2llre = (23 + llyl3e) >
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THEOREME 1.  Soient (N)y, Uensemble des normes N sur l’espace de
Hilbert (Hc, (., .)ne) complexifié de lespace de Hilbert réel (Hr, (., )Hz),
telles que

N(2) < |2l » i 2 € He
N

() = ||1z||Hg , 5t 2 =2 € Hpg.
a) L’application

{:He—R,

2 l(z) = inf {N(2)}
NG(N)’HC
est une norme de la classe (N
b) Pour tout z = v + iy € Hc fizé, €(z) est égale a la norme de
Uapplication linéaire continue

f::Hr—C,ar f.(a)

avec
fz(a) = <Z> a>Hc = <$a a>H]R + i<ya a>H]R‘

1
(GllelFe + lylit + \/(IIwH%R = yl13,)? + 4z, )3, D" = [I£:]I-

¢) Dans le cas Hc = CV, la norme minimale Iy est égale d la fonction
d’appui de la boule unité fermée de Lie.

Démonstration.

a) Le début de la démonstration est analogue au cas ott He = CV (cf.
[H.T ]). Soient N € (N)p, 2 =  + iy € Hc fixé. On supposera sans re-
streindre la généralité que les vecteurs x et y sont linéairement indépendants
(sur R). L’application

p:RZSRy
(¢m) = p(¢,m) = N (

oy
¢ +in )
2| 74z Y1l
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est une norme sur R2 et on a :

p(E1,0) = ple L) =1
EP
iy
PO £1) = plE )

Le disque Do = {(¢,n) C R? | p(¢,n) < 1} dans R? est convexe et son bord
contient les points (£1,0), (0,+1). Par conséquent Ds est inclus dans le
disque convexe

D = {(¢.n) € R* [ max(|c], |n]) < 1} € R*,

Donc

(2) p(¢,n) > max([¢], 7))
et
N+ iy) = N (l2llp i + illylls e
(z + 1y) ([l T iyl HyIIHR)
= p(llllr, [Yll1) = max(|lz(r, [[yllr)-

(cette inégalité est encore valable si x et y sont dépendants).
Or, pour tout 6 € R,

N(z+iy) = N (e (x+iy)) > max]||x cos @ —ysin 0|4, || sin O+ cos 0] 74, ]-
D’ou

jy) > i =/
(3) N(x +iy) > O;ng:gﬂ”xsmf)%—ycos@HHR 0(2).

L’application z — £(z) de He — Ry est une norme vérifiant a’) et b’), donc,
elle est un élément de (N)y,. et d’apres (3), £(z) minore tous les N (z + iy)

quelle que soit ' € (AN)p.. Le calcul du second membre de (3) donne
Pexpression de ¢(z) figurant dans le théoreme.
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b) Calcul de

[fzl= sup  [{z, a)pcl-
a€HR
llall#g=1
On a,
£zl = sup [|{z, a3, + [y, a)lF,] ">
llall#g=1
a€HR

Choisissons dans Hg un repere orthonormé (e;);er, ou e, ez sont dans
le sous-espace vectoriel réel engendré par les vecteurs z et y de Hg (x et y
supposés linéairement indépendants). Précisément soient :
x x Y

= e =ar—+f
e Tl " Tyl

€1

avec |le1|ln, =1, (e1,e2)H, =0 (a, B € R).
Des relations

T Y T Y
leall3s, = (a 8 el + )
¥ 2, Nl 2l (Yl
— a2+ 32+ 208 {z,y)Hr —1,
|2 1745 |yl #
(1, e2)my = 0+ QM -0,
2|7 19[4
on déduit :
<xay>HR .
o= — =0, si (z, =0
\/5 ( < y>H]R )

g = Izl vl

\/E (: L, si <‘T7y>HR = 1)

avec D = ||xH]R||2||yH’?—{R - <x’y>%{n§

Soient
a= Zaiei , = ||z||Hper = 161
i
et \/»
H T, Y)H D
Y= vl “(eg —aey) = (,y) “ep + ;€2 = Y1e1 + yae2
B 2|7 ||z
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(x,a)p, = 101

(Y, @)1y = Y101 + Yoao.

D’ou

(3) IfA1P = sup [(2F +97)ai + 2y1y2a102 + y3a3)].
a%Jra%Sl
ay,ap€R

Le crochet est une forme quadratique en a1, ao, positive, et atteint son
maximum sur le cercle a? + a3 = 1. (Le crochet a un laplacien > 0 ; il est
donc sousharmonique).

Pour calculer (3)’ choisissons la méthode des multiplicateurs de La-
grange :

Soit

plar,az) = (] +yi)ai + 2yiyoaraz + y3a3 — tai + a3 — 1) =
= Ad?} + 2Bajay + Cal — t(a? 4 a3 — 1)

18—@:(A—?f)al—i-BCLQ:O
28@1

(4) | 9y
58—0/2 = Bal + (C — t)GQ =0.

Le systeme (4) doit avoir une solution non nulle d’ou

A-t B

“lp ooy

‘:t2—(A+C)t+AC—B2:O

on en déduit

(5) t=A+C+/(A+C)2—4(AC - B?).
De (4) et de la relation a2 + a3 = 1, on obtient

Aa? + Bajay = ta?

Ca3 + Bajas = tas.
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Donc,

Aa? + 2Bajay + Ca3 = t.
D’apres (5)
6 £ =

%(A+C+ VAT O —4(AC — BY)) = %(A+C+ JA—CP +4B2).

Avec
<-T,y>’}—[
A= |z, + Ja—
1%,
D
=W p oo D
(|5, (|5,
D’ou

A+C =llzllf + Iy, A-C =

— 2l + (x,yZHR B HJUH%RHQH%RQ— (,9)3,
B [E4E
2<x7y>HR
[l ]|3,,
(@, 9)%,
|3,

A= C=llzlF, — llyl7, +

(A= C)? +4B% = ([lallg, — Iyllg)* + 4

+

(z, )3,
)3,
(z,9)3,
(1%,
= (2l — 1ylFe)? + 4z, v)3y, -

+4

(17 = llyll3e)+

+4

(17 1917, — (2, 9)7¢) =

D’apres (6)

1
I£=17 = 5 (el + Iyl + \/(IIII?H%IR = Il + Kz v)f,)
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on retrouve l'expression de £(z). D’ou

IF:1l = £(=).

c¢) La fonction d’appui d’un compact K de CV est la fonction positive-
ment homogene d’ordre 1 et sous-additive Hx(z) = maxccx Re((, z), ou
Re désigne la partie réelle de ((,z) = (121 + - + (n2n.

Soit K = BL(0,1) I'adhérence de la boule unité de Lie dans CV, on a
si L désigne la norme de Lie :

- _ )
Hg(z) Lr(%';xglRe(C,@ log[Lr(rgglle ]

pour z fixe, e($# étant holomorphe en ¢, le maximum figurant dans le
crochet, est atteint sur la frontiere de Bergman-Silov B de BL(0,1). Or (cf.

[A)) V |
B={C=ac”[aeR [a] = 1,0 € R}.

Dong, si z = x + 1y,

Hp(z) = max Re(ae”,z) = max Re(a, e (x + iy))

llall=1 llall=1
ock 6cR
= max [(a,zcosf — ysinf)]
llall=1
6cR
= max[(@,0)" + (9, 0)]"* =t (2).

D’ou le résultat

COROLLAIRE 1. A chaque ouvert, conveze borné et disqué D de CN est

associée une norme Lp qui est minimale dans la classe (N))p des normes
N sur CN wvérifiant :

ou Jp est la jauge de D. Le domaine

Dy={2ecCN |tp(z) <1}
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est le plus grand ouvert convexe, borné et disqué de CN qui contient D et
dont la trace sur RN est égale ¢ DNRYN. On a

lp(z) :OgngzgﬂJD(xsine—i-ycose) , 2 =x+1y.

Rappelons que Jp(z) = inf{a > 0 | z € aD} et que les hypothéses sur
D impliquent que £p est une norme. La démonstration du corollaire est
analogue a celle du théoreme 1 en considérant la norme

ppy : RZ =Ry, pp(C,n) = N(gjw + mJDy(y)> ot N € (N)p et

z =x + 1y, x et y linéairement indépendants.

Ezemple. Soit £% I'espace de Hilbert des suites réelles z = (z,,)n>1 avec

oo oo
Zwi < oo et (T, y)p = anyn,
n=1 n=1

soit E% le complexifié de K%R cz=x+iy € 12,

o0 (o)
(z:2)a =Yz, I2lle = O 1)V
n=1 j=1

Alors

1/2

~ 1 s
o ) = =+ |l = ol + 43 on)?
n=1

est une norme sur /% qui coincide avec la norme | z| @ sur /%, et minore la
norme ||z|2 ainsi que toutes les normes sur £% majorées par ||z|| @ et qui
coincident avec ||z||,2 si z = x.
R ~ ~
3. Interprétation géométrique des normes N' € (N )y,
A tout z = x + iy € Hc (complexifié de I'espace de Hilbert réel Hp)
associons la sphere (S3,) comme suit :
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Soient

M={teHr|(t—z,y)1, =0}
(Srp) = {t €| |t — 2|l = [[Yll34e }

et w la projection orthogonale de 0 sur II.

La droite (d) C I, (d) = {t = w+k(z—w),k € R} coupe la sphere (S, )
en deux points™ a et 8 (cf. Fig. 1, on remarquera que (S, ) est réduite au
point x si z = x € Hg et, dans le cas He = C?, (Syy,) se compose de deux
points (z1 +i22), (21 + i22) du plan complexe).

e

2 [yl 2z

l
Hg

Fig. 1

THEORHEME 2. Soit £ € (N)y, la norme minimale (théoréme 1). On

(z) = g lallre + 18],

Plus généralement, o toute norme N e (N)HC et z = x + iy € Hc donné
correspond deuz points a,b = 2x — a de (Syy) tels que

(2 = 5(lalles + bl

Iyl Iyl
R L =1 R
Te—wlrgg e = 117

*qui correspondent aux valeurs k1 = 1 — .
T—wllpy
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Démonstration.

Dans le cas He = CV la transformation T' qui associe au point z =
x + iy € CN la sphere (ng\,_ 2) est utilisée pour la détermination des cel-
lules d’harmonicité des ouverts de RV[A]. Il semble séduisant qu’une telle
transformation permet de donner une interprétation de la valeur de N(z).

La démonstration consiste a calculer la somme
1
5 el + [16ll7=)

et retrouver 'expression de £(z).

Supposons le point w a lextérieur de (Spy) (le. ||z — wlry > [|YllHg-
Les calculs sont analogues dans le cas contraire et y # 0.

D’apres la loi de la médiane on a (Fig. 1) en posant || - ||[n, = - || :

(7) ld® + 181% = 2(ll[I* + [ly]I*)-

Dans le triangle rectangle (0,w, z),

(z, )3, D
|z — wl® = [|lz]|* = lw||* = ||lz|* - H = T
yll lyl
avec D = ||z|*|ly[|* — (x,)7,,. Dol
VD
| WHZT—
yl|
D
o —w| =+ = |yl
||

Du triangle (0,w, ) on déduit,

(z,y)2,
lefl® = [ : 4
[ly|? y]|?

(8) lalf* = [l + lly* — 2v'D

+lylI* = 2vD].
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et d’apres (7),
(9) 181> = ll=]1* + llyl* + 2v'D
de (8) et (9) on déduit

(el + 18107 = 2(ll=[1* + iy + [l 111

et
18I = [(l]1* + llyl*)? = 4D1'? = [(z])* = ly]|*) + 4z, y)3, ]2,
Finalement
(el + 118107 = 2[[|=)1* + llyl1* + \/(||96||2 — lyl1%)? + 4z, )3, |
et
o+ 181 = Sl + Il + /el = I6l12)% + 4 )%, )72 = (2)
9 - \/5 ) Yy ' Y Hg =

REMARQUE. Si Hce = CV, ||8]| = L(2) (1a norme de Lie).

Des calculs analogues montrent qu’étant donné une norme A € (/V ) He
et le point z = x + 1y € Hc, on peut trouver deux points a,b = 2z — a de
(SHz) tels que

R(2) = 5 (lall + [B]):

En effet, plagons-nous dans le cas = # 0,y # 0 et (Sy,) non réduite a
deux points.
Soient a € (Sp,) un point quelconque et b = 2x — a.
Posons .
¢ ='angle (0z, za)
défini par

(2,2 = a)py = |[zfllyllcosp (0 < <m).
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On obtient :

(10) S (all + ol)? =

\%[H%‘HQ + Iyl + (2l = 9122 — 4llz 2]y ]2 cos? ]
ou
1 1 1/2
5 Ulall+Ibl)? = 7§[||90HQ+H3J||2+\/(||$||2 = Ilyl1%)2 + 4llz 21yl sin® o]
Pour ¢ = E, a=mn, (n—z)L(a—z), ou (n—=z)L(x) on retrouve la norme

2
1
121 = S il + 121D
Soit N € (ﬂ/ )He- 11 suffit de montrer qu'il existe @ tel que 'expression
N (=)

2]

figurant dans (10) soit égale & N(z). Posons cosf = ,0<0=10(z) <

g, O(x) =0 si x € Hg.
Le carré du second membre de (10) s’écrit
1 2 4 201112 2
3 U=+ {12 = 4llz [yl cos™ ).
D’ou les relations

2cos” 6|21 = [|]1* + (I|=II* — 4ll[?[ly]]* cos® )2
((cos 20)[1[*)* = [|2]|* — 4ll[|* ||| cos®
(1 = cos® 2¢)[12]|* = 4l[|*|[yl|* cos®

et finalement

sin 26 - ||2* = 2|zl [ly]| cos ¢

E <og0sﬂm>
= 20
e T 20,y #0
ou
/{/’ 2_/{/’2
w o NV A7)

eIl
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Le second nombre de (11) est toujours < 1. En effet cette affirmation
équivaut a

N l2PN + Jlelllyl 20 (N = N(2))

ce qui est vérifié puisque les racines du trinéme
X2 —|2lPX + [|l=|*lylI?

sont X1 = ||z]|?, X2 = ||y||? et on a N?(2) < max(||z|?, ||y||?) d’apres (2).
Ainsi I'équation (11) a deux solutions g, ™ — ¢ qui correspondent & deux
points a,b € (Swy).

4. FEtude de la classe (S)cn.

On note

)‘(‘/v 20, R)v A(V7 20, R)a MV(R)

respectivement la moyenne de V sur la sphere dB(z0, R) = {Z € CV |
|z — z0|| = R} et sur la boule B(zp, R) :

1
AV, z0,R) = —/ V(20 + Ra)dwy(a),
WN (1) Jyjaj=1
oN [F
A(V, 2, R) = I MV, 2, )N L.
0
My (R) = ||H|1|El)§~2v(z)'

SiV e (S)en, logV est p.s.h et vérifie

a’) log V(kz) = log |k| + log V (2)
b') log V(2) < log 2|l (= € C)

log V(z) = log ||z|| (z € RY).

PROPOSITION 1. Pour toute V € (S)en on a :

1) MlogV(R) = IOgR

Si N > 1, (S)c~n ne contient aucun élément de la forme V = log|F|, F
entiere.
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Si N =1, (S)c est réduite au seul élément |z|.

2) AMlogV,0,R) =log R+ A(log V,0,1)
inf AV,0,1) > —(14 24 b — )
avec, infye(g) y A(V,0,1) = 5 5N 5
1
3) A(logV,0,R) =log R — IN + A(log V,0,1).

4) Toutes les fonctionslog V', V € (S)cn ont dans la boule B(0, R) la méme

masse 1
IN—2
Mog v (R) = IN —3 R :

5) Dans R? rapporté a une base orthonormée (y,t = log R) les graphes des
fonctions

R — AlogV,0, R)
R A(logV,0, R)

sont des droites paralléles, situées dans une zone paralléle a la 1re bissectrice
et limitée par les droites

y=IlogR

1 1 1
—logR—(1+ =+ .
y=logR—(1+5+-+55—5) 55

La démonstration résulte des propriétés élémentaires des fonctions p.s.h.
1. Remarquons que si N > 1, F((z) = > a,2®, F entier, |F| & (S)cn.
En effet, si |[F| € (9)X,

max |F| <VNr

|zjl=r
j=1,.,N
T . ,
et |aa| < VNW"Q| = a3 + -+ ay. Dou en faisant tendre r vers
r

l'infini |ao| = 0 si || > 1. Donc, F(z) = ajz1 + -+ + anzy. L’égalité
|F(z)| = ||z|| (z € RY) implique |a1| = --- = |an| = 1, et I'inégalité
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la1z1+- - -+anzy| < | 2| montre que |a;j| =1, |a;| = 0sii# j. Finalement
F doit étre de la forme €% z;. Mais alors |F| = |2;] € (S)env. Si N =1
|F| = |z| € (S)c. Précisément dans ce cas (S)c est réduite au seul élément
|z|. (cf. préliminaires).

L’égalité 1) est une conséquence immédiate de I'hypothese b’). D’autre
part, A(logV,0,R) étant convexe de log R et majorée par logR est
nécessairement de la forme log R + A(log V0, 1). D’autre part,

2N (R _
A(logV,0,R) = RW/O logt 4+ A(log V, 0, 1)]t*N ~1dt
2N [ _
= AlogV,0,1) + R, log t.t*N~Ldt.
Le calcul de la derniere intégrale donne :
1
(12) A(logV,0,R) =log R+ A(log V,0,1) — N

La minoration figurant dans 2) résulte d’une inégalité de P. Lelong (P.L. [2]
Th. 6) : Si f est une fonction p.s.h dans tout CV et vérifie

My(R) _

Rliinmm—a (0 <o <o)
on a
M (R) — A(f,0,R) < Cyo + Cy(o —v(0))
avec
aN-2 o0
Cy= Y =,Cy= Y q¢'279 v
g=1 q=2N—-1
0

Dans le cas f =logV, V € (S)c~, on a, 0 =1, v(0) = 1. D’ou l'estimation
figurant dans 2).
L’égalité 3) résulte de 2) et (12). Enfin 4) est une conséquence de

AlogV,0,R) =1 (V€ (S)ew)

1
2N —2

v(R) = Odlog R

RZN*QV(R) _ 1 R2N72

:ulogV(R) — IN _ 2
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[P.L.-1]

[P.L.-2]
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