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Confluence et phénomeéne de Stokes

By Changgui ZHANG

0. Introduction
Une équation hypergéométrique confluente de Kummer:

2
E(a;c;t) t%—l—(c—t)%—ay:(],
ou a et ¢ sont des nombres complexes quelconques, peut étre vue comme
limite de I’équation hypergéométrique d’Euler et de Gauss :
E(a,b;c;x) x(l—x)@%—(c—(a—l—b—f—l)m)@—aby:()

T dx? dx ’
en faisant x = ¢/b et b — oo. Le but de cet article est de décrire, a partir
de la seconde équation, le phénomene de Stokes qui se produit dans la
premiere.

En général, I'équation E(a;c;t) admet deux points singuliers ¢ = 0
et t = oo, 'un régulier et I'autre irrégulier, alors que pour l’équation
E(a,b;c;t/b) les trois points singuliers ¢ = 0, b, co sont tous réguliers.
Le passage a la limite de la seconde équation vers la premiere, quand
b — 00, nous permet de lire la singularité irréguliere ¢t = co comme con-
fluée de deux points singuliers t = b, oco. Cette remarque est suggérée
dans le Mémoire [Ga] de R. Garnier, dans lequel il considére une singu-
larité irréguliere comme un amalgame de plusieurs points singuliers réguliers
voisins. Dans cet esprit, J.-P. Ramis [Ral] a montré, entre autres, que les
multiplicateurs de Stokes associés a ’équation confluente sont limites de
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formules de connexion convenablement choisies de 1’équation a confluer.
Par ailleurs, A. Duval [Du] a aussi appliqué cette idée (de confluence) a
la description du groupe de Galois différentiel pour les équations de Bessel
(modifiées). De notre coté, nous avons décrit dans le premier chapitre de
notre these [Zh] le lien entre les invariants de Birkhoff [Bi] et la confluence
des points singuliers pour les équations différentielles linéaires.

0.1. Plan de l’article —

Dans le présent article nous donnons les résultats principaux du second
chapitre et de 'annexe de notre thése [Zh]. Notre exposé va se diviser en
deux parties. Dans un premier temps, on supposera que le parametre b
tend vers l'infini suivant une direction verticale. L’étude de la confluence
des singularités rencontrées est alors étroitement liée & une interprétation
de la transformée de Laplace en terme de limite de transformées d’Euler.
Comme conséquence immédiate, on obtiendra de facon explicite dans ce cas
le résultat de Ramis mentionné plus haut; voir aussi le début de §1 pour
comparer 'approche de Ramis a la notre. Noter que cette interprétation
limite de la transformée de Laplace peut étre regardée comme une version
sous forme intégrale de la propriété suivante, découverte par K. Knopp
[Kn] (¢f [Ha] p. 181): l'itération de la transformation d’Euler sur les séries
entieres aboutit au procédé de sommation de Borel-Laplace.

En opposition a ce qui précede, dans la seconde partie de cet article, on
fera ’hypothése suivante: le parametre b tend vers 'infini sur une direction
horizontale. Sous cette hypothese, les bases canoniques (renormalisées) de
solutions de I'équation E(a, b; ¢; t/b) associées respectivement aux points t =
b, oo ne convergent plus. On introduira alors la notion de bases mixtes, ce
qui fait intervenir, lors du calcul des multiplicateurs de Stokes de ’équation
confluente, en plus de la formule de connexion, la matrice de monodromie de
I’équation a confluer. On retrouve alors ces multiplicateurs par un passage
a la limite dans une confluence discrete. Cette seconde approche, suggérée
par J.-P. Ramis dans son article [Ral], peut s’interpréter dans le langage
d’un modele géométrique “infinitésimal” de Martinet et Ramis [MR], [Ra2].
Nous terminerons par quelques indications sur ce point.

0.2. Notations préliminaires —
Pour simplifier ’exposé, nous nous proposons de traiter seulement les
cas génériques; ceci revient a dire que toutes les équations évoquées dans
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cet article, E(a;c;t), E(a,b;c;x), ne font apparaitre aucune fonction log-
arithmique dans leurs systéemes fondamentaux correspondant aux points
singuliers. Nous renvoyons & notre these [Zh]| (Chapitre 2, Annexe) pour
un complément de cette étude pour les cas logarithmiques; voir aussi le
paragraphe 1.5. ci-dessous pour quelques indications.

Fixons maintenant quelques notations constamment utilisées dans la
suite. Nous conservons les notations standard pour les séries hyper-
géométriques oF | (x, *; *; *), 1F] (*; %; %), oF((*, *; %). Nous noterons :

Yo(z) = (wi(), w2(x)), X1(z) = (ws(z), ws(w)),

(0.2.1)
Yoo() = (w5 (), we()),
avec
wy(x) = oF1(a, by c; ),
wo(z) =R (1+a—c,14+b—c¢2—cx),
ws(x) =a~ gFl(a,a+1—c;a+b+1—c;1—1/:£),
wy(z) =21 —2) R (c—a,1 —a;e+1—a—b;1—1/z),
ws(z) = 7% (a,a+ 1 —c;a+1—b;—1/z),
wg(z) = 227%™ (1 — )V (1 —a,c—ajb+ 1 —a;1/z),

les systemes fondamentaux “classiques” de solutions de I’équation
E(a,b;c;x) au voisinage des points singuliers (réguliers) z = 0, 1 et oo
respectivement (c¢f [Lu], p. 68).

(0.2.2) fb)’(t) = (wi’ét),wlz’st)), Zp(t) = (wi(t), wi(t)),
Ecx)(t) = (w5(t)aw6(t))

Sp(t) = 1 (t/b) Ny,

SO =SutmN M= (g 40 ) ,
(

0
e—Tiap—a 0
Zgo (t) = EOO(t/b)NOW < zw(ac)bac>



94 Changgui ZHANG

le systéme fondamental de solutions renormalisé de I’équation E(a, b;c;t/b)
au voisinage des points singuliers t = 0, b et oo avec les renormalisations
No, Np, N respectivement (cf [Ral]). Nous noterons :

(0'2'3) Yo = (ﬂ(t),f)(t)), Yo = (U(t)7 V(t)),

u(t) =1F1(as e t), o(t) =t F(a —c+1;2 — ¢ t),
Ut) =t %Fp(a,1+a—c;—1/t), V() =t"CeF(c—a,1—a;l/t),

le systeme fondamental de solutions en ¢ = 0 et co pour I’équation conflu-
ente F(a;c;t), en utilisant respectivement des séries convergentes et
formelles.

Rappelons que les fonctions précédentes “viven
universel de C \ {0,6} (6 = 1 ou b selon le cas), soit sur la surface de
Riemann du logarithme. Soient @ € R et 8 € R tels que a < 8. Le
symbole S(«; 3) signifiera le secteur ouvert défini par:

7

soit sur un revétement

Sla; ) ={t e C* : a<argt<f}.

1. La transformée de Laplace vue comme limite de
transformées d’Euler

Rappelons que dans Darticle [Ral], en appliquant la méthode de res-
sommation de Borel-Laplace au systeme de solutions formelles canoniques
a l'infini pour ’équation E(a;c;t), on étudie les multiplicateurs de Stokes
correspondants et les interpréte comme limites de formules de connexion
convenablement choisies de I’équa-tion E(a,b;c;t/b). Dans la suite, nous
nous intéressons a étudier les solutions de la seconde équation avec b ten-
dant vers l'infini sur une direction verticale. Pour cela nous commencons
par la représentation intégrale des solutions rappelées dans le paragraphe
précédent. Nous nous proposons de montrer ensuite que les solutions w?(t),
j =1, ..., 6, convergent dans certains secteurs vers des solutions analy-
tiques de I’équation limite F(a;c;t). Cette convergence s’obtiendra par une
interprétation limite de la transformée de Laplace; voir §1.2. ci-dessous.
Comme conséquence, on en déduira, pour I'équation F(a;c;t), les multi-
plicateurs de Stokes a partir des formules de connexion entre les solutions

b
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1.1. Représentations intégrales —

La série hypergéométrique oF (v, 3; v; ) peut étre représentée au moyen
de la transformée d’Euler si les parties réelles des parametres «, (3, v satis-
font & certaines inégalités. D’une fagon précise, on a, pour x € C\ [1, +o0[
(cf, par exemple, [Go| Chap. II),

e i) = ot [ e o - )

lorsque 'on a Ra > 0 et Ry > Ra. On en déduit les formules suivantes:

‘ 1
(LL1) o) = oo [ €70 -9 (- ag) e
x € C\[1, 400, Ra >0, Rc>Ra;
—c 1—c
(1.1.2) walr) = (1 5-(3 — C;F(l —a)
< [Ceen-gra—aot e
x € C\[1,+o0], Ra—c)>—-1, Ra<l;
Fla+b+1-¢)

(1.1.3) ws(z) =

e a—1 c—a—1 —b
T(@T(b+1-c) /0 A+ OTTH1 + o)V dg,

|arg z| < m, Ra >0, ROb—c)>-1;
I'(c+1—a—0b)(1—a) b
I'(c—a)l'(1-0)

oo c—a—1 a—1 b—c
< [ e 9 g e,
0

|arg z| < m, Re > Ra, RNb<1;
_Tla+1-b)(xz—1)"°
(1.1.5) ws(z) = (@1 1)
+o00o
<[ e 9 1 o - 1),
0

x e C\[0,1], Ra >0, Rb<1;
L(b+1—a)(l—x) berilac)
Fc—a)l'(b+1—c¢)

(1.1.4) wy(z) =

(1.1.6) we(z) =
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+o0o
< [ e g 1 oo - 1) Ve,
0
x e C\|[0,1], Re > Ra, R(b—c) > —1.

On pose x = t/b dans les formules (1.1.1-6). On obtient une représentation
intégrale pour chacune des fonctions w?(t) (j=1,...,6) définies en (0.2.2).
Par exemple, I’équation (1.1.1) équivaut a la suivante:

c 1
wh0) = e | €O - ) e

t € C\ [b, coe 87, Re > Ra > 0,
ce qui donne, lorsque e > Ra > 0 et b — oo, la limite

lim w®(t) = _ T /1§“—1(1 + &) tebtlde

b—oo F(G)F(C — (Z) 0
pour tout ¢t € C. Le second membre de la formule précédente représente la
fonction @(t) définie dans (0.2.3), il vient donc:

(1.1.7) lim wi(t) = a(t), teC, Re>Ra>0.

b—o0

On a de méme:

(1.1.8) lim wi(t) =o(t), teC, Re—1<Ra< 1.

b—o00

Les formules (1.1.7) et (1.1.8) subsistent méme si I’on relache les condi-

tions indiquées ci-dessus pour a et c¢. Cela se voit en utilisant une intégrale
(1+)
0+) ?
cette partie, on va considérer le probleme du calcul éventuel de la limite de

w?(t) pour j = 3, 4, 5, 6 respectivement.

de contour convenable telle que f( a la place de fol. Dans le reste de

Considérons par exemple la fonction w§(t). Partant de la formule (1.1.3)
et la définition (0.2.2), on a

T(a+b+1—c)b®
F(@)'(b+1—-c¢)

“+o0o
<[ et g L )
0
|arg(t/b)| <, Ra >0, RNb>Rc—1.

(1.1.9) wh(t) =
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Par la formule de Stirling pour la fonction Gamma, on a

. Tla+b+1—cp™* 1
(1.1.10) M STt 1—c) - T(a)

lorsque b tend vers l'infini avec |argb| < m —¢€ (0 < € < m). On est alors
conduit & étudier la convergence de l'intégrale 0+°° 1+ o)1+

t& /b)~bde.

1.2. Lemme de limite —
Nous nous proposons de prouver le résultat suivant:

LEMME. Soit a € C. Soit f une fonction intégrable sur R™. Si b tend
vers linfini suivant une direction verticale dans un demi-plan a droite :
Rb > Ra fizé et Ib — +00 ou —o0, on a alors

+o0o

+o00o
(12.1) lim [ F(E)(1+ €t/b)tde = /0 F(©)eCtde

b—oo Jo

uniformément pour t € K, K étant un compact quelconque du domaine

S(—m/2;7/2):

S(—m/2;7/2) ={te C* : —7/2 <argt < mw/2}.

PREUVE. On ne considere que le cas a = 0. Le cas général en résulte
par un changement de parametre trivial. On note que, d’une part,
I'intégrale limite dans la formule (1.2.1) est définie dans le domaine
S(—m/2;m/2), et, d’autre part, la fonction & intégrer, f(&)(1 + &t/b)70,
tend vers f(£)e~¢'. En plus, pour A > 0 arbitrairement fixé et K un com-
pact quelconque de S(—/2,7/2), comme la fonction (1 + £t/b)~° converge
vers e~¢', unifomément pour (¢,¢) € [0, 4] x K, on a

A A
im ~bd¢ = et
! /0 FE)(1 + et/b) b /0 F(©)eEtde

b—o00
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uniformément pour t € K. La preuve du lemme s’obtiendra si 'on a la
propriété suivante : étant donné € > 0, on peut choisir un A, > 0 tel que
l'on ait pour tout t € K,

+o00
(1.2.2) \/A FEO((1 + /D) — ) de] < e

lorsque b tend vers I'infini sur une demi-droite verticale, avec b > 0.

On va expliquer comment choisir une telle constante A, satisfaisant a
I'inégalité (1.2.2). L’idée est de majorer le module |(1 + £t/b)~° — e~¢t| par
une constante finie C, car la quantité A+OO | f(&)]d€ tend vers zéro avec 1/A.

On suppose 3b — +oo (le cas Ib — —oo est similaire). Considérons le
module

|(1 + ft/b)ib| _ |1 + é-t/br%begbarg(lJr&t/b)‘
Pour £ > 0,t € K C S(—n/2;7/2) (K étant compact!), on a
—m+ 6 < arg(t/b) < —6 <0, arg(l+&t/b) <0

lorsque Jb — 400, Rb > 0 étant fixé (donc, argb — m/2). Il en résulte
une borne supérieure pour le module |(1+ £¢/b)~°|. Vu que |e~¢| < 1 pour
(&1) € [0,400[x K, la différence |(1 + &t/b)™" — e~ est uniformément
bornée sur [0, +oo[x K deés que Ib > B. Ceci implique l'existence de A,
dans la formule (1.2.2). O

COROLLAIRE. Soit a € C. Soit f une fonction intégrable sur R™. Si b
tend vers Uinfini suivant une direction verticale dans un demi-plan a gauche
:Rb < Ra fixé et Ib — +00 ou —o0, on a

+oo

+oo
i [ FO)1+ et/b)ods = /0 F(€)ettde

b—o0 0

uniformément pour t € K, K étant un compact quelconque du domaine

S(m/2;3n/2) ={t € C* : 7/2 < argt < 37/2}.

PREUVE. 1l suffit de faire le changement de variable ¢t — —t dans le
lemme précédent. []

Remarquons que le lemme ainsi que son corollaire restent vrais pour une
fonction intégrable sur une demi-droite quelconque telle que R, ce que
nous utiliserons fréquemment dans la suite.
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1.3. Convergence des solutions w? —

Considérons d’abord la fonction w§(t). En tenant compte de (1.1.9),

(1.1.10) et du lemme du paragraphe précédent, on a, lorsque Ra > 0 et b
tend vers U'infini, Rb étant fixé tel que Kb > Re — 1:

(1.3.1) lim wi(t) = ! /+m§a—1(1+£)c‘a—1e—ftd5
e Sb—oo T'(a) Jo

uniformément sur tout compact K C S(—n/2;7/2). En modifiant con-
tinuement le chemin d’intégration R en R*e? (9 €] — m,7[), la fonction
limite de (1.3.1) se prolonge analytiquement sur le secteur S(—3m/2;37/2).
Nous la noterons par U(a;c;t); elle est solution de 1’équation confluente
E(a;c;t). Comme la fonction w3 (t) est définie sur le revétement universel
de C\ {0,b}, la limite (1.3.1) s’étend, d’une maniere évidente, sur tout

compact K C S(—3m/2;37/2). En conclusion, on a

(1.3.2) lim wi(t) = Ul(a;c;t) (Ra >0, Rb>Rec—1)

Sb—o00
uniformément pour ¢t € K, K étant un compact quelconque du secteur
S(—37/2;371/2).
On peut faire un raisonnement identique pour wi, wg et wg. La fonction
wi(t) est définie dans le voisinage de t = b, et sa branche principale est
déterminée pres de t = b. On a, lorsque e < Ra et Rb < 1,

(1.3.3) %bnﬁoow{;(t) =™ (1),  teS(—n/2;5m/2),
(1.3.4)  _lim wh(t) =e™CIV_(1),  teS(—br/27/2),

ot 'on a posé Vi(t) = V(a;c;t) et V_(t) = V(a;c;e*t). La fonction
V(a;c;t) est définie et analytique sur le secteur S(—m/2,57/2) et sa re-
striction a S(7/2;37w/2) est:

t

e oo
) / e 1+ g)o lestdg,  te S(n/2;3m/2).
0

Via;eit) = Te—a)

A partir des intégrales de (1.1.5) et (1.1.6), on peut vérifier les résultats
suivants.
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Pour w} : lorsque Ra > 0 et Rb < 1, on a

(1.3.5) m wi(t) =e 2™V (1), te S(r/2;7r/2),
(1.3.6) bli)m wi(t) =U_(t), te S(—3m/2;3m/2),

ou l'on a posé
Uy (t) = Ula; c; e 2™), U_(t) =Ul(a;c;t).
Pour w} : lorsque Re > Ra et Rb > Re—1, on a pour t € S(—m/2;57/2),

(1.3.7) lim  wl(t) = ™IV, ().

[b—to0

En conclusion, on a établi la convergence des solutions w (j =3, 4,5,
6), avec certaines conditions sur la partie réelle de a, b et c. Or comme on
peut le constater facilement, cette convergence subsiste sans ces conditions
supplémentaires quand on utilise 'intégrale de contour ou/et la formule de
contiguté de Gauss (voir [Zh], Chapitre 2 pour des détails). Par conséquent,
on parlera de la convergence sous la seule hypothese: b — oo.

1.4. Asymptotique et phénomeéne de Stokes —
Rappelons les notations U(a;c;t) et V(a;c;t) introduites dans le para-
graphe précédent :

Us(t) = Ulasc;e™t), U-(t) = Ula;c;t),
Vi) =Via;et), V_(t) = V(a;c;e*™ ).

On a les propriétés asymptotiques Gevrey-1 suivantes (¢f [MR]) :

oFvo(a,1+a—c;—1/t) ~t*U_(t),

(1.4.1) o
oFv(a,1+a —c;—1/t) ~ e U UL(t)

pour t — oo dans S(—37/2;37/2), S(7/2; 7m/2) respectivement, tandis que

oFp(c—a,1 —a;1/t) ~t % 'V, (1),

1.4.2 .
( ) oFo(c—a,1 —a;1/t) ~ e2mileaemae=ty (¢)
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pour t — oo dans S(—n/2;57/2), S(—57/2;7/2) respectivement. Comme
les fonctions U (t), V(t) sont toutes solutions de ’équation E(a;c;t), il existe
des relations linéaires pour les triplets (U_, U4, Vy) et (V_, Vi, U_), soit
donc:

4.3)  U_(t) = e 2™MU () + pV, (1), t € S(m/2;3m/2);
Vi(t) = AU_(t) + 6™ DV_(),  teS(—m/27/2).

En tenant compte des relations (1.4.1) et (1.4.2), on vérifie facilement que
A=06=1

Déterminons maintenant la valeur de p et . Considérons par exem-
ple I’équation (1.4.3). D’apres les formules (1.3.2), (1.3.5) et (1.3.7), les
fonctions w8, wl et wf convergent respectivement vers U_, e=2™U, et
e™@=)V, pour Ib — +oo. Or, on a (cf [Lu] p. 71):

(145)  whe) = L& - 8?81 f * i)_ )

L Tla=Dla+b+1— cemieaipen
I'(a+1-¢)T(a) o

ce qui conduit, lorsque 3b — 400, & la formule (1.4.3) avec A =1 et

27TZ'e7ri(c—2a)

INa)l(a+1-¢)

/J/:

Pour déterminer l’équation (1.4.4), considérons les formules (1.3.4),
(1.3.6) et (1.3.7). La formule de connexion

(b —a)T(c+ 1 —a— b)erilatb=opa—e

1.4. f =

(1.46) wa T —a)l(c—a) s
FNa—b)I'(c+1—a— b)wb

T'(1—b)(c—b) 6

implique, pour b — —oo, la formule (1.4.4) avec 6 =1 et

27'('7,'67”'(67&)

I'l—a)l(c—a)

Y=
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Les constantes p et —7 (ou les matrices unipotentes d’ordre deux corre-
spondantes) s’appellent traditionnellement les multiplicateurs de Stokes de
I’équation E(a;c;t) (en t = 0o) correspondant respectivement a la direction
d = 7 et a la direction d = 0. En général, elles sont toutes différentes de
zéro. Le phénomene de Stokes correspond a la non-sommabilité (au sens
Borel-Laplace) des solutions formelles U et V dans ces directions respec-
tives, que 'on appelle directions singulieres. Le raisonnement précédent
donne ainsi une méthode pour calculer les multiplicateurs de Stokes.

1.5. Cas logarithmiques —

Nous donnons pour terminer cette partie quelques indications sur les
cas logarithmiques. Lorsque le parametre b tend vers I'infini suivant une
direction non parallele a I’axe horizontal, I’équation E(a,b;c;x) ne peut
pas avoir de singularité réguliere de type logarithmique aux points z = 1 et
x = 00 (cf [Gol). Pour compléter, il reste donc a traiter le cas ou 'origine
est une singularité de type logarithmique, ce qui n’a lieu que si l'on a ¢ € Z.
Supposons par exemple que ¢ = 2+ m, avec m € N (le cas ¢ € ZN] — o0, 1]
est similaire). Nous conservons les solutions renormalisées w?, 7 =23,4,5,
6. On vérifie que les fonctions wy, w3:

wi(z) = oF1(a,b;m + 2; x), wy () = log xoF1 (a, b;m + 2;x) + R(x),

ou R(x) est une fonction holomorphe convenable, pour |z| < 1, forment
un systeme fondamental de solutions de E(a,b;c;z) a Uorigine x = 0. On
utilise ensuite, a la place de Ny, la renormalisation Ng définie par:

N 1 logb

On introduit les solutions renormalisées wi®(t), w3’(t) pour Iéquation
E(a,b;c;t/b). On peut alors reprendre le raisonnement fait précédemment
pour les cas génériques.

2. Bases mixtes et modéle “infinitésimal”

Considérons les formules de connexion (1.4.5) et (1.4.6). On observe
qu’aucun couple de coefficients ne converge simultanément si I'on fait
I’hypothese que b tende vers I'infini sur une demi-droite parallele a I’axe réel.
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Ceci implique que, sous cette hypothese, les fonctions wf (3 < j <6) ne con-
vergent pas en méme temps. C’est pour remédier a cette non-convergence
simultanée que 1’on va introduire la notion de bases mixtes. Les limites
(suivant une suite bien choisie) d’opérateurs de monodromie convenables
calculés dans ces bases redonnent, comme nous allons le voir, les multipli-
cateurs de Stokes. On trouvera a la fin de 'article une explication heuris-
tique de ce résultat utilisant un modele géométrique “infinitésimal” da a
Martinet et Ramis.

2.1. Bases mixtes —
Soient wé? (3 < j <6) des fonctions définies par (0.2.2). On appelera

(2.1.1) I () = (wi(t), w(),  TI2(t) = (w§(t), wi(t))

bases mixtes (renormalisées) positive et négative respectivement.

On va procéder au calcul des multiplicateurs de Stokes de E(a;c;t) a
l'aide des bases 1% (¢). Soient Ty et T, des lacets de base un point fixé P
(P # 0, P # b) et entourant une fois positivement les points ¢t = b et co
respectivement. Ces lacets operent sur les bases mixtes renormalisées via le
prolongement analytique. Cette opération définit, pour chaque lacet donné
et chaque base considérée, une matrice carrée de monodromie [7T;4] comme
suit: pour v = b ou oo,

T,: % — 4(T,4], TI° — T2 (T,_).

Par un calcul direct, on vérifie que

1 — 27l (14+b—a)b?e—¢
_ I'l—a)'(c—a)I'(1—c+a-+b
)= (TR )

2mia
e _ 0
[Toot] = | 2mibe=2T(atb+1—c)eic o2mib |
I'(a)T'(1+a—c)I'(1—a+b)

1 _ 0
[To-] = _2mibc=2eT(1+a—b)emilc—a=b)  oric q ) |,
I'(a)'(1+a—c)(14+c—a—b) 6
e27ria B 27”:1—\(1+C_a_b)b2afce7'rz(7c+2a+2b)
— I'(1—a)I'(c—a)'(14+a—b)
1=, =

On est alors en position d’énoncer les résultats suivants.
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PROPOSITION.  Soit by un nombre complexe quelconque. 1) Pour b €
bop + N (la demi-droite discréte issue du point by et paralléle a l'aze réel et
positif), et avec la convention arg(b — by) =0, on a:

(2.1.2)  lim [Tyy] = ( | 0 I~ e
-t bi{go b+] — 0 e2mi(c—a—bo) 0 1 )
1 0 6271'2'(1 0
2.1. i Too = TieTi(c—2a ; N
(2.1.3) bggo[ | <_F2(c)z%(1(+azi) 1) ( 0 627”b0>
2) Pour b € by — N avec arg(b —by) =7, on a:
1 0 1 0
(2.1.4) lim [Tb_] = ( Tilc—a— ) ( 2miemi(c—2a) ) 5
oo 0 @meme) )\ ~fttras !
3) Pour b € by — N avec arg(b —by) = —m, on a:
1 — 2 e27ria 0
i = I'(1-a)l'(c—a) .
(2.1.5) lim [Te-] (0 ‘i c-a ) ( 0 e2mbo)‘

b——0o0

En conclusion, les multiplicateurs de Stokes peuvent s’obtenir a la limite
(suivant une suite) a partir d’un couple d’opérateurs de monodromie [Ty, ]
et [Toot] (ou [Tp-] et [Too-]).

2.2. Une description “infinitésimale” —

On donne maintenant une description “heuristique” (qui pourrait étre
rendue rigoureuse dans le cadre de [Ra2]...) des résultats (2.1.2-5), dans un
langage géométrique selon le modele “infinitésimal” de [MR]. On considere
en premier lieu le cas ou b, donc by, est un entier positif. Les formules
(2.1.2-3) deviennent :

1 0 1 — =2 —
[Tb+] = (O 627ri(ca)> <0 F(l—(ll)r(c—a) > 5

1 0 2mia 0
[TOO,] = <_ 2miemi(c—2a) 1) (e 0 1) .
T'(e)T'(14a—c)

D’autre part, on peut décomposer la monodromie formelle a I’infini pour
E(a;c;t) comme suit:

627ria 0 B 1 0 627ria 0
0 6271'1'(07(1) —\o 6271'1'(07(1) 0 1)
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Cette formule peut étre interprétée comme la décomposition de ’action
d’un lacet de monodromie dessiné tres pres de l'origine dans le halo analy-
tique de l'origine (au sens de [MR]) en l'action de deux tels lacets autour
de I’éclatement de 1'origine en deux points (tres...) infiniment voisins. (Les
couples (t7%,1) et (1,t*"¢) produisent les monodromies correspondantes.)

D’apres la théorie de Cauchy sauvage (cf [Ra2]), les solutions formelles
U(t) et V(t) donnent naissance & de vraies solutions sur le halo analy-
tique de l'origine. Ces solutions sont ramifiées en deux points de ce halo.
Compte tenu de ’éclatement de 0 introduit au préalable, on obtient ainsi
quatre points de ramification infiniment voisins de 'origine. On est alors
dans une situation a quatre points singuliers réguliers. On peut alors
décomposer, du point de vue homotopique, un lacet autour du halo an-
alytique en deux lacets entourant chacun respectivement deux points de
ramification (I'un provenant de l’éclatement de zéro, 'autre d’une singu-
larité de la somme des solutions formelles sur le halo analytique). On ob-
tient ainsi une interprétation géométrique des formules (2.1.2-3) dans le cas
envisagé (b € NT). Si b est un entier négatif, les matrices [Tp_] et [Tro—]
seront obtenues de maniere analogue.

Dans le cas général, on peut exprimer, par exemple, les formules (2.1.2—
3) par les égalités matricielles

10 10 L ¥ =)
[Tb-l—] = (O e—27ribo> (O e27r7l(c—a)> (O ra 1)F( ) ) )

1 0 eZmia () 1 0
ret= (s ) (55O (1 5.
~Torfifa—g | 0 1/\0 e

Compte tenu de l'interprétation géométrique précédente, ’apparition des
constantes e=2m semble quelque peu inattendue. Elle est en fait reliée & la
notion de tore exponentiel (qui apparait, suivant J. P. Ramis, dans le calcul
du groupe de Galois différentiel), et plus précisement a une interprétation
monodromique de ce tore exponentiel. Comme J.-P. Ramis I’a prévu au
début de son article [Ral], la présence de ces constantes “aléatoires” cor-
respond & la différence entre les deux parties de cet article au niveau de
I’approche utilisée.

Nota. Les résultats présentés dans cet article sont extraits de la these
de doctorat [Zh]. Son auteur tient a remercier vivement son directeur de



106

Changgui ZHANG

theése, Monsieur le Professeur Jean-Pierre Ramis, pour son encouragement

permanent et sa patience pour faire partager sa vaste culture mathématique.

[Ral]
[Ra2]

[Zh]
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