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動機および本研究の位置づけ 整数論における研究対象であるゼー
タ関数は，数学 (素数 )や物理学 (力学系 )など，幅広い分野に応用
できる関数である．ゼータ関数の応用性の広さが興味深く，ゼータ
関数をより理解するために，本研究ではゼータ関数を組合せ論的に
拡張し，その性質を研究した．
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フルヴィッツ型ゼータ関数� �
定義 (Riemannゼータ関数)
s ∈ Cに対し，

ζ(s) =
∞∑
n=0

1

ns
(ℜ(s) > 1).

� �� �
定義 (Hurwitz 型ゼータ関数)

x ∈ R≥0, s ∈ Cに対し，

ζ(s, x) =
∞∑
n=1

1

(n + x)s

(ℜ(s) > 1).� �

� �
定義 (Bernoulli 多項式)
n ≥ 0に対して，

text

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
.

� �
フルヴィッツ型ゼータ関数の性
質として次が成り立つ．� �
定理 m ∈ Nに対して，

ζ(1−m, a) = −Bm(a)

m
.� �
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Schur 型多重ゼータ関数

λ = (λ1, . . . , λr ), (λi ∈ N, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr ),
D(λ) := {(i , j) ∈ Z2|1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ λi}

SSYT (λ) :=

M =

m11 m12 · · · m1λ1

m21 · · · m2λ2

...
...

...
mr1 · · · mrλr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
mij ∈ N,

mij ≤ mi(j+1),
mij < m(i+1)j


定義 (Schur型多重ゼータ関数) sss = (sij)(i ,j)∈D(λ)(sij ∈ C)に対
して，

ζλ(sss) =
∑

(mij )∈SSYT (λ)

∏
(i ,j)∈D(λ)

1

mij
sij
.
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フルヴィッツ型ゼータ関数の Schur 型への拡張と性質 I

フルヴィッツ型ゼータ関数の拡張として以下を導入する．
定義 (Factorial Schur 型多重ゼータ関数) sss = (sij)(i ,j)∈D(λ)，
xxx = (xij)(i ,j)∈D(λ) に対して (sij ∈ C, xij ∈ R≥0)，

ζλ(sss|xxx) =
∑

mij∈SSYT (λ)

∏
(i ,j)∈D(λ)

1

(mij + xij)
sij .

主定理 1(Yamamoto, 2021+) sij = aj−i，xij = yj−i に対して，
ζλ(sss|xxx) = det

(
ζ
(
a(i ,j)|y(i ,j)

))
1≤i ,j≤λ1

が成り立つ．ここで，
ζ
(
a(i ,j)|y(i ,j)

)
=

∑
m1<···<mr

1

(m1 + yj−1)aj−1 · · · (mn + yj−n)a1−n

(n = λ′ + j − i).
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フルヴィッツ型ゼータ関数の Schur 型への拡張と性質 II

定義 (Schur型ベルヌーイ多項式) λ=(h, 1ℓ−1)=(h, 1, · · · , 1)，
xxx = (xij)，nnn = (nij)，tttλ = (tij)に対して (xij , tij ∈ R, nij ∈ Z≥0)，
ettt

λ
= e

∑
(i,j)∈D(λ) tij，ttthp = (t1(p+1), · · · , t1h)とすると，

(ettt
λ − 1)−1

∏
(i ,j)∈D(λ) tije

xij tij∏ℓ−1
p=1(e

t1ℓp − 1)
∏h−1

q=1(e
thq − 1)

=
∞∑
nnn=0

Bλ
nnn,tttλ(xxx)

∏
(i ,j)∈D(λ)

t
nij
ij

nij !
.

主定理 2(Yamamoto, 2021+) mmm = (mij)に対して (mij ∈ N)

ζλ(1−mmm|aaa) =
∏

(i ,j)∈D(λ)

(−1)(mij−1)Bλ
nnn,tttλ(−a−a−a)

mij
. (aij ∈ R≥0)
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