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( 3 で わった余り の 集合 ) ( G の 周りで 120
°

の 倍数回転 1一般化 前射影代数 の 表現 論 と その 応用
たし 算 ーて 行列 の かけ算対応

• 正三角形 を 回して も 喜べ ない の は 、 を の たし 算 が 簡単 な
2021 年 11 月 13 日 気が して 、

上 の 対応 が 自明 に 見えて しまう こと に 依っ て いる (たぶん)

この 下 で、
対称性 について 考える こと と は

村上 浩 大 ( 京都大学 理学 研究 科 ) 何 か 数学的 な操作で
何 か 演算 を 備えた 閉じて いる 構造物 X

自己 紹介 と 研究 の 動木幾 (一般 に は 無限 1 集合 .

A
〉 の 上 の 操作 End※

演算 -> 操作

という 対応 を 考える こと だ と 言い換え られる 、専門 表現論
、

( representation theory )

• この Picture の 下 で A を 対称性 、
X を その 実現 と 呼ぶ

も いろいろ な 概念 の 対称性 に 注目 し て
、

それら を 統合 的 に 扱う 分野 こと に する

m 興味 の 例
対称 性 -.- 適当 な 操作 を ほどこして も 保た れる よう な

性質 の こと
、

・ A を 実現 する よう な X たち を し適当 な 同 一視 の 下 で ) 分類 でき

ない か ?
A

例 )
_

・ Aの 異なる 実現 X と X
'
が あった とき に 、

X と X
'

を 比較 する ことで

A へ の 理解 を 深め られない か?
> 業

業 Gの まわり で
、

• X に 関係 する 異なる 対称性 A と A が あった とき に
、
X を 調べ

B C
± 120

° 何 回 る ことで
、

A と A
'

の 関係 への 理解 を 深め られない か ?

正三角形 か 回転させる
正三角形 に 重なる

、

今日 は
、
Dynkin 図形 と 呼ばれる グラフ から 現れる 色々 な 対称

注 ) 正三角形 だけ 回転させて おもしろい という 人 は あまり いない
性 ( Wey 1 群

、
量子 群 ) を 一般 前射影代数 の表現論 と 結び

( かも しれない )

つけて 理解 する という こと を 説明 したい .

この 例 は 抽象 的 に は 次 の よう に 言い 変え られる
、



この Dynkin 図形 は
、

添え字 の 集合 を I として
、

( i は 1 EI XI

さて
、

我々 が 考える 対称性 について 言及 したい
.

に対し 、

対称性 と して 思い浮かべ やすい もの として 有限単純群 ・ Cii = 2
.

i と j を 結ぶ辺 がない
( =位数が有限で 非自明 な 部分群 を もた ない群 ) C ij =

- 1
、 Cgi = -2

•
Ce c ij = Cgi = 0 ; f 〉- §

が ある と 思う 、
しかし

、 有限 単純群 の 分類 は 非常 に .fi• • C ij = Cgi = - 1 ; fiber ・ C ij = - 1 , Cgi = -3

難しい こと が 知ら れ て い て 、
多く の 人の貢献 による

、 約 1 6000 i j j

ページ に およぶ と されるその証明 を まとめ 、
出版する作業は 2021 年 現在 も

という ルール によって
、
Certain 行列 と 呼ばれる 行列終わって い ない (はず である ) .

に 言い換え られる 例えば

このよう に
、
あまり条件 を 課さ ずに広い 対称性 を 扱お う とする と 、

具

(
2 -1

) ・ ・ 12
・10

体 的 な 分類 に 基づい て 対称性 を 理解 する こと が 難しく なって -12 I ) ・ ・→ ・

-1 2 A2
o ・2 133

1 ま う 。 それ に 比べ 、 ずっと 全体像の 分かりやすい 、 ほどよい クラス の 群 と して
、

という 対応 が ある
、コンパクト Lie群 (Compact な 多様体の構造を もつ群で

、 演算 と

逆元 を 取る 操作 が 滑らかな群 。
よく わから なく て も 特に 問題 これら の 行列 は .

A
.
D

. E 型の 場合 は 対称 行列
、

( ie

ない ) が ある
、
この クラスの 群 の 分類 は

、

単純 Lie 代数 と 転置 を とって も 変わらない ) で あり
、
B .
C
. F.G 型 の 場合 は

、

呼ば れる 代数系 の 分類 と 同値で あり 、
それ は 以下 の 対称化可能 、

( ie
、 適当 な 対 角 行列 を 左 から かけて

、
名称行列 に

Dynkih 図 で 与え られる
できる ) である 。 これら の Dynk.in 図形 や Canton 行列 の

分類 に 付随 する 対称 性 は 20 世紀 以降 数多く 研究 されて
1 2 3 4 に1 h 1 3 4 5 n-1 h

• ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ An ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

おり
、 研究 の 方法 論 や 対象 は 変われど、

これら の 分類 に ともなっ て

1 2 3 4
M h

.

• . . . . . . .t . B n
2
En しに 6.7.8 ノ 数学 的 な興味 が 提供 さ れる という 部分 は 変わって いない 。

1 2 3 4 に1 h 1 2 3 4

• . . . . . . . t.cn ・ ・ ま ・ ー・ た1 次 頁 から
、
この 行列 の データ を 経由 して

、

種々 の 対称性
1 2 3 4 mm 1 2 を 定め

、
それら の 関係 を 見て いく

、

• . . . . . .

;
・ か ・ 三〉 ・ G 2

•

h



この 設定 の 下 、
一般化 前 射影代数 は E上有限次元 で ある 。一般化前射影代数 の加群圏 について

有限 次元 代数 の有限生成 な 加群 は 、
直既約分解 が 同型 と

一般化 前射影代数 は 、
対称化 可能 Carter行列 C = (Cij ) と

、 順番 を 除い て 一意 で ある という Kmに Schmidt - Azumaya の 定理
DC =

「( DC ) を 与える 対 角行列 D = diag ( ch .

-.-

、
du 1 を 用いて

、 が 知られている 、 すなわち 、 M を 有限生成 た (CDI - 加群 と した

次 の有向グラフ によって 定義 さ れる
、

i とき 、
直既約 た (CD) ・ 加群
a. 」

② C の サイズ 分 だけ 点 ・ そ かく
、

'

M = M 1 ⑦ -_- ⑦ Mk ( Mi は それ 以上 ME Mii の 形 に 分け られない )
直既約 という

、

i
の i
j

の 形 に Unique に 分解 できる
、

② C ij < o ⇒ i と J の 間 に 矢印 ・
<

を かく
、

したがって
、 直 既約 な 死いか -加群 で全で分類 し

、
それら の 間 の

Ei の は 準同型 を
"

全て " 分類 できれば
、
TI ( C 、

か の 表現論 は理解 でき

③ 各 点 に ループ fd を かく
、 た と 言える

、

しかし
、
その よう な 分類 が 可能 な 代数 は 一般 に は

ほとんど ない こと が 知られて いる
。

この 図形 に 矢印 に従って 点 を 移動 する と いう 道 を 定める こと が そこで た (CD ) 上 の 加群の うち 特別 な もの に着目 し
、
それら の

でき
、
経由 した 矢印 の 本数 の こと を 道 の 長さ と いう ( 点 は 長 さ 0 の道 と する) 対称性 に 注目 し たい 。 単純 Lie代数の 表現 論 と 非常 に 関わり

の 深い 群 として
、 Wey 1 群 と 呼ばれる 群 が 知ら れて いる

、

この群 は 、

nn このとき
、
道 を 基底 と する Q 上 の 線型 空間 に は

、
矢印 で の 移動 から 定まる

{ S i 1 i EI } で 生成 さ れ
、積 による (非可換 ) 環 の構造が 入る

」

= id ; SiSj = SiS i (Cij = 0 ) ia.gs i = S」
・ SiSj ( CijCgi = 11

この 環 に 次の 関係式 ( PI ) ~ ( P3) を要請 した もの を 一般化 前射影代数
と いう .

し た ( C 、 D ) と 書く こと に する )
SiSSiSt = SSi SSi (CijGに 2 ) ; SiS;SiSSiSj = gsigsig.si ij cgi = 3 )

を 関係式 に もつ群である (関係式から - id を 除いたものをBraid群 という )
( PI ) {f = O

(たとえば A型 の とき は Wey 1 群 は互換で 生成 される 対称群 の ことで ある )

Cgi C ij
f 点 i に 対応する長 さ 0 の道( P2 ) Ei dij = のは Ej さて 、 T(C .

D ) の イデアル II を Ii i = T ( 1 - ei ) TI で 定めよ う
、 この とき

、j-icij.tk k Wey 1 群 と 両側 イデアル の なす 半群 に は 、( P3)
も i EI

. 匚 ( - 1 ) な のはij Ej
= 0

.Cisco wey 1 群 1両 イ則イデアル の 半群
1 : 1

W ヨ w = Sin
、

-_- Sie 1 > Ii、 -_- Iie ごた E 〈 I 、 、
、 、

、 In〉
最短の表示

例 )
、 c = に も ) D = ( 弘 良 ) という 全単射 が存在 し

、
これ は 最短表示 の 選び方に よら ない

d =1 なら Ez は ムシできる この 下で 次の 定理 を 得る た (CDI - 加群 の 集まり で
、
部分加群 と

拡大で閉じたもの ( ie .
O → L → M ⇒ N → 0 ,

Eff!コニ?⃝
92 M を非 O . Edie Thin [M] F Me ew ⇒ t.eew ; L

.
New⇒ ME en)

( P2 ) の12 この12 E 2 、 E 2 の21 = の21 EE W
1 : 1

, forf た ( CD) .1 m 2
( P 3) mmEt たのか口 = 0

. w 、 っ ew : ニ Sub (Tu )⇐ 1 MI Mai (た)で
の21012 二 〇

。

この こと から TC . D) の表現論 を Wey 1 群 が形作って いる 。
次員 で

これ を 更に 別 の 代数系 (量子 群 ) と 結びつけ たい 、



結晶 基底 と 一般化 前 射影代数 Thm (Lusztig 、 斉藤 ) なし に
、
-_-

、 ie ) i Wey 1 群の元Sii Sie の Index で 1が最大
Uq(な ) へ は Braid 群 がQa ) - 自己同型 として 作用 し

、 結晶基底 の 元 は
、

さて
、
ここ から は Lie代数 の 量子 化 である 量子群 について 紹介 す F ( BI 、 々 ) : こ た -.- Tim ( ein ) EUq (G ) という 元 を 用いて

、

る 。
正確 な 定義 は 与えない が、

Lie代数 な とは .

4上 の 線型 空間 「 Cheeky 生成元 という

で あって
、

Lie括弧 1 . ] はは は とよば れる 演算 を 備えた 代数系で だ。私-.- de ) は には玔が -.- には琨けた bi.ae B Las)
結晶基底

ある
、

その 表現論 は普遍包絡 代数 Uは 1 という 非 可換代数 上の と 同一視 さ れる
、

加群 の研究 と 同一視 さ れる 。 さて 、
U (な ) は ①上 線型空間 の 構造 つまり 、

結晶基底 の 元 bは、Weyl群 の最長元 の最短表示 の 選び方 I を

が 入る ため
、
その 基底 を 考察 する こと は基本的 で ある

.

ここで
、 次の 定理

指定 すれば
、
l個 の 非負 整数 の 組 9 と 同一視 される この a を b の

E Lusztig data という 、

が よく知ら れて いる
さて 、 一般 化前 射影代数 と 結晶 基底 の 関係 を述べよ う

。 結晶
Thm ( BinCard - Birthoff-W.tt )

基底 は
、
特別 な た (CD ) - 加群 から なる

"多様体 "
の特別 な 部分 多様体

g.、 Lie algebra ,
{ つに

、
つに

、

-_- } i な の ①上 の 基底 た(CD ) -加群 M濯 ei M
のなす 集合 と 1 i I 対応 する

(eiMi <のど > 上 の 自由 加群 1
⇒ { っ姑 . . . . . つ(Y ; はく ー 、 < in

,
G

,

-_-

,
CR 70 } は ししな ) の Thin [ Geiss - Lederc - Schr en 2018] . で ( rank ein 、

、 、

、 rank enM ) = ル

①上 の 基底 を なす 、

max とを みたすもの から 作った
"

多様体 "

Bros) ヨ b 1
コロ

> Z b E 1」 Irr した (M )
比残

サル ) という
"

多様体
"

の 既約 な
つまり

、

Gの 基底 を 1つ 指定 すれば
、

Uは ) の 基底 が 1つ 得 られる という
"

部分 多様体 "

で 次元が最大 なもの
。

定理 で ある
.

しかし
、
この 基底 は G の 基底 の選び方 に 依存 して いる の 集合

.

この 下で
、
我々 は な Lusztig date を加群から復元 する 次の 定理 を得る

ため 、 必ずしも V1な ) の 加群 を 扱う 上 で
、

性質 の 良い 物 である
と は 限らない 、 そこで、

UG ) や その G変形 で ある 量子群 q (が
Thm [ M]

先 の 13 1 - A) ヨ b に 対応 する Zb の 生成点 に 適切 な稠密 開集合
の 基底で

、

何 か 特徴付け を備えた もの を 研究 する こと が
、
1つ に 含ま れる点 ) を 与える た ( CD ) -加群 M は

、 I = ( i 、-.- .ie ) という

の 大きな 問題 である
、

その 特徴付け を 一般化 前 射影代数 wey 1 群の最長元の 任意 の 最短表示 に対して
、

を 用い て 作ろ う という の が ここ で やり たい ことである
. M = M 。 っ MI つ

ーーー っ Me = ○
ヨ

、
さて

、
ここ で 扱う 基底 は 柏原 により導入 さ れ た

、
結晶基底 s.t.M://Mj.at 恥江なが ない しよ = 0 .

. . .

. e -1 )
と 呼ば れる もので ある

、 ( 定義 は 与えない が
、
多く の 教科書 が Yab にソ恥一時

出版 されている ので 、
ご

た興口末 があれば そちら を 参照 し て ほしい )
という 列 が 存在 する

1に しが
、
1

.
. . .

. 01 を みたす 加群
F im - th

結晶 基底 の 記述 に 関 に
、
次 が 知ら れて いる 、 とくに

、
( ai 、

一

、 al ) は b の I - Lusztig date と 一致 する
.

Dynkin 図形 により 分類 さ れた 異なる 対称性が互いに関係 づけ られる

という こと が 仁ムえられて いれ ば 幸 わい です
、
ありがとう ござい まし た ! !


