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本研究の動機及び位置付け
　ユークリッド空間Rdは一辺の長さが2−kの大きさのd次元
格子 (k ∈ Z)によって次々と分割でき, この分割はいくつもの
良い性質を持つ. 本研究はこのような分割を一般の距離空間
に拡張するものであり, 特に任意の2点が適切なスケールの立
方体の短いチェインで結ばれるという性質に注目し, 完備,
doubling, 一様完全の場合に先行研究を拡張した.
フラクタルのような図形を念頭において,　このような分割
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を仮定する幾何・ポ
テンシャル論における
先行研究があり, 本研
究の動機となっている.
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背景・先行研究

Rdの標準的な2進立方体分割
Sk :={ d∏

i=1

[ ai
2k
,
ai + 1

2k
]
| ai ∈ Z (1 ≤ i ≤ d)

}
(k ∈ Z)は以下の性質を持つ:

(S1) （k毎に, ）Rdを過不足なく分割
（内部が互いに交わらない）

(S2) 各立方体はそれぞれ, ただ１つの
Sk−1に含まれる立方体の部分集合

(S3) 各立方体は半径2−(k+1)の球を内包
し, 半径2−kの球に含まれる

(S4) 距離が2−k未満の2点を含む立方体
は隣接している

⇝一般の距離空間 (X , d)において
対応するものは存在するか？

O

R2

David (’88, ’91), Christ (’90), Hytönen-Kairema (’12), etc.
:(S1)～(S3) の性質に注目して対応物を構成

x y
d(x , y)

距離空間に“入り江”のような構造
があると, (S1)～(S3) を満たす
空間の分割でも, (S4)を満たす
とは限らない（右図）
⇝先行研究の手法を改良し, (S4)も
満たすような構成法を構築
(X , d)の仮定

完備 :xn ∈ X , d(xn, xm) −−−−→
n,m→∞

0 ⇒ ∃x ∈ X , xn −−−→
n→∞

x

doubling :∃N , ∀x ∈ X , r > 0, ∃{xi}Ni=1,B(x , 2r) ⊂
∪N

i=1B(xi , r)

一様完全 :∃γ > 1, ∀x ∈ X , r > 0,

B(x , r) ̸= X ならば B(x , γr) \ B(x , r) ̸= ∅

Remark.先行研究ではdoubling条件のみ仮定 (追加の条件は,
後述の応用を念頭に置いたもの)
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主結果・応用例
Theorem 1 (S. ’21)

0 < c∗ < C∗ < ∞なる定数 c∗,C∗を固定したとき,
∃C1,C2,C3, r0 > 0 があって次の条件を満たす:点集合
{xk ,n | k ∈ Z, n ∈ N, n < ∃Nk ∈ N ∪ {∞}}が
∃r ∈ (0, r0] に対し条件

d(xk ,n, xk ,m) ≥ c∗r
k (∀k , n,m, n ̸= m) (H1)

minn<Nk
d(y , xk ,n) < C∗r

k (∀y ∈ X ) (H2)

を満たすなら, 以下の条件を満たす
Qk ,n = Q(xk ,n) ⊂ Xが存在する:

•
∪

n<Nk
Qk ,n = X (∀k ∈ Z) (D1)

• intQk ,n = int(Qk ,n), intQk ,n = Qk ,n (D1’)

• l ≥ k ⇒ Ql ,m ⊂ Qk ,nまたはQl ,m ∩ Qk ,n = ∅
(∀n < Nk , m < Nl), (D2)

• B(xk ,n,C1r
k) ⊂ Qk ,n ⊂ B(xk ,n,C2r

k), (D3)

• d(y , z) ≤ C3r
k ⇒ ∃n1, n2,m s.t. y ∈ Qk ,n1,

z ∈ Qk ,n2, Qk ,ni ∩ Qk ,m ̸= ∅ (i = 1, 2) (D4)

Remark.(H1),(H2) を満たす点集合 が存在することは
容易にわかる。(D1)～(D4)が (S1)～(S4)に対応

[先行研究への応用]:
木上 (’20) (S. ’21:非有界・離散の場合に拡張)

（仮定）:孤立点を持たないcpt距離空間に
おいて, Theorem 1のQk ,nに相当する構造,
“Basic Frameworkを満たす分割”が存在　
（結論）: 距離空間の幾何的複雑さを測る
量の一つであるAhlfors正則共形次元（以
下ARC次元, 詳細な定義は補足に)が,
分割の構造から定まるグラフのp次ポテン
シャルの変分問題を用いて特徴づけられる
(幾何的・解析的な特性量の結びつけ)

Theorem 2 (S. ’21)

孤立点を持たない完備距離空間 (Y , ρ)につき
以下の条件は同値
(a) doublingかつ一様完全
(b) (Y , ρ)のARC次元は有限
(c) “Basic Frameworkを満たす分割”が存在

(Pf.)(a)⇔(b)は既知 (cf. Heinonen ’01)
(c)⇒(b)は木上’20, S.’21, (a)⇒(c)は本研究
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証明のアイデア

π

xk−1,m

xk ,n

各xk ,nに対し、親となる
π(xk ,n) := xk−1,m (∃m)
を選んで対応させ,

Qk ,n

=
∪
i≥0

{xl ,m | πi(xl ,m) = xk ,n}

(子孫の点全体の集合の閉包)とおく
⇝ Qk ,nが求める条件を満たすようにπを作る
（先行研究から共通のアイデア）
• 追加で (D4) ((S4)に相当)を満たすには？
条件1

∃α,B(xk ,n1, αr k) ∩ B(xk ,n2, αr
k) ̸= ∅

⇒ ∃n′i s.t. π(xk+1,n′i
) = xk ,ni (i = 1, 2),

B(xk+1,n′1
, αr k+1) ∩ B(xk+1,n′2

, αr k+1) ̸= ∅

(∃)
αr k

→ 条件１と (D3)を繰り返
し使うことで,　Qk ,n1, Qk ,n2

上に接近するCauchy列が
でき, 完備性により共有点に
収束 (∴ Qk ,n1 ∩ Qk ,n2 ̸= ∅)

さらに,
∩

i=1,2 B(xk ,ni , (C2 + ϵ)r k) ̸= ∅
⇒ ∃l ,B(xk ,ni , αr k) ∩ B(xl , αr

k) ̸= ∅ (i = 1, 2)
ならば, C3 = ϵに対して (D4)が示せる

y z
r

γrところが, 一様完全性だけでは
ある点から別の特定の点に
近づく方向に、中間点が
存在することは示せない
(同様に,α > C2に対し条件１を示すことも不可)

xk+1,n′2

xk+1,m′

≥ αr k
ϵr k >

y

z

Xk ,m

xk ,n2

y

⇝ y ∈ B(xk ,m,C∗r
k)

なる xk ,m を利用
(y ∈ Qk ,mとは限らない)

条件1に加えて,
d(y , z) < ϵr kかつ
d(y , xk ,n2) ≥ αr k

⇒ ∃n′i ,m′ (i = 1, 2) s.t.
π(xk+1,n′i

) = xk ,ni ,
π(xk+1,m′) = xk ,m,
B(xk+1,n′i

, αr k+1) ∩ B(xk+1,m′, αr k+1) ̸= ∅
を満たすようにπをつくり, (D4)を示した
(d(y , xk ,n2) < αr kの場合は直接条件1が使える)
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補足・参考文献
•Ahlfors正則共形次元について
擬対称と呼ばれる空間の変形と，Ahlfors正則性と呼ばれ
る空間の複雑さを表す量から定まる
擬対称 (Quasisymmetry)

距離空間 (X , d)と (Y , ρ)が擬対称 ((X , d) ∼
QS

(Y , ρ))

⇔ ∃同相写像 f : X → Y , ∃同相写像θ : [0,∞) → [0,∞)
s.t. ∀x , y , z ∈ X (x ̸= z) に対し次の不等式が成立:

ρ(f (x), f (y))/ρ(f (x), f (z)) ≤ θ
(
d(x , y)/d(x , z)

)
.

(任意の3点の距離の比が緩やかに保たれるような変形)

Ahlfors正則 (Ahlfors regular)

(α > 0につき)距離空間 (X , d)がα-Ahlfors正則 (α-AR)
⇔ ∃C > 0, ∃(X , d)上のBorel測度µ s.t. ∀x ∈ X ,
∀r ∈ [infy :y ̸=x d(x , y), diam(X , d)]につき次が成立:

C−1rα ≤ µ(Bd(x , r)) ≤ Crα.

例:Rd : d -AR, Sierpiński Carpet: (log 8/ log 3)-AR
α-ARかつ孤立点なし⇒α = dimH(X , d) (Hausdorff次元)

Ahlfors正則共形次元 (以下,ARC次元)は，
Ahlfors正則に現れるαが擬対称変形によっ
てどれほど下がるかを表す
Ahlfors正則共形次元
(Ahlfors regular conformal dimension)

距離空間 (X , d)のARC次元を次で定める:

dimAR(X , d) = inf{α |∃(Y , ρ) : α-AR

かつ (X , d) ∼
QS

(Y , ρ)}.

Remark. αを大きくするのは容易 ((X , d)に
対し (X , dβ)(β < 1)を考える)
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