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レディンンガー方程式
−∆ui + Vi(x)ui − fi(ui) = gi(u),
u = (u1, . . . , uM),
x ∈ RN , i = 1, . . . ,M.

(1)

動機
M = 3, fi(ui) = |ui|p−1ui,
g1(u) = γu2u3, g2(u) = γu1u3,
g3(u) = γu1u2 のとき, Pomponio [2]
は γが十分大きいときに (1)の
ground stateが vectorになることを
示した.しかし γが十分小さいとき
に ground stateがどうなるのかにつ
いては明らかではなかった.

M = 1, V1 ≡ ω, f1(u1) = |u1|p−1u1,
g1 ≡ 0のとき Cazenave–Lions [1]
(1982)により, (1)の解の存在および
安定性が示された.
[1] Cazenave–Lions, Comm. Math.

Phys., 85 (1982), 549–561.
[2] A. Pomponio, J. Math. Phys., 51,

093513 (2010).
本研究は倉田和浩氏 (東京都立大学)との共同研究に基づく.
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先行研究
Pomponio [2] (2010)では以下のシ
ステムに対して, γが十分大きいと
き, ground stateが vectorになるこ
とを示した.
−∆u1 + V1(x)u1 − |u1|p−1u1 = γu2u3,

−∆u2 + V2(x)u2 − |u2|p−1u2 = γu1u3,

−∆u3 + V3(x)u3 − |u3|p−1u3 = γu1u2.

(Pγ)

ここで, u1, u2, u3 は実数値関数であ
り, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1, γ > 0であ
り,さらにポテンシャル
V = (V1,V2,V3)は次の条件をみたす
と仮定する.
[2] A. Pomponio, J. Math. Phys., 51,

093513 (2010).

(V1) 任意の i = 1, 2, 3に対して,
Vi ∈ L∞(RN)かつ,ある正定数
Ci が存在して
Vi(x) ≥ Ci a.e. x ∈ RN が成り
立つ.

(V2) Vi(x) ≤ lim|y|→∞ Vi(y) = Vi,∞ ∈
R a.e. x ∈ RN .

0

Vi,∞

Vi(x)
Ci

2∗ =

∞ (N = 1, 2),
2N/(N − 2) (N ≥ 3).
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H = H1(RN) × H1(RN) × H1(RN)と
おく. (Pγ)の解は汎関数 Iγ : H→ R
の臨界点として特徴付けられる:

Iγ(u) :=
3∑

i=1

∫
RN

1
2

(|∇ui|2 + Vi(x)u2
i )

− 1
p + 1

∫
RN
|ui|p+1 − γ

∫
RN

u1u2u3.

ground state
uは (Pγ)の ground state

def⇐⇒ uは (Pγ)の非自明解かつ,任
意の (Pγ)の非自明解 uに対して,
Iγ(u) ≤ Iγ(u).

cγ := Iγ(uγ)とおく.ここで, uγ は
(Pγ)の ground state.

詳細な漸近挙動を述べるために次の
極限問題を考える:
−∆w1 + V1(x)w1 = w2w3 in RN ,

−∆w2 + V2(x)w2 = w1w3 in RN ,

−∆w3 + V3(x)w3 = w1w2 in RN .

(P̃∞)

(P̃∞)の解は汎関数 Ĩ∞ : H→ Rの臨
界点として特徴づけられる:

Ĩ∞(w) :=
3∑

i=1

∫
RN

1
2

(|∇wi|2 + Vi(x)w2
i )

−
∫
RN

w1w2w3.

wを (P̃∞)の ground stateとし,
c̃∞ := Ĩ∞(w)とおく.
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主結果 1

主結果 1 (Kurata-O. (2021) [3])

γ → ∞のとき

cγ = c̃∞/γ2 + o(1/γ2).

さらに {γn}∞n=1 ⊂ (0,∞)を γn → ∞
(as n→ ∞)となる数列とし, un を
(Pγn)の ground stateとする.このと
き部分列をとれば, (P̃∞)の ground
state wと {ξn}∞n=1 ⊂ RN が存在して
∥γnun(· + ξn) − w∥H → 0, as n→ ∞.

(V1,V2,V3) . (V1,∞,V2,∞,V3,∞)なら
ξn = 0 (∀n ∈ N)とできる.

−∆u1 + V1(x)u1 − |u1|p−1u1 = γu2u3,
−∆u2 + V2(x)u2 − |u2|p−1u2 = γu1u3,
−∆u3 + V3(x)u3 − |u3|p−1u3 = γu1u2.

(Pγ)

−∆w1 + V1(x)w1 = w2w3 in RN ,
−∆w2 + V2(x)w2 = w1w3 in RN ,
−∆w3 + V3(x)w3 = w1w2 in RN .

(P̃∞)

[3] K. Kurata and Y. Osada,
Asymptotic expansion of the
ground state energy for nonlinear
Schrödinger system with three
wave interaction, Commun. Pure
Appl. Anal., (2021), 13 pp.
doi: 10.3934/cpaa.2021157
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主結果 2

主結果 2 (Kurata-O. (2021) [3])

cγ は [0,∞)で単調減少かつ連続であ
る.さらに,ある γ∗ > 0が存在して
cγ = c0 (0 ≤ γ ≤ γ∗)かつ
cγ < c0 (γ > γ∗). さらに, γ > γ∗ に対
して, (Pγ)の全ての ground stateは
vector solutionになり, 0 ≤ γ < γ∗ に
対して, (Pγ)の全ての ground state
は scalar solutionになる.

γ∗ := max{γ ≥ 0 | cγ = c0}.
cγ = c̃∞/γ2 + o(1/γ2) (as γ → ∞).−∆u1 + V1(x)u1 − |u1|p−1u1 = γu2u3,
−∆u2 + V2(x)u2 − |u2|p−1u2 = γu1u3,
−∆u3 + V3(x)u3 − |u3|p−1u3 = γu1u2.

(Pγ)

γ

cγ

c0

γ∗

∼ c̃∞/γ2

O

scalar
vector

[3] K. Kurata and Y. Osada,
Asymptotic expansion of the
ground state energy for nonlinear
Schrödinger system with three
wave interaction, Commun. Pure
Appl. Anal., (2021), 13 pp.
doi: 10.3934/cpaa.2021157
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