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目標
スケール臨界な関数空間に属する初期値に対する方程式 (NSC)の時間大域
的適切性を示す.

時間大域的な時空積分ノルムの意味で,回転速度無限大における解の漸近極
限を調べる.
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導入

Coriolis力付き Navier-Stokes方程式:
∂tu−∆u+Ωe3×u+ (u · ∇)u+∇p = 0 (t, x) ∈ (0,∞)×D,
divu = 0 (t, x) ∈ [0,∞)×D,
u(0, x) = u0(x) x ∈ D.

(NSC)

D := R2×T: 3次元層状領域, x = (xh, x3) ∈ D⇔ xh = (x1, x2) ∈ R2, x3 ∈ T
u = u(t, x) = (u1(t, x),u2(t, x),u3(t, x)): 流体の速度場
p = p(t, x): 流体の圧力
u0 = u0(x) = (u0,1(x),u0,2(x),u0,3(x)): 流体の初期速度場
Ω ∈ R: Coriolisパラメータ, e3 = (0,0,1)

スケール臨界空間
uλ(t, x) := λu(λ2t,λx), pλ(t, x) := λ2 p(λ2t,λx), Ωλ := λ2Ω (λ > 0)

(u, p): Ωに対する (NSC)の解 ⇐⇒ (uλ, pλ): Ωλに対する (NSC)の解
∥u(0, ·)∥X = ∥uλ(0, ·)∥X (∀λ > 0)

を満たす時, Banach空間 X = X(Rn)は (NSC)に対するスケール臨界空間と呼ば
れる. (例: Sobolev空間 Ḣ

n
2−1(Rn) n ∈ N, L2(R2), Ḣ1/2(R3) )
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先行結果 (R3上の高速回転極限)

定理 (Chemin, Desjardins, Gallagher and Grenier(2002,2006))
u0 = v0+w0 ∈ L2(R2)3+ Ḣ1/2(R3)3 と仮定する.

∃Ω0 = Ω0(u0) > 0 s.t. |Ω| ⩾Ω0 を満たす ∀Ω ∈ Rに対して, R3 上における
(NSC)の時間大域解 uが一意的に存在する.

2 < q < 6に対して, |Ω| → ∞の時, u→ u∞ in L2
loc(0,∞; Lq(R3)).

極限方程式 (ただし, ∆h = ∂
2
1+∂

2
2, ∇h = (∂1,∂2)及び u∞h = (u∞1 ,u

∞
2 )とする):∂tu∞−∆hu∞+ (u∞h · ∇h)u∞+ (∇h p,0) = 0, ∇h ·u∞h = 0, (t, xh) ∈ [0,∞)×R2,

u∞(0, xh) = v0(xh), xh ∈ R2.
(Lim)

補題 (Chemin, Desjardins, Gallagher and Grenier (2002, 2006))
0 < r < R <∞, 1 ⩽ p ⩽∞とする. このとき, ∃C =C(r,R, p) > 0 s.t.∇ · v = 0,
supp v̂0 ⊂ {ξ ∈ R3

∣∣∣ r < |ξ3|, |ξ| < R}を満たす v0 ∈ L2(R3)3 及び Ω ∈ R \ {0}に対して,

∥et(∆−ΩPe3×P)v0∥Lp(0,∞;L∞(R3)) ⩽C|Ω|−
1

4p ∥v0∥L2(R3).

P : L2(R3)3→
{
v ∈ L2(R3)3

∣∣∣∣ ∇ · v = 0
}
, Helmholtz射影作用素
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先行結果 (Dに関連する結果)

分解
u0 = u0(x)は u0 = ū0+ ũ0 と分解できる. ここで, ū0 と ũ0 はそれぞれ

ū0(xh) = Qu0(xh) =
∫
T

u0(xh, x3)dx3, ũ0(x) = u0(x)− ū0(xh) と表す.

R2 上の ūに関する発展方程式:∂tū−∆hū+P[(ūh · ∇h)ū+Q(ũ · ∇)ũ] = 0, ∇h · ūh = 0,
ū(0, xh) = ū0(xh).

D上の ũに関する発展方程式:∂tũ−∆ũ+ΩP(e3× ũ)+P[(1−Q)(ũ · ∇)ũ+ (ū · ∇)ũ+ (ũ · ∇)ū] = 0, ∇ · ũ = 0,
ũ(0, x) = ũ0(x).

定理 (Gallay and Roussier-Michon (2009))
ũ0 ∈ H1(D)3, ū0,3 ∈ H1(R2), (∇× ū0)3 ∈ (L1∩L2)(R2)を満たす u0 ∈ H1

loc(D)3 をとる.

∃Ω0 = Ω0(u0) > 0 s.t. ∃!u: |Ω| ⩾Ω0 に対する (NSC)の時間大域解.

u→ 2次元 Lamb-Oseen渦 in L1(R2) as t→∞.
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主結果 (D上の高速回転極限)

定理 1 (O. and Takada (2021))
∀u0 = ū0+ ũ0 ∈ L2(R2)3+ (1−Q)Ḣ1/2(D)3, ∃Ω0 = Ω0(ū0, ũ0) > 0 s.t. |Ω| ⩾Ω0 を満た
す ∀Ω ∈ Rに対して, ∃!u = ū+ ũ: (NSC)の時間大域解 s.t.

ū ∈C([0,∞); L2(R2))3∩L2(0,∞; Ḣ1(R2))3,

ũ ∈C([0,∞); (1−Q)Ḣ
1
2 (D))3∩L2(0,∞; (1−Q)Ḣ

3
2 (D))3.

更に, 2/p+2/q = 1を満たす 2 < p,q <∞に対して,
lim
|Ω|→∞

∥u−u∞∥Lp(0,∞;Lq(D)) = 0.

ここで, u∞は ū0 を初期値に持つ (Lim)の時間大域解であり,次を満たす:
u∞ ∈C([0,∞); L2(R2))3∩L2(0,∞; Ḣ1(R2))3.

補題 (Gallay and Roussier-Michon (2009), O. and Takada (2021))
R > 0, 1 ⩽ p ⩽∞及び 2 ⩽ q ⩽∞とする. このとき, ∃C =C(R, p,q) > 0 s.t. ∇· ũ0 = 0,
supp ̂̃u0 ⊂ {ξ ∈ R2×2πZ

∣∣∣ |ξ| < R}を満たす ũ0 ∈ (1−Q)L2(D)3 及び Ω ∈ Rに対して,

∥et(∆−ΩPe3×P)ũ0∥Lp(0,∞;Lq(D)) ⩽C⟨Ω⟩− 1
4 β∥ũ0∥L2(D).

ここで, ⟨·⟩ = (1+ | · |2)
1
2 , β =min

{
1
p ,1−

2
q

}
.
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