
時間変更過程の収束と緊密性について

大井拓夢
京都大学 数理解析研究所 D1

自己紹介
名前：大井拓夢
所属：京都大学数理解析研究所
学年：博士課程 1年
専門：確率論
メールアドレス：ooitaku@kurims.kyoto-u.ac.jp

研究内容
Z n : Hunt過程 (右連続で左極限をもつ強Markov過程でいくつかの条件を
満たすもの)
µn : Z nに関する Revuz測度
An : µnに対応する PCAF
Ẑ n
t := Z n

(An)−1
t

: Z n の Anによる時間変更過程 に対して

Z n Z∞
弱収束

µn µ∞
弱収束

対応

An A∞
対応

弱収束

もし

ならば Ẑ n Ẑ

弱収束
が成立するか ?

動機と背景
Liouville Brown運動とは Liouville測度 (Gauss自由場を用いて構成されるラ
ンダムな測度)を用いてBrown運動を時間変更した確率過程である。
Liouville Brown運動は様々なランダムグラフ上のランダムウォークの極限
と予想/証明され、共形場理論や統計力学などと密接なかかわりを持つ。
Brown運動は 2-安定過程であり、Liouville Brown運動を α-安定過程へ一般
化することができる。この α-安定過程版が α → 2 のときに Liouville
Brown運動へ収束するかどうか調べることが元々の研究の動機である。
Liouville Brown運動やその α-安定過程版は時間変更過程であるため、収束
を調べるにあたり、より一般の問題を考える。すなわち次の問題を考える。
問.元の確率過程と Revuz測度が収束している場合に、対応する時間変更
過程は収束するか?

時間変更過程の収束はいくつかのモデルでは [BC],[C],[CHK],[BG]などの先
行研究があるが、連続モデルの離散近似を行うという視点の物が比較的多
いため、連続モデル間の収束などの先行研究はあまり多くない。

ここでは Liouville Brown運動などの元々の動機に関連したことには触れ
ず、一般の時間変更過程に関することを述べる。以下のページの構成は、
P.2：時間変更過程に関する準備、P.3：確率過程間の収束に関する準備、
P.4：問の答え (反例の構成)、P.5：緊密性に関する諸結果となっている。
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準備１. 時間変更過程

本頁では時間変更過程に関する用語の説明を行う。いずれも、数学的な定
義の後に直感的な説明を記している。
ここは次の設定のもとで考える。
E : 局所コンパクト可分距離空間 (例:実数空間Rd など)
m : E 上の正値 Radon測度で台が全体のもの (例:実数空間上の Lebesgue
測度など)
Z = {Zt}t≥0 : E 値対称Hunt過程 (例:Brown運動など)
{θt} : シフト作用素 (確率過程の時刻を tずらす作用素)

定義
R値確率過程A = {At}t≥0 が Z の正値連続加法的汎関数 (PCAF)とは θt-
不変な可測集合 Λが存在して次の 2条件を満たすものである。
(A.1) 任意の t ≥ 0に対し At |ΛはFt |Λ-可測。
(A.2) 任意の ω ∈ Λに対しA·(ω)は連続でA0(ω) = 0で、任意の t, s ≥ 0に
対しAt+s(ω) = At(ω) + As(θtω)を満たす。
すなわち PCAFとは原点を通るランダムで連続な単調増加関数であり、
PCAFを用いて確率過程の時間変更 (移動速度の変更 )を行う。

定義
E 上の正のBorel測度 µが Z に関しなめらかとは次の 2つを満たすこと
(1) E-極集合Nに対し µ(N) = 0

(2) {Fk}が存在して∪k≥1Fk
E1

= F かつ µ(Fk) < ∞
ここで (E ,F)は Z に対応する L2(E ;m)上のDirichlet形式。
すなわち、なめらかな測度とは確率過程 Z が通る場所のみを測る測度で
ある。

定理 ([Chen-福島, Thm.4.1.1])

(1) Z の PCAF Aに対し、E 上のなめらかな測度 µがただ一つ存在し次の
等式を満たす。任意の正のBorel可測関数 f に対し∫

E

f (x)dµ(x) = lim
t↘0

1

t

∫
E

Ex

(∫ t

0

f (Zs)dAs

)
dm(x)

(2) Z に関し E 上なめらかな測度 µに対し、PCAF Aが存在し上の等式を
満たす。
上の定理で、PCAFに対応するなめらかな測度を Revuz測度と言う。
PCAFと Revuz測度は 1対 1に対応していることが重要である。そのため
片方の性質を調べることでもう一方の性質を知ることができる。

定義
PCAF Aに対し、A−1

t := inf {s > 0 : As > t}と定める。
このとき Ẑt := ZA−1

t
を Z のAによる時間変更過程と呼ぶ。

例 1.
Z をRd 上のBrown運動、µ(dx) := 2dxとすると、µに対応する PCAFは
At = 2tであり、時間変更過程は Ẑt = Zt/2となる。つまり時間変更過程
は元のBrown運動の半分のスピードで動く確率過程である。

例 2.
Z をR2の単位球面上の反射壁Brown運動、µ(dx) := 1∂B(0;1)(x)dxとする
と、µに対応する PCAFはAt =

∫ t
0 1∂B(0;1)(Zs)dsであり、時間変更過程は

単位円上の対称 Cauchy過程 (1-安定過程)である。つまり単位円にぶつ
かった時間のみ取り出した、ジャンプだけで移動する確率過程である。
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準備2.確率過程間に入れる位相:Skorkhod位相

本頁では、確率過程の収束を扱うために Skorkhod位相と呼ばれる 2種類
の位相について説明する。T > 0と 1以上の整数 d を固定する。
D([0,T ],Rd) :={x : [0,T ] → Rd ; càdlàg (右連続で左極限をもつ)}、
D([0,∞),Rd) := {x : [0,∞) → Rd ; càdlàg}と定める。
確率過程 {Zt}は tに関する関数と見なすことでD([0,∞),Rd)のランダム
な元として扱えるためD([0,∞),Rd)に位相を導入する。

1.Skorkhodの J1位相
ΛT := {λ : [0,T ] → [0,T ] ; 連続な単調増加関数でλ(0) = 0, λ(T ) = T}と
定める。このとき x1, x2 ∈ D([0,∞),Rd)に対し次を定める。

dT
J1 (x1, x2) := inf

λ∈ΛT

{sup
t≤T

|x1(λ(t))− x2(t)|+ sup
t≤T

|λ(t)− t|}

dJ1(x1, x2) :=

∫ ∞

0

e−T (dT
J1 (x1, x2) ∧ 1)dT

D([0,∞),Rd)上に距離 dJ1で誘導される位相を Skorkhodの J1位相と呼ぶ。
J1位相は不連続な関数たちの収束を測る位相であり、関数の収束を、ジャ
ンプする時刻とジャンプの幅も含めて考えることができる。

2.SkorkhodのM1位相
x ∈ D([0,∞),Rd)に対し Γx を関数 xのジャンプを縦につないだグラフとす
る。このグラフ上に左から右に向かって向きを決める (下図参照 )。

t

x(t)

t

Γx

ΠT (x) := {(r , u) : [0, 1] → Γx ;連続で単調非減少, r(0) = 0, r(1) = T}と置
く。x1, x2 ∈ D([0,T ],Rd)に対し次を定める。

dT
M1
(x1, x2) := inf

(ri ,ui )∈ΠT (xi )
{sup
s≤1

|r1(s)− r2(s)|+ sup
s≤1

|u1(s)− u2(s)|}

dM1(x1, x2) :=

∫ ∞

0

e−T (dT
M1
(x1, x2) ∧ 1)dT

D([0,∞),Rd)上に距離 dM1で誘導される位相を SkorkhodのM1位相と呼ぶ。
M1位相も J1位相と同様に不連続な関数たちの収束を測る位相であるが、
ジャンプの前後をつないでできたグラフ間の距離を測るため、より多くの
関数の収束を考えることができる。

例.
左図：1[1− 1

n
,∞)は 1[1,∞)に J1位相で収束 (従ってM1位相でも収束)する。

右図：n(t − (1− 1
n))1[1− 1

n
,1) + 1[1,∞)は 1[1,∞)に J1位相では収束しないが

M1位相で収束する。

t
1−1/n 1

t
1−1/n 1

これにより確率過程 Z をランダムなD([0,∞),Rd)の元と見て、確率過程
間の弱収束を考えることができる。ここで、Z nが Z へ弱収束 (分布収束)
するとは任意の有界連続関数 f に関し f (Z n)の期待値が f (Z )の期待値へ
収束することであり、これは有限次元分布収束かつ緊密と同値であること
が知られている (Whitt, Thm.11.6.6)。
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問.の答え：反例の構成

P.1でも述べたように、以下の問題を考える。
問
Z n : Hunt過程、 µn : Z nに関する Revuz測度、
An : µnに対応する PCAF、 Ẑ n

t := Z n
(An)−1

t
: 時間変更過程に対して

もし Z nが Z∞へ弱収束し µnも µ∞へ弱収束するならば対応するPCAF An

はA∞へ弱収束するか?　また、時間変更過程 Ẑ nは Ẑ∞へ弱収束するか?

答え
一般には成立しない。
以下では実際に構成した反例について説明する。

τ (k)を独立同分布な確率変数でその分布が P(τ (k) ≤ t) = 1− e−tとする。
簡単のため τ (0) = 0とおく。
x ̸= 0, m ∈ Z≥0,に対しR上の確率過程 Z nと PCAF Anを

Z n
t := Zt :=


x :

2m∑
k=0

τ (k) ≤ t <
2m+1∑
k=0

τ (k),

−x :
2m+1∑
k=0

τ (k) ≤ t <
2m+2∑
k=0

τ (k),

An
t :=

∫ t

0

(sin (nZs)+1)ds.

と定める。つまり Z nは指数時間経つごとに軸に関して対称な点へジャン
プする確率過程である。
するとAnに対応する Revuz測度は µn(dx) = (sin (nx) + 1)dxであり、
Riemann-Lebesgueの補題により µn(dx)は µ∞(dx) = dxへ弱収束する。し
かし、An

t はA∞
t = tへ収束しない。更に、 Z のAnによる時間変更過程 Ẑ n

も Ẑ∞へ弱収束しない。

この場合、時間変更過程は具体的に次のように書き表すことができる。

Ẑ n
t := Z(An)−1

t
=

{
x :
∑2m

k=0(1+(−1)k+1 sin (nx))τ (k)≤t<
∑2m+1

k=0 (1+(−1)k+1 sin (nx))τ (k),

−x :
∑2m+1

k=0 (1+(−1)k+1 sin (nx))τ (k)≤t<
∑2m+2

k=0 (1+(−1)k+1 sin (nx))τ (k),

すなわち Ẑ nは指数時間の (1 + sin (nx))倍の時間が経過すると軸に関して
対称な点へジャンプし、その後 (1− sin (nx))倍の指数時間が経過すると初
期位置へジャンプし、以降はこれを繰り返す。
この時間変更過程は元の確率過程のジャンプする時刻を変更したものであ
り、ジャンプする時刻が振動した状態になっているため n → ∞で分布収
束せず、従って J1位相でもM1位相でも弱収束しない

また、sin (nkx) → −1となる部分列 {nk}について考えることで {Ẑ n}は緊
密でないと分かる (緊密性は弱収束の必要条件である。緊密性については
次頁でより詳しく述べる。)

この反例ではなぜ時間変更過程が収束しないのか
元の確率過程と Revuz測度が収束していても、対応する PCAFの傾きが 0
へ近づくような部分列が存在したために時間変更過程のジャンプする時刻
が振動してしまい、分布収束せず緊密性も壊れ、収束しなかった。
構成した反例のように、元の確率過程が収束していても時間変更過程の収
束は一般には成立しないが、時間変更過程の収束はそれ自体の興味の他に
も、連続な確率モデルの離散近似などで有用であるため、どれ程の条件を
課せば収束するのかを考える。そのため次頁では、収束の必要条件の一つ
である緊密性について考える。
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緊密性に関する諸結果

確率過程の弱収束には緊密性が必要である。
本頁では、確率論特有の概念である緊密性についての定義と直感的な説明
を与えた後、時間変更過程の緊密性の十分条件に関する諸結果について述
べる。
定義
{Z n}が J1位相 (resp.M1位相)で緊密であるとは任意の ε > 0に対し J1位
相 (resp.M1位相)でコンパクトな集合K が存在し任意の nに対し Z n ∈ K
となる確率が 1− εより大きくなることである。
つまり緊密性とは確率過程たちが大きく外れた所へ逃げないという性質で
あり、緊密であれば任意の部分列に対し収束部分列が存在する。

Z nをHunt過程、Anを Z nの PCAFとする。次のような条件を課すことで
時間変更のスケールや時間変更過程の緊密性が言える。
命題 (O.)

t∗ > 0と c > 0が存在して任意の nに対し確率 1でAn
t∗ > cを満たすと仮

定する。
このとき {An}がM1位相で緊密ならば {(An)−1}もM1位相で緊密。

命題 (O.)

{Z n}と {(An)−1}がそれぞれ J1位相で緊密で、Anが確率 1で真に単調増
加であれば {Ẑ n· := Z n

(An)−1
·
}も J1位相で緊密。

これらの結果はM1位相での逆写像の連続性や緊密性に関する必要十分条
件を確かめることで証明される。また、PCAFに関しての仮定を弱めた場
合次のことが分かる。
命題 (O.)

{Z n}が J1位相で緊密で、{(An)−1}がM1位相で緊密で、部分列極限が連
続ならば {Ẑ n· := Z n

(An)−1
·
}は (局所 )L1位相で緊密。

一般に、部分列極限が連続という仮定を外すことはできない。ジャンプす
る時刻に長時間滞在するような場合を考えることで反例が構成できる。
時間変更過程の緊密性が分かると、任意の部分列に対し収束部分列が存在
するため、その収束先がすべて同じものであれば時間変更過程の弱収束が
言える。そのため時間変更過程の緊密性を調べることは収束を考える上で
重要である。
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