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動機と位置付け
制御⼯学と関係が深い周期関数を係数にもつ

マシュー微分⽅程式の解の振動問題の歴史は古
く，膨⼤な数の研究がある。しかし，現実モデ
ルを反映させた⾮周期関数を係数にもつマ
シュー⽅程式に対しては，既存の振動判定法は
これまでの先⾏結果では適⽤できず難点が多い。
そこで，⼀般化したマシュー微分⽅程式の解構
造を振動・⾮振動の観点から精密に解析するこ
とを研究の主⽬的としている。
特に，⼯学分野では，倒⽴振⼦の動きを予測

する道具としてマシュー微分⽅程式がよく利⽤
されており，本研究で得た新しい振動・⾮振動
判定法は制御⼯学分野への発展に寄与できる。
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研究背景とマシュー⽅程式（周期系常微分⽅程式）

問題点１

近年，倒⽴振⼦型の乗り物が
世の中に普及しているが，，，

倒⽴振⼦型⾞両の多くは平らな場所
での展⽰やデモンストレーションは
⾏なっているが，段差や砂利道など，
凹凸のある路⾯における乗り物の安
定性に関する学術的検討があまりさ
れていない

凸凹な路⾯における
転倒防⽌対策が必要
例えば，数理モデリング

台⾞質量：𝑴 振⼦質量：𝒎
振⼦⻑さ：𝒍 振⼦慣性モーメント：𝑱
台⾞は制御⼒ 𝑭𝒙によって直線上を左右に動く
タイヤをばね定数 𝒌とみなし，上下⽅向にも動く

運動の第２法則により，
数理モデリングした
倒⽴振⼦型の運動⽅程式は
マシュー微分⽅程式である
ことがよく知られている！

𝜽)) 𝒕 + −𝜶 + 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝜸 𝒕 𝜽 𝒕 = 𝟎
マシュー微分⽅程式

⼤雑把に↑の⽅程式を紹介すれば…

𝜶は振⼦の⻑さに関係
周期関数 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝜸 𝒕 の積分
が上下⽅向のスピードに関係

時間 𝒕に依存した 𝜽 𝒕 は揺れの変位
対応策

モデリングに必要な要素
問題点２
より現実モデルに近い場合，
スピードは周期的に安定
しないため⾮周期関数が適切
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研究⽬的と振動問題
本研究では，⼀般化したマシュー微分⽅程式

𝜽)) 𝒕 + −𝜶 + 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝝆𝒕 + 𝒇 𝒕 𝜽 𝒕 = 𝟎 (1)

を考える。ただし， 𝜶と 𝜷は実数，𝝆は正の実数，関数 𝒇 𝒕 は次の条件を満たす。
有界関数：関数 𝒇 𝒕 は |𝒇 𝒕 | ≤ 𝒇∗を満たす正の実数 𝒇∗が存在する。

研究⽬的：⽅程式(1)がもつ実数パラメータから，倒⽴振⼦型の振り⼦の揺れの変位
𝜽 𝒕 の振動性を考えて，数学的な条件を導出する。

振動問題（定義：振動解と⾮振動解に分類）
⽅程式(1)の解が振動する（振動解）とは
⾃然数 𝒏に対して

𝐥𝐢𝐦
𝒏→?

𝒕𝒏 = ∞かつ 𝜽 𝒕𝒏 = 𝟎
を満たすこと。

⽅程式(1)の解が振動しない（⾮振動解）とは
任意の 𝒕に対して， 𝜽 𝒕 > 𝟎または 𝜽 𝒕 < 𝟎
を満たす，⼗分⼤きな時刻 𝒕 ≥ 𝑻が存在すること。

つまり，振り⼦は揺れ続ける

つまり，振り⼦は倒れる

振動解の
イメージ図

⾮振動解の
イメージ図
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主結果
(i) 𝜶− 𝒇∗ ≥ |𝜷| ならば，⽅程式 (1) の解は振動しない
(ii) 𝜶 < 𝟎，𝜶+ 𝒇∗ ≤ 𝟎ならば，⽅程式 (1) の解は振動する
(iii) 𝜶 + 𝒇∗≥ 𝜷 かつ 𝜷 ≥ 𝝆 𝟐 𝜶 + 𝒇∗ + 𝜶 + 𝒇∗ ならば，⽅程式 (1) の解は振動する
(iv) 𝜶 − 𝒇∗≥ 𝜷 かつ 𝜷 ≤ 𝝆 𝟐 𝜶F 𝒇∗

𝟐
+ 𝜶 − 𝒇∗ ならば，⽅程式 (1) の解は振動しない

例（⾮周期関数を係数にもつ⽅程式 (1) ）
𝜽)) 𝒕 + −𝜶 + 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝝆𝒕 + 𝒇 𝒕 𝜽 𝒕 = 𝟎

𝒇 𝒕 =
𝟏
𝟐𝟓𝟔 𝐜𝐨𝐬 𝐥𝐨𝐠 𝟐𝒕 + 𝟏 +

𝟏
𝟐𝟓𝟔 𝐜𝐨𝐬 𝐥𝐨𝐠

𝟏 + 𝟓
𝟐 𝒕 + 𝟏

関数 𝒇 𝒕 は 𝒇 𝒕 ≤ 𝟏
𝟏𝟐𝟖
を満たす正の実数 𝒇∗= 𝟏

𝟏𝟐𝟖
が存在

⾮振動領域
振動領域

倒⽴振⼦型の振り⼦への応⽤

⾮振動領域ならば，倒⽴振⼦型の振り⼦は倒れる
振動領域ならば，倒⽴振⼦型の振り⼦は揺れ続ける

K. Ishibashi, Non-oscillation criterion for generalized Mathieu-type differential equations with bounded coefficients, 
accepted for publication in Proceedings of the American Mathematical Society on 22 April 2021. 
(doi.org/10.1090/proc/15626)
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主結果の証明⽅法の概略

(2) 𝒙))(𝒕) + 𝒂 𝒕 𝒙)(𝒕) + 𝒃 𝒕 𝒙(𝒕) = 𝟎
𝑢 𝑣

Step 1 ⽅程式 (1) を⽅程式 (2) に同値変換して解析する

同値変換後の⽅程式 (2) の係数間のパラメータ曲線の位置
により，⽅程式 (2) の振動解と⾮振動解を分類した。
ただし、パラメータ曲線が留まる領域は必ず第１象限内
に限定されている。

Step 2 幾何学的アプローチ

この分類⽅法は次の解析⽅法を利⽤する
○リッカチ⼿法
○ 相平⾯解析 ☆数値実験が鍵となる

𝑣 = 𝑢R/4

(𝒂 𝒕 , 𝒃 𝒕 )のパラメータ曲線に対して，
(i) 𝒗 > 𝒖𝟐/𝟒ならば，⽅程式(2)の解は振動しない
(ii) 𝒗 ≤ 𝒖𝟐/𝟒ならば，⽅程式(2)の解は振動する

𝜽)) 𝒕 + −𝜶 + 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝝆𝒕 + 𝒇 𝒕 𝜽 𝒕 = 𝟎
変換

(1)

同値変換の条件：𝒃 𝒕 − 𝒂𝟐 𝒕
𝟒

− 𝒂Y 𝒕
𝟐

= −𝜶 + 𝜷𝐜𝐨𝐬 𝝆𝒕 + 𝒇 𝒕 同値条件を満たす⽅程式(2)
の係数関数 𝒂 𝒕 と 𝒃 𝒕 を
⾒つけることが重要

⽅程式(2)の解の振動性がわかれば，
同じ条件で⽅程式(1)の解の振動性もわかる


