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ー　次元が変わるとなにかが変わる　ー

第７回「数学の魅力」



数学界におけるこの四半世紀の重大ニュース
フェルマーの「最終定理」(1630頃)， 
ワイルズにより証明される (1994)． 

サーストンの幾何学化予想 (1982) をペレ
ルマンが肯定的に解決 (2003)．その系と
して，ポアンカレ予想 (1904) が従う． 

ケプラー予想 (1600頃) をヘイルズが肯定的
に解決 (1998)． 

xn + yn = zn (n � 3)



ケプラー予想とは？

1611年，ケプラー『六角形の雪に 
ついて』を記す． 

16世紀末，ハリオットが問題提起 

ハリオット

トーマス・ハリオット 
1560年頃 - 1621年

ヨハネス・ケプラー 
1571年 - 1630年

これより密にボールを積む方法はないだろう．
最密充填問題・パッキング問題



脱線：ハリオットの定理
復習：平面においては
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↵+ � + � = ⇡

単位

球面３角形＝３つの大円で囲まれた図形
大円の例：赤道・経線

(↵+ � + �)� ⇡ = A

球面では？

球面３角形の面積

半径の長さが１の

↵+ � + � > ⇡

= 180�
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 円周率（パイ）
= 3.14 · · ·

<latexit sha1_base64="Zmsxte0nl0YxfWtv2AIeoTxZLCI=">AAAB8XicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozWmi7EAtuXFZxrNCWkknTNjQzGZIzQil9DDcuVNz6Aq58CHe+jem0iLcfAh//OYdz8gexFAZd98PJLCwuLa9kV3Nr6xubW/ntnWujEs24z5RU+iaghksRcR8FSn4Ta07DQPJGMDyb1hu3XBuhoiscxbwd0n4keoJRtFbz5LjolVqsq9B08gW36KYif8GbQ+H07fUSrOqd/Hurq1gS8giZpMY0PTfG9phqFEzySa6VGB5TNqR93rQY0ZCb9jg9eUIOrNMlPaXti5Ck7veJMQ2NGYWB7QwpDszv2tT8r9ZMsFdpj0UUJ8gjNlvUSyRBRab/J12hOUM5skCZFvZWwgZUU4Y2pVwaQjUVmUG5NIeq9xWCf1SsFr0Lt1CrwExZ2IN9OAQPylCDc6iDDwwU3MEDPDro3DtPzvOsNePMZ3bhh5yXT1jpksE=</latexit><latexit sha1_base64="Itpz8U9X9ZcYCxbhyy2fxsdTMHc=">AAAB8XicbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyXRQtuFWHDjsgVjC2kok+m0HTrJhJkToYQufQQ3LlTc+gJd+RDufAZfwjQp4u2HgY//nMM583uh4BpM891YWFxaXlnNreXXNza3tgs7u9daRooym0ohVdsjmgkeMBs4CNYOFSO+J1jLG13M6q0bpjSXwRWMQ+b6ZBDwPqcEEss5Oy1Z5Q7tSdDdQtEsmanwX7DmUDx/nTY/bg+mjW7hrdOTNPJZAFQQrR3LDMGNiQJOBZvkO5FmIaEjMmBOggHxmXbj9OQJPkqcHu5LlbwAcOp+n4iJr/XY95JOn8BQ/67NzP9qTgT9qhvzIIyABTRb1I8EBoln/8c9rhgFMU6AUMWTWzEdEkUoJCnl0xBqqXAGlfIcatZXCPZJqVaymmaxXkWZcmgfHaJjZKEKqqNL1EA2okiiO/SAHg0w7o0n4zlrXTDmM3voh4yXT2CflQY=</latexit><latexit sha1_base64="Itpz8U9X9ZcYCxbhyy2fxsdTMHc=">AAAB8XicbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyXRQtuFWHDjsgVjC2kok+m0HTrJhJkToYQufQQ3LlTc+gJd+RDufAZfwjQp4u2HgY//nMM583uh4BpM891YWFxaXlnNreXXNza3tgs7u9daRooym0ohVdsjmgkeMBs4CNYOFSO+J1jLG13M6q0bpjSXwRWMQ+b6ZBDwPqcEEss5Oy1Z5Q7tSdDdQtEsmanwX7DmUDx/nTY/bg+mjW7hrdOTNPJZAFQQrR3LDMGNiQJOBZvkO5FmIaEjMmBOggHxmXbj9OQJPkqcHu5LlbwAcOp+n4iJr/XY95JOn8BQ/67NzP9qTgT9qhvzIIyABTRb1I8EBoln/8c9rhgFMU6AUMWTWzEdEkUoJCnl0xBqqXAGlfIcatZXCPZJqVaymmaxXkWZcmgfHaJjZKEKqqNL1EA2okiiO/SAHg0w7o0n4zlrXTDmM3voh4yXT2CflQY=</latexit><latexit sha1_base64="Itpz8U9X9ZcYCxbhyy2fxsdTMHc=">AAAB8XicbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyXRQtuFWHDjsgVjC2kok+m0HTrJhJkToYQufQQ3LlTc+gJd+RDufAZfwjQp4u2HgY//nMM583uh4BpM891YWFxaXlnNreXXNza3tgs7u9daRooym0ohVdsjmgkeMBs4CNYOFSO+J1jLG13M6q0bpjSXwRWMQ+b6ZBDwPqcEEss5Oy1Z5Q7tSdDdQtEsmanwX7DmUDx/nTY/bg+mjW7hrdOTNPJZAFQQrR3LDMGNiQJOBZvkO5FmIaEjMmBOggHxmXbj9OQJPkqcHu5LlbwAcOp+n4iJr/XY95JOn8BQ/67NzP9qTgT9qhvzIIyABTRb1I8EBoln/8c9rhgFMU6AUMWTWzEdEkUoJCnl0xBqqXAGlfIcatZXCPZJqVaymmaxXkWZcmgfHaJjZKEKqqNL1EA2okiiO/SAHg0w7o0n4zlrXTDmM3voh4yXT2CflQY=</latexit><latexit sha1_base64="Itpz8U9X9ZcYCxbhyy2fxsdTMHc=">AAAB8XicbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyXRQtuFWHDjsgVjC2kok+m0HTrJhJkToYQufQQ3LlTc+gJd+RDufAZfwjQp4u2HgY//nMM583uh4BpM891YWFxaXlnNreXXNza3tgs7u9daRooym0ohVdsjmgkeMBs4CNYOFSO+J1jLG13M6q0bpjSXwRWMQ+b6ZBDwPqcEEss5Oy1Z5Q7tSdDdQtEsmanwX7DmUDx/nTY/bg+mjW7hrdOTNPJZAFQQrR3LDMGNiQJOBZvkO5FmIaEjMmBOggHxmXbj9OQJPkqcHu5LlbwAcOp+n4iJr/XY95JOn8BQ/67NzP9qTgT9qhvzIIyABTRb1I8EBoln/8c9rhgFMU6AUMWTWzEdEkUoJCnl0xBqqXAGlfIcatZXCPZJqVaymmaxXkWZcmgfHaJjZKEKqqNL1EA2okiiO/SAHg0w7o0n4zlrXTDmM3voh4yXT2CflQY=</latexit><latexit sha1_base64="4T9bbX6q19V5eCeyenFmgWK4ALg=">AAAB8XicbZDLSsNAFIYn9VbrrerSzWARXIVEC20XQsGNywrGCm0ok8mkHTrJhJkToYQ+hhsXKm59G3e+jdM0iLcfBj7+cw7nzB+kgmtwnA+rsrK6tr5R3axtbe/s7tX3D261zBRlHpVCqruAaCZ4wjzgINhdqhiJA8H6wfRyUe/fM6W5TG5gljI/JuOER5wSMNbg4tx2m0MaStCjesOxnUL4L7glNFCp3qj+PgwlzWKWABVE64HrpODnRAGngs1rw0yzlNApGbOBwYTETPt5cfIcnxgnxJFU5iWAC/f7RE5irWdxYDpjAhP9u7Yw/6sNMojafs6TNAOW0OWiKBMYJF78H4dcMQpiZoBQxc2tmE6IIhRMSrUihE4hvIRWs4SO+xWCd2Z3bPfaaXTbZRpVdISO0SlyUQt10RXqIQ9RJNEDekLPFliP1ov1umytWOXMIfoh6+0TnGOQug==</latexit>



証明 ２角形の場合（準備として）

（花型の面積）= 2↵+ 2� + 2� � 2A
= 2(↵+ � + � �A)

A = ⇥ ↵

2⇡
（球面の面積）

= 4⇡

花型

３角形の場合

α
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（花型の面積） = 2(↵+ � + � �A)

（球面の面積）⇥1

2
= = 2⇡

↵+ � + � �A = ⇡ゆえに
（証明終わり）

ー ＝



　　　　　　　　空間内に半径１のボールが（互
いに重なりなく）配置されているとする． 1
数学的定式化

同じ空間内に1辺の長さが L の立方体をとる．
その中に「入っている」ボールの体積の総和を 
V(L) とする．すると，その立方体の中のボー
ルの密度は，d(L)=V(L)/L3 である．

ハリオット予想：　d ≦ d0

1

L

1

L

V (L)

ハリオット予想：これより密にボールを 
積む方法はない．

 L → ∞　のときの d(L)の極限 d を充填率と呼ぶ．
とくに「キャノンボール充填」の充填率を d0 とする．



ハリオット予想，解決の前後
ジョン・ミルナーの苛立ち（ 1970年代？）：「正しい答えと見られるものがガウ
スの時代から知られていることを思えば，これは実に恥ずべき状況だ」「欠けてい
るのは証明だけである」

トーマス・ヘイルズ（1998年）：ケプラー予想の解決を宣言 
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一部はファーガソンによる）
ガボル・フェイエッシュ・トートなどの査読者たち：「（へイルズの証明に対し）
それが正しいことは99パーセントまで確信できたが，完全なる確信には到達でき
なかった」

イアン・スチュアート：「フェルマーの最終定理に対するワイルズの証明は『戦争と
平和』のようなものであり，ハリオット予想に対するヘイルズの証明は電話帳のよう
なものである」

トーマス・ヘイルズ他（2014年）：証明支援プログラムを用いた証明が完成する．



キッシング問題
ひとつのボール（これを中心球と呼ぼう）に最大何個の
ボールが（互いに重なることなく）接触できるか？

中心球

第１層

第２層

第３層

12個か，それとも13個か？ 
（ニュートン ＝ グレゴリー論争；1694年）

（キッシング数）＝１２，それとも１３？

12個接触させることは容易



1954年：シュッテ - ファン・デル・ヴェルデン 
　　　　（3次元キッシング数）＝ 12
1956年：リーチ，キッシング定理の 
　　　　  別証明を与える

キッシング問題の解決

球面グラフ

（頂点の個数）ー（辺の個数）＋（面の個数）＝２
オイラーの公式

難しさの比較： 
（ハリオット予想）>（キッシング問題）
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の間の距離が 1
<latexit sha1_base64="g7SPPQufAE7E2T4QizD8fEWKMHs=">AAAB53icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCG1XFty4bMXYQhvKZDppx04mYWYilNAncONCxa1v4cqHcOfbOE2KePth4OM/53DO/H7MmdK2/WEVlpZXVteK66WNza3tnfLu3rWKEkmoSyIeya6PFeVMUFczzWk3lhSHPqcdf3I+r3duqVQsEld6GlMvxCPBAkawNlbbGZQrdtXOhP6Cs4DK2dvrJRi1BuX3/jAiSUiFJhwr1XPsWHsplpoRTmelfqJojMkEj2jPoMAhVV6aHTpDR8YZoiCS5gmNMvf7RIpDpaahbzpDrMfqd21u/lfrJTqoeykTcaKpIPmiIOFIR2j+azRkkhLNpwYwkczcisgYS0y0yaaUhdDIhHKonS6g4XyF4J5UG1WnbVeadchVhAM4hGNwoAZNuIAWuECAwh08wKN1Y91bT9Zz3lqwFjP78EPWyyfe5Y8S</latexit><latexit sha1_base64="92mg3cGkh3oLZKOSFQt/Hff2Iew=">AAAB53icbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyURoe3KghuXLRhbaEuZTE/asZNJmJkIJXTpyo0LFbe+RVc+hDufwZdwmhTx9sPAx3/O4Zz5vYgzpW373VpYXFpeWc2t5dc3Nre2Czu7VyqMJQWXhjyULY8o4EyAq5nm0IokkMDj0PRG57N68wakYqG41OMIugEZCOYzSrSxGk6vULRLdir8F5w5FM9ep42P24NpvVd46/RDGgcgNOVEqbZjR7qbEKkZ5TDJd2IFEaEjMoC2QUECUN0kPXSCj4zTx34ozRMap+73iYQESo0Dz3QGRA/V79rM/K/WjrVf6SZMRLEGQbNFfsyxDvHs17jPJFDNxwYIlczciumQSEK1ySafhlBNhTMon86h6nyF4J6UqiWnYRdrFZQph/bRITpGDiqjGrpAdeQiigDdoQf0aF1b99aT9Zy1LljzmT30Q9bLJ+abkVc=</latexit><latexit sha1_base64="92mg3cGkh3oLZKOSFQt/Hff2Iew=">AAAB53icbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyURoe3KghuXLRhbaEuZTE/asZNJmJkIJXTpyo0LFbe+RVc+hDufwZdwmhTx9sPAx3/O4Zz5vYgzpW373VpYXFpeWc2t5dc3Nre2Czu7VyqMJQWXhjyULY8o4EyAq5nm0IokkMDj0PRG57N68wakYqG41OMIugEZCOYzSrSxGk6vULRLdir8F5w5FM9ep42P24NpvVd46/RDGgcgNOVEqbZjR7qbEKkZ5TDJd2IFEaEjMoC2QUECUN0kPXSCj4zTx34ozRMap+73iYQESo0Dz3QGRA/V79rM/K/WjrVf6SZMRLEGQbNFfsyxDvHs17jPJFDNxwYIlczciumQSEK1ySafhlBNhTMon86h6nyF4J6UqiWnYRdrFZQph/bRITpGDiqjGrpAdeQiigDdoQf0aF1b99aT9Zy1LljzmT30Q9bLJ+abkVc=</latexit><latexit sha1_base64="92mg3cGkh3oLZKOSFQt/Hff2Iew=">AAAB53icbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyURoe3KghuXLRhbaEuZTE/asZNJmJkIJXTpyo0LFbe+RVc+hDufwZdwmhTx9sPAx3/O4Zz5vYgzpW373VpYXFpeWc2t5dc3Nre2Czu7VyqMJQWXhjyULY8o4EyAq5nm0IokkMDj0PRG57N68wakYqG41OMIugEZCOYzSrSxGk6vULRLdir8F5w5FM9ep42P24NpvVd46/RDGgcgNOVEqbZjR7qbEKkZ5TDJd2IFEaEjMoC2QUECUN0kPXSCj4zTx34ozRMap+73iYQESo0Dz3QGRA/V79rM/K/WjrVf6SZMRLEGQbNFfsyxDvHs17jPJFDNxwYIlczciumQSEK1ySafhlBNhTMon86h6nyF4J6UqiWnYRdrFZQph/bRITpGDiqjGrpAdeQiigDdoQf0aF1b99aT9Zy1LljzmT30Q9bLJ+abkVc=</latexit><latexit sha1_base64="92mg3cGkh3oLZKOSFQt/Hff2Iew=">AAAB53icbZDLSsNAFIYnXmu9VV0KMlgEVyURoe3KghuXLRhbaEuZTE/asZNJmJkIJXTpyo0LFbe+RVc+hDufwZdwmhTx9sPAx3/O4Zz5vYgzpW373VpYXFpeWc2t5dc3Nre2Czu7VyqMJQWXhjyULY8o4EyAq5nm0IokkMDj0PRG57N68wakYqG41OMIugEZCOYzSrSxGk6vULRLdir8F5w5FM9ep42P24NpvVd46/RDGgcgNOVEqbZjR7qbEKkZ5TDJd2IFEaEjMoC2QUECUN0kPXSCj4zTx34ozRMap+73iYQESo0Dz3QGRA/V79rM/K/WjrVf6SZMRLEGQbNFfsyxDvHs17jPJFDNxwYIlczciumQSEK1ySafhlBNhTMon86h6nyF4J6UqiWnYRdrFZQph/bRITpGDiqjGrpAdeQiigDdoQf0aF1b99aT9Zy1LljzmT30Q9bLJ+abkVc=</latexit><latexit sha1_base64="gGZnM4xZwRvuPc66qTPZRky1IXk=">AAAB53icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEdreCl48tmBsoQ1ls520azebsLsRSugv8OJBxat/yZv/xjQN4tcLCw/vzDCzrx8Lro1tf1iltfWNza3ydmVnd2//oHp4dKujRDF0WSQi1fepRsEluoYbgf1YIQ19gT1/drWs9+5RaR7JGzOP0QvpRPKAM2oyq+uMqjW7bucif8EpoAaFOqPq+3AcsSREaZigWg8cOzZeSpXhTOCiMkw0xpTN6AQHGUoaovbS/NAFOcucMQkilT1pSO5+n0hpqPU89LPOkJqp/l1bmv/VBokJml7KZZwYlGy1KEgEMRFZ/pqMuUJmxDwDyhTPbiVsShVlJsumkofQykVW0LgsoOV8heBe1Ft1p2vX2s0ijTKcwCmcgwMNaMM1dMAFBggP8ATP1p31aL1Yr6vWklXMHMMPWW+fIm6NCw==</latexit>

いろいろな次元の球
S2 = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

Sn = { : x2
0 + · · ·+ x2

n = 1}Rn+1(x0, . . . , xn) 2 n次元球面

B3 = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 + z2  1}

 ２次元球面

 ３次元球体

Bn+1 = {(x0, . . . , xn) 2 Rn+1 : x2
0 + · · ·+ xn  1} n+1次元球体

(x, y, z) 2 S2
<latexit sha1_base64="JT1nWFsE7pwnSqth0HXqWAN6lj8=">AAACAHicbZBNS0JBFIbP7dPsy2ojtBmSwEDkXgnUndCmpVGmoCZzx1EH5869zMyN9GKb/kqbFhVt+xntgn5M41WirxcGHt5zDufM6wacKW3b79bC4tLyympiLbm+sbm1ndrZvVR+KAmtEZ/7suFiRTkTtKaZ5rQRSIo9l9O6OzyZ1uvXVCrmiws9Cmjbw33BeoxgbaxOKp29yY1y4yPUYgK1PKwHrhudT64KnVTGztux0F9w5pCppMcfYFTtpN5aXZ+EHhWacKxU07ED3Y6w1IxwOkm2QkUDTIa4T5sGBfaoakfxDybo0Dhd1POleUKj2P0+EWFPqZHnms7pjep3bWr+V2uGuldqR0wEoaaCzBb1Qo60j6ZxoC6TlGg+MoCJZOZWRAZYYqJNaMk4hHIsNIPi8RzKzlcItUK+nHfOTBglmCkB+3AAWXCgCBU4hSrUgMAt3MMjPFl31oP1bL3MWhes+cwe/JD1+gmafpfL</latexit><latexit sha1_base64="Tt8iJzYvR3wfMUixj9aTfTA6WHc=">AAACAHicbZBdSwJBFIZn+1T7sroRuhmSwEBkVwL1TuqmS6M2BTWZHUcdnJ1dZmajdTGC/ko3XVTUZT+ju6Af07hK9PXCwMN7zuGceR2fUalM892Ym19YXFpOJFMrq2vrG+nNrXPpBQITG3vMEw0HScIoJ7aiipGGLwhyHUbqzvBoUq9fEiGpx89U6JO2i/qc9ihGSluddCZ3lQ/zo33Yohy2XKQGjhOdji+KnXTWLJix4F+wZpCtZkYfyZuXw1on/dbqejhwCVeYISmblumrdoSEopiRcaoVSOIjPER90tTIkUtkO4p/MIZ72unCnif04wrG7veJCLlShq6jOyc3yt+1iflfrRmoXrkdUe4HinA8XdQLGFQenMQBu1QQrFioAWFB9a0QD5BAWOnQUnEIlVhwCqWDGVSsrxDsYqFSsE50GGUwVQLsgF2QAxYogSo4BjVgAwyuwR14AI/GrXFvPBnP09Y5YzazDX7IeP0Elm2ZSA==</latexit><latexit sha1_base64="Tt8iJzYvR3wfMUixj9aTfTA6WHc=">AAACAHicbZBdSwJBFIZn+1T7sroRuhmSwEBkVwL1TuqmS6M2BTWZHUcdnJ1dZmajdTGC/ko3XVTUZT+ju6Af07hK9PXCwMN7zuGceR2fUalM892Ym19YXFpOJFMrq2vrG+nNrXPpBQITG3vMEw0HScIoJ7aiipGGLwhyHUbqzvBoUq9fEiGpx89U6JO2i/qc9ihGSluddCZ3lQ/zo33Yohy2XKQGjhOdji+KnXTWLJix4F+wZpCtZkYfyZuXw1on/dbqejhwCVeYISmblumrdoSEopiRcaoVSOIjPER90tTIkUtkO4p/MIZ72unCnif04wrG7veJCLlShq6jOyc3yt+1iflfrRmoXrkdUe4HinA8XdQLGFQenMQBu1QQrFioAWFB9a0QD5BAWOnQUnEIlVhwCqWDGVSsrxDsYqFSsE50GGUwVQLsgF2QAxYogSo4BjVgAwyuwR14AI/GrXFvPBnP09Y5YzazDX7IeP0Elm2ZSA==</latexit><latexit sha1_base64="Tt8iJzYvR3wfMUixj9aTfTA6WHc=">AAACAHicbZBdSwJBFIZn+1T7sroRuhmSwEBkVwL1TuqmS6M2BTWZHUcdnJ1dZmajdTGC/ko3XVTUZT+ju6Af07hK9PXCwMN7zuGceR2fUalM892Ym19YXFpOJFMrq2vrG+nNrXPpBQITG3vMEw0HScIoJ7aiipGGLwhyHUbqzvBoUq9fEiGpx89U6JO2i/qc9ihGSluddCZ3lQ/zo33Yohy2XKQGjhOdji+KnXTWLJix4F+wZpCtZkYfyZuXw1on/dbqejhwCVeYISmblumrdoSEopiRcaoVSOIjPER90tTIkUtkO4p/MIZ72unCnif04wrG7veJCLlShq6jOyc3yt+1iflfrRmoXrkdUe4HinA8XdQLGFQenMQBu1QQrFioAWFB9a0QD5BAWOnQUnEIlVhwCqWDGVSsrxDsYqFSsE50GGUwVQLsgF2QAxYogSo4BjVgAwyuwR14AI/GrXFvPBnP09Y5YzazDX7IeP0Elm2ZSA==</latexit><latexit sha1_base64="Tt8iJzYvR3wfMUixj9aTfTA6WHc=">AAACAHicbZBdSwJBFIZn+1T7sroRuhmSwEBkVwL1TuqmS6M2BTWZHUcdnJ1dZmajdTGC/ko3XVTUZT+ju6Af07hK9PXCwMN7zuGceR2fUalM892Ym19YXFpOJFMrq2vrG+nNrXPpBQITG3vMEw0HScIoJ7aiipGGLwhyHUbqzvBoUq9fEiGpx89U6JO2i/qc9ihGSluddCZ3lQ/zo33Yohy2XKQGjhOdji+KnXTWLJix4F+wZpCtZkYfyZuXw1on/dbqejhwCVeYISmblumrdoSEopiRcaoVSOIjPER90tTIkUtkO4p/MIZ72unCnif04wrG7veJCLlShq6jOyc3yt+1iflfrRmoXrkdUe4HinA8XdQLGFQenMQBu1QQrFioAWFB9a0QD5BAWOnQUnEIlVhwCqWDGVSsrxDsYqFSsE50GGUwVQLsgF2QAxYogSo4BjVgAwyuwR14AI/GrXFvPBnP09Y5YzazDX7IeP0Elm2ZSA==</latexit><latexit sha1_base64="qQlVfnb1Bm4wW02+T8IdrOXmrgg=">AAACAHicbZDLSsNAFIYn9VbrLepGcDNYhAqlJEVouyu4cVnR2EIby2Q6aYdOJmFmIsZQN76KGxcqbn0Md76NSRrE2w8DH/85h3PmdwJGpTKMD62wsLi0vFJcLa2tb2xu6ds7l9IPBSYW9pkveg6ShFFOLEUVI71AEOQ5jHSd6Ula714TIanPL1QUENtDY05dipFKrKG+V7mpRtXbIzigHA48pCaOE5/PrupDvWzUjEzwL5g5lEGuzlB/H4x8HHqEK8yQlH3TCJQdI6EoZmRWGoSSBAhP0Zj0E+TII9KOsx/M4GHijKDri+RxBTP3+0SMPCkjz0k60xvl71pq/lfrh8pt2jHlQagIx/NFbsig8mEaBxxRQbBiUQIIC5rcCvEECYRVElopC6GVCc6hcZxDy/wKwarXWjXzzCi3m3kaRbAPDkAFmKAB2uAUdIAFMLgDD+AJPGv32qP2or3OWwtaPrMLfkh7+wRXJpYd</latexit>

m
<latexit sha1_base64="8VQS6INuMNy4YpSTBrpQHQv7h3Q=">AAAB8nicbZBLSwMxFIXv+Kz1VXUjuAkWwVWZEaHtruDGZQXHFtpSMplMG5pJhiRjqaV/w40LFbf+GneCP8Z0poivA4GPc+4llxMknGnjuu/O0vLK6tp6YaO4ubW9s1va27/RMlWE+kRyqdoB1pQzQX3DDKftRFEcB5y2gtHFPG/dUqWZFNdmktBejAeCRYxgY61u109CORZYKTnul8puxc2E/oK3gHLj8O4DrJr90ls3lCSNqTCEY607npuY3hQrwwins2I31TTBZIQHtGNR4Jjq3jS7eYZOrBOiSCr7hEGZ+31jimOtJ3FgJ2Nshvp3Njf/yzqpiWq9KRNJaqgg+UdRypGRaF4ACpmixPCJBUwUs7ciMsQKE2NrKmYl1DOhHKrnC6h7XyX4Z5V6xbuyZdQgVwGO4BhOwYMqNOASmuADgQTu4RGenNR5cJ6dl3x0yVnsHMAPOa+fYfGT+g==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="ttxcggOuepeS/Xw2eNelzFhGlqM=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUz9VXrq+rSTbAIrsqMCG13BTcuKzi20BlKJpNpQzNJSDKWMvRvuHGh4tZf485/YzodxNeBwMc595LLiSSj2rjuh1NZW9/Y3Kpu13Z29/YP6odHd1pkChMfCybUIEKaMMqJb6hhZCAVQWnESD+aXi3z/j1Rmgp+a+aShCkac5pQjIy1gsCXsZhxpJSYjeoNt+kWgn/BK6EBSvVG9fcgFjhLCTeYIa2HnitNmCNlKGZkUQsyTSTCUzQmQ4scpUSHeXHzAp5ZJ4aJUPZxAwv3+0aOUq3naWQnU2Qm+ne2NP/LhplJ2mFOucwM4Xj1UZIxaARcFgBjqgg2bG4BYUXtrRBPkELY2JpqRQmdQnAFrcsSOt5XCf5Fs9P0btxGt122UQUn4BScAw+0QBdcgx7wAQYSPIAn8OxkzqPz4ryuRitOuXMMfsh5+wQemZJM</latexit>

=
p

x2 + y2 + z2
<latexit sha1_base64="92adXxQRMWUZGxY5t7+MFd9toqY=">AAAB+3icbZDLSgNBEEVrfMb4igbcuGkMgiiEmSAkWQgBNy4jGBNIJqGn00ma9Dzs7hHHIf6KGxcqbv0Rd679ETszQXxdKDjcqqKK6wScSWWa78bc/MLi0nJmJbu6tr6xmdvavpR+KAhtEJ/7ouVgSTnzaEMxxWkrEBS7DqdNZ3w67TevqZDM9y5UFFDbxUOPDRjBSlu9XP6kI6+Eim+6paNI1223NOnlCmbRTIT+gjWDQm3n4xC06r3cW6fvk9ClniIcS9m2zEDZMRaKEU4n2U4oaYDJGA9pW6OHXSrtOHl+gva100cDX+jyFErc7xsxdqWMXEdPuliN5O/e1Pyv1w7VoGLHzAtCRT2SHhqEHCkfTZNAfSYoUTzSgIlg+ldERlhgonRe2SSEaiKUQvl4BlXrK4RGqVgtWuc6jAqkysAu7MEBWFCGGpxBHRpAIIJ7eIQn4854MJ6Nl3R0zpjt5OGHjNdPTz2V7g==</latexit><latexit sha1_base64="blkCnAcng/rA1uPt9KE8uFpm2QA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLVpw42awCKJQkiK0XQgFNy4rGFto0zKZTtqhk4szEzGG+ipuXKi49Rncu3PtizhNinj74cDHf87hHH4nZFRIw3jXcnPzC4tL+eXCyura+oa+uXUhgohjYuGABbztIEEY9YklqWSkHXKCPIeRljM+mfZbV4QLGvjnMg6J7aGhT12KkVRWXy8ed8Ull8l1r3IYq7rpVSZ9vWSUjVTwL5gzKDW2Pw4W8Wuz2dffuoMARx7xJWZIiI5phNJOEJcUMzIpdCNBQoTHaEg6Cn3kEWEn6fMTuKecAXQDrsqXMHW/byTIEyL2HDXpITkSv3tT879eJ5JuzU6oH0aS+Dg75EYMygBOk4ADygmWLFaAMKfqV4hHiCMsVV6FNIR6KphB9WgGdfMrBKtSrpfNMxVGDWTKgx2wC/aBCaqgAU5BE1gAgxjcgQfwqN1q99qT9pyN5rTZThH8kPbyCU76l24=</latexit><latexit sha1_base64="blkCnAcng/rA1uPt9KE8uFpm2QA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLVpw42awCKJQkiK0XQgFNy4rGFto0zKZTtqhk4szEzGG+ipuXKi49Rncu3PtizhNinj74cDHf87hHH4nZFRIw3jXcnPzC4tL+eXCyura+oa+uXUhgohjYuGABbztIEEY9YklqWSkHXKCPIeRljM+mfZbV4QLGvjnMg6J7aGhT12KkVRWXy8ed8Ull8l1r3IYq7rpVSZ9vWSUjVTwL5gzKDW2Pw4W8Wuz2dffuoMARx7xJWZIiI5phNJOEJcUMzIpdCNBQoTHaEg6Cn3kEWEn6fMTuKecAXQDrsqXMHW/byTIEyL2HDXpITkSv3tT879eJ5JuzU6oH0aS+Dg75EYMygBOk4ADygmWLFaAMKfqV4hHiCMsVV6FNIR6KphB9WgGdfMrBKtSrpfNMxVGDWTKgx2wC/aBCaqgAU5BE1gAgxjcgQfwqN1q99qT9pyN5rTZThH8kPbyCU76l24=</latexit><latexit sha1_base64="blkCnAcng/rA1uPt9KE8uFpm2QA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLVpw42awCKJQkiK0XQgFNy4rGFto0zKZTtqhk4szEzGG+ipuXKi49Rncu3PtizhNinj74cDHf87hHH4nZFRIw3jXcnPzC4tL+eXCyura+oa+uXUhgohjYuGABbztIEEY9YklqWSkHXKCPIeRljM+mfZbV4QLGvjnMg6J7aGhT12KkVRWXy8ed8Ull8l1r3IYq7rpVSZ9vWSUjVTwL5gzKDW2Pw4W8Wuz2dffuoMARx7xJWZIiI5phNJOEJcUMzIpdCNBQoTHaEg6Cn3kEWEn6fMTuKecAXQDrsqXMHW/byTIEyL2HDXpITkSv3tT879eJ5JuzU6oH0aS+Dg75EYMygBOk4ADygmWLFaAMKfqV4hHiCMsVV6FNIR6KphB9WgGdfMrBKtSrpfNMxVGDWTKgx2wC/aBCaqgAU5BE1gAgxjcgQfwqN1q99qT9pyN5rTZThH8kPbyCU76l24=</latexit><latexit sha1_base64="blkCnAcng/rA1uPt9KE8uFpm2QA=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLVpw42awCKJQkiK0XQgFNy4rGFto0zKZTtqhk4szEzGG+ipuXKi49Rncu3PtizhNinj74cDHf87hHH4nZFRIw3jXcnPzC4tL+eXCyura+oa+uXUhgohjYuGABbztIEEY9YklqWSkHXKCPIeRljM+mfZbV4QLGvjnMg6J7aGhT12KkVRWXy8ed8Ull8l1r3IYq7rpVSZ9vWSUjVTwL5gzKDW2Pw4W8Wuz2dffuoMARx7xJWZIiI5phNJOEJcUMzIpdCNBQoTHaEg6Cn3kEWEn6fMTuKecAXQDrsqXMHW/byTIEyL2HDXpITkSv3tT879eJ5JuzU6oH0aS+Dg75EYMygBOk4ADygmWLFaAMKfqV4hHiCMsVV6FNIR6KphB9WgGdfMrBKtSrpfNMxVGDWTKgx2wC/aBCaqgAU5BE1gAgxjcgQfwqN1q99qT9pyN5rTZThH8kPbyCU76l24=</latexit><latexit sha1_base64="8/GMHN5IimK53L5CH7hmyGchnhI=">AAAB+3icbZDLSsNAFIYn9VbrLdqlm8EiCEJJitB2IRTcuKxgbKFNy2Q6aYdOJnFmIsZQX8WNCxW3vog738ZpGsTbDwc+/nMO5/B7EaNSWdaHUVhaXlldK66XNja3tnfM3b0rGcYCEweHLBRdD0nCKCeOooqRbiQICjxGOt70bN7v3BAhacgvVRIRN0BjTn2KkdLW0Cyf9uW1UOntoHac6Lob1GZDs2JVrUzwL9g5VECu9tB8749CHAeEK8yQlD3bipSbIqEoZmRW6seSRAhP0Zj0NHIUEOmm2fMzeKidEfRDoYsrmLnfN1IUSJkEnp4MkJrI3725+V+vFyu/4aaUR7EiHC8O+TGDKoTzJOCICoIVSzQgLKj+FeIJEggrnVcpC6GZCS6gfpJD0/4KwalVm1X7wqq0GnkaRbAPDsARsEEdtMA5aAMHYJCAB/AEno1749F4MV4XowUj3ymDHzLePgFwSJSL</latexit>m

<latexit sha1_base64="8VQS6INuMNy4YpSTBrpQHQv7h3Q=">AAAB8nicbZBLSwMxFIXv+Kz1VXUjuAkWwVWZEaHtruDGZQXHFtpSMplMG5pJhiRjqaV/w40LFbf+GneCP8Z0poivA4GPc+4llxMknGnjuu/O0vLK6tp6YaO4ubW9s1va27/RMlWE+kRyqdoB1pQzQX3DDKftRFEcB5y2gtHFPG/dUqWZFNdmktBejAeCRYxgY61u109CORZYKTnul8puxc2E/oK3gHLj8O4DrJr90ls3lCSNqTCEY607npuY3hQrwwins2I31TTBZIQHtGNR4Jjq3jS7eYZOrBOiSCr7hEGZ+31jimOtJ3FgJ2Nshvp3Njf/yzqpiWq9KRNJaqgg+UdRypGRaF4ACpmixPCJBUwUs7ciMsQKE2NrKmYl1DOhHKrnC6h7XyX4Z5V6xbuyZdQgVwGO4BhOwYMqNOASmuADgQTu4RGenNR5cJ6dl3x0yVnsHMAPOa+fYfGT+g==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="TDW+fNDaRwtm5mv2MfWSsxTArdE=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUzPtv6qroR3ASL4KrMiNB2V3TjsoJjC51SMplMG5pJhiRjqUPBX+HGhYpbV/4Ud4I/xnSmiK8DgY9z7iWX48eMKm3b79bC4tLyymqhWFpb39jcKm/vXCmRSExcLJiQHR8pwignrqaakU4sCYp8Rtr+6GyWt6+JVFTwSz2JSS9CA05DipE2lue5cSDGHEkpxv1yxa7ameBfcOZQae7dfBRvX09b/fKbFwicRIRrzJBSXceOdS9FUlPMyLTkJYrECI/QgHQNchQR1Uuzm6fw0DgBDIU0j2uYud83UhQpNYl8MxkhPVS/s5n5X9ZNdFjvpZTHiSYc5x+FCYNawFkBMKCSYM0mBhCW1NwK8RBJhLWpqZSV0MgEc6idzKHhfJXgHlcbVefClFEHuQpgHxyAI+CAGmiCc9ACLsAgBnfgATxaiXVvPVnP+eiCNd/ZBT9kvXwCXeCVdw==</latexit><latexit sha1_base64="ttxcggOuepeS/Xw2eNelzFhGlqM=">AAAB8nicbZBLSwMxFIUz9VXrq+rSTbAIrsqMCG13BTcuKzi20BlKJpNpQzNJSDKWMvRvuHGh4tZf485/YzodxNeBwMc595LLiSSj2rjuh1NZW9/Y3Kpu13Z29/YP6odHd1pkChMfCybUIEKaMMqJb6hhZCAVQWnESD+aXi3z/j1Rmgp+a+aShCkac5pQjIy1gsCXsZhxpJSYjeoNt+kWgn/BK6EBSvVG9fcgFjhLCTeYIa2HnitNmCNlKGZkUQsyTSTCUzQmQ4scpUSHeXHzAp5ZJ4aJUPZxAwv3+0aOUq3naWQnU2Qm+ne2NP/LhplJ2mFOucwM4Xj1UZIxaARcFgBjqgg2bG4BYUXtrRBPkELY2JpqRQmdQnAFrcsSOt5XCf5Fs9P0btxGt122UQUn4BScAw+0QBdcgx7wAQYSPIAn8OxkzqPz4ryuRitOuXMMfsh5+wQemZJM</latexit>

x2 + y2 + z2 = 1
<latexit sha1_base64="3x9otDlgxdXnrmkVJTsY2yFdmD4=">AAAB83icbZBNSwJRFIbP2JfZl+WyzSURgkBmJFAXgdCmpUGTgk5y53rVi3c+uveOZIO7/kObFhVt+zPt2vVTus5I9PXCgYf3nMM5vG7ImVSm+W5klpZXVtey67mNza3tnfzu3qUMIkGoTQIeiLaLJeXMp7ZiitN2KCj2XE5b7vh03m9NqJAs8C/UNKSOh4c+GzCClbacm6vK0VTX7VXlxOrli2bZTIT+grWAYqNQuvsAgGYv/9btByTyqK8Ix1J2LDNUToyFYoTTWa4bSRpiMsZD2tHoY49KJ06enqGSdvpoEAhdvkKJ+30jxp6UU8/Vkx5WI/m7Nzf/63UiNag5MfPDSFGfpIcGEUcqQPMEUJ8JShSfasBEMP0rIiMsMFE6p1wSQj0RSqF6vIC69RWCXSnXy9a5DqMGqbKwDwdwCBZUoQFn0AQbCFzDPTzCkzExHoxn4yUdzRiLnQL8kPH6CQcikw0=</latexit><latexit sha1_base64="t1By+9OIZNjBjdGIr9xFc3gJnLE=">AAAB83icbZDLSsNAFIYn9Vbrrdqlm8FSEISSFKHtQii4cVnB2EKblsl00g6dXJyZFGPozndw40LFra/hA7jTB/AJfACnSRFvPxz4+M85nMNvB4wKqeuvWmZhcWl5JbuaW1vf2NzKb++cCz/kmJjYZz5v20gQRj1iSioZaQecINdmpGWPj2f91oRwQX3vTEYBsVw09KhDMZLKsi57lYNI1VWvcmT080W9rCeCf8GYQ7FRKF1/PL+/Nfv5l+7Ax6FLPIkZEqJj6IG0YsQlxYxMc91QkADhMRqSjkIPuURYcfL0FJaUM4COz1V5Eibu940YuUJErq0mXSRH4ndvZv7X64TSqVkx9YJQEg+nh5yQQenDWQJwQDnBkkUKEOZU/QrxCHGEpcopl4RQTwRTqB7OoW58hWBWyvWycarCqIFUWbAL9sA+MEAVNMAJaAITYHABbsAduNcm2q32oD2moxltvlMAP6Q9fQJ+hZWn</latexit><latexit sha1_base64="t1By+9OIZNjBjdGIr9xFc3gJnLE=">AAAB83icbZDLSsNAFIYn9Vbrrdqlm8FSEISSFKHtQii4cVnB2EKblsl00g6dXJyZFGPozndw40LFra/hA7jTB/AJfACnSRFvPxz4+M85nMNvB4wKqeuvWmZhcWl5JbuaW1vf2NzKb++cCz/kmJjYZz5v20gQRj1iSioZaQecINdmpGWPj2f91oRwQX3vTEYBsVw09KhDMZLKsi57lYNI1VWvcmT080W9rCeCf8GYQ7FRKF1/PL+/Nfv5l+7Ax6FLPIkZEqJj6IG0YsQlxYxMc91QkADhMRqSjkIPuURYcfL0FJaUM4COz1V5Eibu940YuUJErq0mXSRH4ndvZv7X64TSqVkx9YJQEg+nh5yQQenDWQJwQDnBkkUKEOZU/QrxCHGEpcopl4RQTwRTqB7OoW58hWBWyvWycarCqIFUWbAL9sA+MEAVNMAJaAITYHABbsAduNcm2q32oD2moxltvlMAP6Q9fQJ+hZWn</latexit><latexit sha1_base64="t1By+9OIZNjBjdGIr9xFc3gJnLE=">AAAB83icbZDLSsNAFIYn9Vbrrdqlm8FSEISSFKHtQii4cVnB2EKblsl00g6dXJyZFGPozndw40LFra/hA7jTB/AJfACnSRFvPxz4+M85nMNvB4wKqeuvWmZhcWl5JbuaW1vf2NzKb++cCz/kmJjYZz5v20gQRj1iSioZaQecINdmpGWPj2f91oRwQX3vTEYBsVw09KhDMZLKsi57lYNI1VWvcmT080W9rCeCf8GYQ7FRKF1/PL+/Nfv5l+7Ax6FLPIkZEqJj6IG0YsQlxYxMc91QkADhMRqSjkIPuURYcfL0FJaUM4COz1V5Eibu940YuUJErq0mXSRH4ndvZv7X64TSqVkx9YJQEg+nh5yQQenDWQJwQDnBkkUKEOZU/QrxCHGEpcopl4RQTwRTqB7OoW58hWBWyvWycarCqIFUWbAL9sA+MEAVNMAJaAITYHABbsAduNcm2q32oD2moxltvlMAP6Q9fQJ+hZWn</latexit><latexit sha1_base64="t1By+9OIZNjBjdGIr9xFc3gJnLE=">AAAB83icbZDLSsNAFIYn9Vbrrdqlm8FSEISSFKHtQii4cVnB2EKblsl00g6dXJyZFGPozndw40LFra/hA7jTB/AJfACnSRFvPxz4+M85nMNvB4wKqeuvWmZhcWl5JbuaW1vf2NzKb++cCz/kmJjYZz5v20gQRj1iSioZaQecINdmpGWPj2f91oRwQX3vTEYBsVw09KhDMZLKsi57lYNI1VWvcmT080W9rCeCf8GYQ7FRKF1/PL+/Nfv5l+7Ax6FLPIkZEqJj6IG0YsQlxYxMc91QkADhMRqSjkIPuURYcfL0FJaUM4COz1V5Eibu940YuUJErq0mXSRH4ndvZv7X64TSqVkx9YJQEg+nh5yQQenDWQJwQDnBkkUKEOZU/QrxCHGEpcopl4RQTwRTqB7OoW58hWBWyvWycarCqIFUWbAL9sA+MEAVNMAJaAITYHABbsAduNcm2q32oD2moxltvlMAP6Q9fQJ+hZWn</latexit><latexit sha1_base64="gBlB59U4nUmFz13UH5m+oOmPlWk=">AAAB83icbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiCEJJitB2IRTcuKxgrNCmZTKdtEMnF2cmxRj6HG5cqLj1Zdz5Nk7TIN5+OPDxn3M4h9+NOJPKND+MwtLyyupacb20sbm1vVPe3buWYSwItUnIQ3HjYkk5C6itmOL0JhIU+y6nHXdyPu93plRIFgZXKomo4+NRwDxGsNKWc9evnSS67vu1M2tQrphVMxP6C1YOFcjVHpTfe8OQxD4NFOFYyq5lRspJsVCMcDor9WJJI0wmeES7GgPsU+mk2dMzdKSdIfJCoStQKHO/b6TYlzLxXT3pYzWWv3tz879eN1Zew0lZEMWKBmRxyIs5UiGaJ4CGTFCieKIBE8H0r4iMscBE6ZxKWQjNTGgB9dMcmtZXCHat2qxal2al1cjTKMIBHMIxWFCHFlxAG2wgcAsP8ATPxtR4NF6M18Vowch39uGHjLdPhyqRMQ==</latexit>
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x
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O
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Sn = { : x2
0 + · · ·+ x2

n = 1}Rn+1(x0, . . . , xn) 2 n次元球面

Bn+1 = {(x0, . . . , xn) 2 Rn+1 : x2
0 + · · ·+ xn  1} n+1次元球体

B2 = {(x, y) 2 R2 : x2 + y2  1}

n = 1

S1 = { : x2 + y2 = 1}(x, y) 2 R2 円周＝１次元球面

円板＝２次元球体

B2



２次元キッシング問題
同じ大きさの円板を多数用意する．ひとつ
の円板を選びその円板に他の円板を重なり
を持たないよう接触させる．最大何個の円
板を接触せることができるか． 答 ー ６個

六方配置

>
充填率

2次元パッキング問題

1940年，トートが2次元ハリオット予想を肯定的に解決．
2次元ハリオット予想：六方配置が「唯一」の最密充填であろう．



次元によって現象が異なる
例：ポアンカレ＝ホップの定理 
偶数次元の球面上の連続な接ベクトル場はゼロ点を
有する．

事実：奇数次元の球面には，連続な接ベクトル場
でゼロ点を持たないものが存在する．

S2S2

S1

ポアンカレ予想：n 次元の「図形」M が条件「．．．．」
を満たすならば，M は n 次元球面と「同じ」である．
n = 2: 初等的
n ≧ 5: スメール (1960)
n = 4: フリードマン (1980) 
n = 3: ペレルマン (2003) 次元によって手法が異なる！



一般次元におけるキッシング数 k 
１次元　k = 2 
２次元　k = 6 
３次元　k = 12

５次元　40 ≦ k ≦ 46 
６次元　72 ≦ k ≦ 82 
７次元　126 ≦ k ≦ 140

８次元　k = 240（1970年代）
２４次元　k = 196560（1970年代）

９次元　klattice = 272 
　　　　　k ≧ 306

注意：1, 2, 3, 4, 8, 24次元においては 
klattice ＝ k

※ 9次元においては 2) が破綻 !!

４次元　k = 24（ムスナー；2003）

1) 自然界は「最小」ないし「最大」を好む（変分原理）
2)「最大」ないし「最小」なものは「対称性」が高い

a

b

a+2b

格子型充填



一般次元におけるパッキング問題
1次元・2次元・3次元のパッキング問題は2000年
ごろまでに解決済み

2016 年 3 月 14 日　マリナ・ビアゾフスカが 
8次元パッキング問題を解決 !! 

2016 年 3 月 21 日　ビアゾフスカ他4名が 
24次元パッキング問題を解決．⇐　リーチ格子

⇐　E8 格子

マリナ・ビアゾフスカ
1984 年生れこれらの格子は神出鬼没 ・・・

符号理論 有限単純群 リー環論
4次元トポロジー K3曲面 保型関数論 解析数論

数学は全宇宙です．宇宙を解明するための新しい手段が次々と見いだされるこの時代を
わたし達は大きな興奮とともに生きています．皆さんが将来新たな発見に至ることをわ
たしは心から願っています．（拙訳）

マリナ・ビアゾフスカから皆さんへのメッセージ
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