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複素力学系の代表的なものの一つにCP 1上の有理函数の反復合成が挙げられ

る．f : CP 1 → CP 1を有理函数とすると，CP 1はFatou集合F (f)と Julia集合

J(f)に分解される．これらは fでも f−1でも不変な，それぞれ開集合と閉集合

である．一方，複素力学系の別な代表例として有限生成Klein群†1の CP 1への

作用が挙げられる．Γを有限生成Klein群とすると，CP 1は不連続領域（通常領

域）Ω(Γ)と極限集合Λ(Γ)に分解される．これらはΓの作用で不変な，それぞれ

開集合と閉集合である．有名なSullivanの辞書はFatou集合と不連続領域，Julia

集合と極限集合がそれぞれ「似ている」というものである．実際，これらは

次のように考えると「同一」のものと考えることができる．まず，f が有理

函数であるときに，Γ = {fn |n = 0, 1, . . .}（f が生成する半群）と置くと†2，

F (f) =
{
z ∈ CP 1

∣∣ zのある近傍 U が存在し，{fn|U |n = 0, 1, . . .}は正規族}

=
{
z ∈ CP 1

∣∣ zのある近傍 U が存在し，{γ|U | γ ∈ Γ}は正規族}

が成り立つので，F (f)や J(f)は単に f のみではなく，Γ により定まってい

ると考えてそれぞれ F (Γ )，J(Γ )で表す．一方，Γが有限生成Klein群である

ときには，通常はまず Γの 3次元球への作用を用いて Λ(Γ)を定義し，その

補集合としてΩ(Γ)を定めるが，

Ω(Γ) =
{
z ∈ CP 1

∣∣ zのある近傍 U が存在し，{γ|U | γ ∈ Γ}は正規族}
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が成り立つことが知られている [8, pp. 98–99]．そこで Gが CP 1に作用する

「何か」であるときに

F (G) =
{
z ∈ CP 1

∣∣ zのある近傍 U が存在し，{g|U | g ∈ G}は正規族}

と置くことにすると，

1) Gが 1つの有理函数で生成される半群である．

2) Gが有限生成な PSL(2;C)の離散部分群である．

の時にはF (G)はよく研究されているということになる．また，1)をもう少し

一般化して，Gが有理函数からなる，有限生成の半群であるとしてもF (G)は

盛んに研究されている（例えば [9]）．

ここでは（横断的に）複素解析的な，複素余次元 1の葉層構造の横断方向の

力学系を複素力学系と考え，これらについても Fatou 集合や Julia 集合を，

例えば以下のような理由で考えてみたい．

1) 複素力学系の研究で非常に有用なのだから，葉層構造の研究でも有用で

あろうと安直に期待される．

2) 実余次元1の葉層構造においては，極小集合†3あるいはその近傍にしばし

ば葉層構造の力学系的な複雑さが集約され，重要である．一方，複素余

次元 1の場合にも極小集合は定義できるが，あまり上手く調べることが

できない．Julia集合や極限集合は類似の性質をもつので，極小集合の

代わりにしたい．つまり，葉層構造の簡単な部分を Fatou 集合とし，

残りの部分を Julia集合としたい．

次節では複素余次元 1の葉層構造で，ある種のコンパクト性を持つものの

Fatou-Julia分解について述べる．複素余次元が2以上の場合や，コンパクト性を

仮定しない場合については最後に注として簡単に述べる．節を改めていくつか

例を挙げる．なお，やや詳しい概説が [2]にあるので，興味を持たれた方は

参照されたい．本予稿も一部 [2]に依った．また，葉層構造に関する一般的な

事柄については [10], [7]や [4]を参照されたい．

†3葉の和集合で，包含関係に関して極小な空でない集合．
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1. 複素余次元 1葉層のFatou-Julia分解

定義 1.1. Mを境界を持たない n次元実多様体とする．Mの（実）余次元 qの

葉層構造（foliation）とは，M にはめ込まれた，連結な (n− q)次元部分多様

体†4の族 {Lα}α∈Aで，次のような性質をもつものを構造と考えたものである．

1) Lα ∩ Lβ 6= ∅ =⇒ Lα = Lβ，

2) M =
⋃

α∈A

Lα，

3) 局所的にはMはLαの開集合とRq内の開球の直積である．より詳しく，

次のような性質をもつM の atlas {(Uλ, ϕλ)}λ∈Λが存在する．

(a) ∀λ ∈ Λ, ϕλ : Uλ → Vλ × Tλ （同相）．ここで Vλ は Rn−q 内の，

TλはRq内のそれぞれ開球とする．

(b) 上の同一視の下で，Lα ∩ Uλ の連結成分は Vλ × {t}，t ∈ Tλ，と

書ける．

このような atlasを foliation atlas，各 chartを foliation chartと呼ぶ．また，

各 Lαを葉と呼ぶ．葉層構造はしばしばF で表される．

葉層構造 F が与えられたとする．上の記号と (a)の同一視の下で，Uλから

Uµへの変換関数を ϕµλとすると

(1.2) ϕµλ(x, t) = (ψµλ(x, t), γµλ(t))

と表すことができる．ここで，γµλは Tλの開集合上で定まっていて，像（Tµの

開集合）への微分同相である．γµλたちは F の葉に沿った平行移動を表すと
考えることができる．T =

⋃
Tλと置けば，一般に Fの葉に沿った平行移動は

定義域を制限すれば T の開集合から T の開集合への微分同相（T の局所微分同

相と呼ぶ）を導く．逆に，葉に沿った平行移動は γµλたちを用いて次のように

表すことができる．

1) γµλの定義域を制限する．

2) γµλやその制限の逆写像を考える．

3) γµλやその逆写像について，必要であれば定義域を制限して合成写像を

考える．

†42次元トーラスに Rを「傾きが非有理数になるように」描いたようなもののように，位相がM から誘導される
ものと一致しないことを許している．
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4) 1)から 3)の方法で得られた写像を「貼り合わせて」得られる微分同相

写像を考える．

4)は次のような意味を持つ．γを T の開集合 U 上で定まった局所微分同相と

する．もし，U の各点 tについて，tの近傍への γの制限が γµλを用いて表せ

ているならば，γ自身も葉に沿った平行移動を表しているはずなので，このよ

うなものも考える，ということである．

正確にはもう少しきちんとする必要があるが，次のように定める．

定義 1.3. 上の 1)から 4)の操作で得られるT の局所微分同相全体のなす集合を

Γ で表し，(Γ, T )を T に付随する F のホロノミー擬群と呼ぶ．また，Γ が

このようにして得られていることを，Γ は {γµλ}で生成されると言う．

定義 1.4. Fが横断的に複素解析的であるとは，foliation atlasを適当に取ると

Tλ ⊂ Cq′と考えることができて，γµλが複素解析的な微分同相写像となることを

言う．このとき q′を F の複素余次元と呼ぶ．

例えば特異点のない複素解析的なベクトル場の積分曲線が定める葉層構造は

横断的に複素解析的な葉層構造である．横断的に複素解析的な葉層構造を考え

るときには，常に定義 1.4のような foliation atlasを考える．

注 1.5. 一般には各TλはRq内の開球であるが，適当に平行移動してTλたちは

disjointであるとしてよいので，TはRqの開集合と考えて良い．一方，xλ ∈ Vλを

適当に固定し，Tλと {xλ} × Tλを同一視すると T をM の部分集合と考える

こともできる．Fが横断的に複素解析的であれば，T はCq′の開集合であって，

T に付随するホロノミー擬群は T の複素解析的な局所微分同相から成る．

以下ではM を閉多様体，葉層構造は横断的に複素解析的で，複素余次元が

1であるものとする．このような葉層のFatou-Julia分解は T を用いて定められ

る．まず Ghys，Gomez-Mont，Saludesらは，T 上のベルトラミ係数の積分と

なっているようなベクトル場を用いてこのような分解を与えた [5]．この意味での

Fatou集合，Julia集合をそれぞれFGGS(F)，JGGS(F)で表すと，前者は開集合，

後者は閉集合であって，共に葉の和集合である．F は FGGS(F)上では比較的

単純な葉層構造となることが知られている．一方，F の JGGS(F)での振る舞

いは必ずしも複雑であるとは限らない．
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例 1.6. fθをCP 1 ∼= S2のある軸に関する θ-回転とし，Fθを fθの S1上の懸垂

（suspension）とする．すなわち，次のようにFθを定める．まず，R×CP 1の，

葉が R×{p}，p ∈ CP 1，で与えられるような横断的に複素解析的な葉層構造を

考える．これは (t, p) 7→ (t−1, fθ(p))で与えられる Zの作用で不変であるので，

(R×CP 1)/Z ∼= S1×CP 1の横断的に複素解析的な葉層構造が得られる．これを

Fθとする．もし fθが恒等写像でなければ JGGS(Fθ) = S1×{p0}∪S1×{p∞}が
成り立つ．ここで p0と p∞はそれぞれ回転軸と CP 1の交点である．一方，後で

定義する J(Fθ)については J(Fθ) = ∅が成り立つ．

定義から Ghys, Gomez-Mont, SaludesによるFatou-Julia分解は葉層構造の

変形と直接的に関連し，その意味ではすぐ後で述べる分解よりも優れているが，

上の例が示すように，葉層構造の力学形的な複雑さを見るという観点からは

必ずしも望ましい性質を持たない．また，正規族を用いる，Fatou集合の一般

的な定義の直接の類似にはなっていないのも気になるところである．これらは

次のようにすると解決できる [1]．M は閉多様体であることに注意し，まず

{Uλ}の有限部分被覆 {Ui}を任意に取る．すると，{Ui}を少し縮めたM の開

被覆 {U ′
i}であって，以下の性質を持つようなものが取れる．

1) U ′
i を U ′

i の閉包とすると U ′
i ⊂ Uiが成り立つ．

2) U ′
i は V ′

i × T ′
i，ただし V ′

i はRn−qの開集合，T ′
i は Tiに含まれる開円板，

と同相であって，定義 1.1の 3)と同様の条件をみたす．

ここで T ′ =
⋃

T ′
iと置けば Γと同様に Fのホロノミー擬群が得られる．これを

Γ ′とすると，Γ ′ = {γ ∈ Γ | γの定義域と値域は共に T ′に含まれる}が成り立
ち，この意味で Γ ′は Γ の制限となっている．一方，γ ∈ Γ とすると γの定義

域や値域は一般には T ′に含まれない．しかし，γは Fの葉に沿った平行移動で
あって，{U ′

i}は M の開被覆なのだから，γを小さい開集合に制限したものは

ϕ−1
2 ◦ γ′ ◦ ϕ1，γ′ ∈ Γ ′，ϕ1, ϕ2は T から T ′への，葉に沿った一つの foliation

chart内での平行移動，の形に表すことができる．一つの foliation chart内で

の平行移動はあまり本質的ではないと考えれば，Γ の元は一見小さい Γ ′の元

で全て記述することができたことになる．これらの事実は，擬群の言葉では

「(Γ, T )と (Γ ′, T ′)は擬群として同値（equivalent）である」と表現される [6]．

このように定めた (Γ ′, T ′)は次のような著しい性質を持っている．
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1) T ′は相対コンパクト．

2) Γ ′の元は有限個の写像，具体的には式 (1.2)における {γji}から生成さ
れる．さらに，γjiは Γ の元としては，Γ ′の元としての定義域の閉包を

含む開集合で定義されている．

定義 1.7 ([6]). 擬群 (Γ, T )がコンパクト生成（compactly generated）である

とは，上のような性質を持つ (Γ ′, T ′)が取れることを言う．また，(Γ ′, T ′)を

(Γ, T )の簡約（reduction）と呼ぶ．

閉多様体上の葉層構造のホロノミー擬群はコンパクト生成擬群である．これ

らの準備の下で Fatou-Julia分解は次のように定まる．

定義 1.8 ([1]). Mを閉多様体とし，Fを Mの横断的に複素解析的な複素余次

元 1の葉層構造とする．(Γ, T )を F のホロノミー擬群，(Γ ′, T ′)をその簡約と

する．

1) T ′の連結開集合 U ⊂ T ′ が Fatou近傍である†5とは，任意の Γ ′の元の

任意の U の点における芽が，ある U 上で定義された Γ の元の芽で

あることを言う．言い換えれば，任意の Γ ′の元の芽は Γ の元としては

U に拡張されることを言う．

2) Fatou近傍の和集合を (Γ ′, T ′)の Fatou集合と呼び，F ′(Γ ′)で表す．

3) F (Γ ′)の Γ による像

F (Γ ) = {x ∈ T ある x′ ∈ F (Γ ′)と γ ∈ Γ について x = γx′}
を (Γ, T )のFatou集合と呼ぶ．また，J(Γ ) = T \F (Γ )を (Γ, T )の Julia

集合と呼ぶ．J(Γ )は J(Γ ′)の Γ による像としても同じことである．

4) F (Γ )，J(Γ )は定義から Γ の作用で不変であることと，T ⊂ M と考え

られることに注意して，

F (F) =
⋃

F (Γ )を通る葉,

J(F) =
⋃

J(Γ )を通る葉

と置き，それぞれFのFatou集合，Julia集合と呼ぶ．F (F)，J(F)の連

結成分をそれぞれ Fatou components，Julia componentsと呼ぶ．なお，

J(F) = M \ F (F)としても同じことである．
†5[3] では「性質 (wF) を持つ」と呼んでいる．
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注 1.9. Fatou-Julia分解は Cの局所双正則微分同相写像からなるコンパクト

生成擬群について定まる．Fatou components, Julia componentsは [5]におい

ても定義されているが，Julia componentsの定義は大きく異なる．一方 Fatou

componentsの定義は Fatou集合の定義の差を除いて同じである.

定義 1.8には正規族は現れないように見えるが，U を Fatou近傍とし，

ΓU = {γ ∈ Γ | γは Γ ′の元の芽を拡張して得られる}

と置けばMontelの定理により ΓU は正規族となる．このことは Fatou集合を

扱う際に非常に重要である†6．葉層構造のホロノミーを扱う際には，一般には

一定の定義域が取れない（特にどんどん小さくなってしまう）．このような

状況で正規族を定式化することは非常に困難であるので，まずホロノミーの

定義域が確保できる状況を考え，その上で通常の意味で正規族になるような

葉層構造の一部分を Fatou集合と呼ぶというのが元々の発想である．

次の補題により，定義 1.8は葉層構造の Fatou集合を foliation atlasなどの

取り方に依らず定めることがわかる．

補題 1.10. 1) F (Γ )は簡約 (Γ ′, T ′)の取り方によらない．

2) F (F)はホロノミー擬群 (Γ, T )の取り方によらない．

証明は (Γ, T )がコンパクト生成であることと，ΓU が正規族であることを

組み合わせて行う．大雑把に言えば，簡約やホロノミー擬群を取り替えることは

Γ ′ の共役を取ることに対応する．例えば (Γ, T )と (∆,S)を同じ葉層構造の

ホロノミー擬群とすると，座標変換に相当する局所双正則微分同相の族 Ψ =

{ψα |ψαは T の開集合から Sの開集合への双正則微分同相}が存在して，∆は

{ψα ◦ γ ◦ ψ−1
β | γ ∈ Γ, ψα, ψβ ∈ Ψ}で生成される．U を Fatou近傍とすると

ΓU が正規族であることから，γ ∈ ΓU について γ(U)の大きさを γ に依らず

制禦することができる．このことから，一定の大きさの定義域（Fatou近傍）が

取れるという性質が変わらないことを示すことができて，これから補題が従う．

Ghys, Gomez-Mont, Saludes による Fatou-Julia分解とここで言う分解は

次のような関係にある．

†6高次元の場合には Γ U が正規族になることは条件に含める [3]．また，[1] では Γ U を ΓU で表している．
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命題 1.11. FGGS(F) ⊂ F (F). ここで包含関係は等号のことも，そうでない

こともある．

また，例えば次のような事実が成り立つ．

定理 1.12. F (F)上にはホロノミー不変なエルミート計量が存在する．

定理 1.13. J(F) = ∅であれば，F の Godbillon-Vey類（葉層構造に関する

最も重要な二次特性類）は自明である．

これらの事実は，Julia集合を極小集合の代わりにしたいという動機からは

重要である．また，葉層の Julia集合と有限生成 Klein群の極限集合は次の

意味で同一である．

定理 1.14. Γ ⊂ PSL(2;C)を有限生成Klein群とする．(Γ,CP 1)はコンパクト

生成擬群と考えることができて，このとき J(Γ) = Λ(Γ)が成り立つ．

一方，JGGS(F)は，Λ(Γ)と位数有限な Γの元の固定点全体の和集合に対応

する．

更に，Fatou componentsは複素力学系におけるものと同様な形で分類でき

る．これらのことから，F (F)やF (Γ )をFatou集合と呼ぶことは妥当であると

考えられる．

注 1.15 (cf. [3]). 1) 葉層の複素余次元が高い場合は高次元力学系に対応する．

この場合でも同様にして Fatou集合を定めることができる．一方，Julia集合を

精密に定めるためには一般的な高次元の複素力学系の場合と同様の考察が必要に

なるはずであるが，そのためにはまだ道具が足りない．

2)開多様体上の葉層構造や，特異点を許す葉層構造について Fatou集合・Julia

集合を定めようとすると，ホロノミー擬群がコンパクト生成とは限らない場合の

定義が必要となる．また，Sullivanの辞書は元々半群と群を結ぶものであった

から，これに擬群を付け加えたとすると「擬半群」が残る．このような状況でも

Fatou-Julia分解を考えることができて，有理函数からなる半群の Fatou集合・

Julia集合の一般化が得られる．コンパクト生成という仮定を外し，擬半群に

まで定義を拡張すると超越整函数や無限生成のKlein群についても同一の枠組

みでとらえることができる．
8



2. いくつかの例

例 2.1. (z, w)を C2の通常の座標，λ, µを 0でない複素数とし，Xを

X = λz
∂

∂z
+ µw

∂

∂w

で与えられる C2上の正則なベクトル場とする．Xの特異点は原点 oだけなの

で，Xの積分曲線は C2 \ {o}の（横断的に）複素解析的な葉層構造を定める．
Xは C2全体を 2倍する写像 f : C2 → C2，f(z, w) = (2z, 2w)，で不変なので，

〈f〉で f で生成される群を表すことにすると M = C2/〈f〉 ∼= S1× S3に葉層構

造が定まる．これを Fλ,µとする．局所的には Fλ,µは元の葉層構造と同一なの

で，これも複素解析的な葉層構造である．(z0, w0) ∈ C2を通るXの積分曲線は

{(z0e
λt, w0e

µt) | t ∈ C}で与えられる．ここで λ 6= µとすると，Fλ,µは z-軸と

w-軸にそれぞれ対応する二つのコンパクト葉LzとLwを持つ．C2から z-軸と

w-軸を除いた部分は局所的にはXの一つの積分曲線とC内の単位円板の直積の

形をしている†7ので，Fλ,µはM \ (Lz ∪ Lw)上では比較的単純であると考えら

れる．従って F (Fλ,µ) ⊃ M \ (Lz ∪ Lw)であることが期待される．一方，Lz

（Lw）には，Lw（Lz）以外の全ての葉が集まってくることがわかる．従って

LzやLwの近傍ではFλ,µはそれなりに複雑であるので，J(Fλ,µ) ⊃ Lz ∪Lwで

あることが期待される．実際，F (Fλ,µ) = M \ (Lz ∪ Lw)，J(Fλ,µ) = Lz ∪ Lw

が成り立つ．この例においては JGGS(Fλ,µ) = J(Fλ,µ)が成り立つ．

例 2.2 ([5]). PSL(2;R)n，n ≥ 2，のココンパクトな離散部分群 Γであって，

第 1成分への射影による像をΓ1とすると，Γ1がPSL(2;R)において稠密である

ようなものが存在することが知られている．上半平面を Hで表すこととし，

葉が {p} × Hn−1, p ∈ H，で与えられるような Hn の葉層構造を考えると，

これは Γの対角作用で不変なのでHn/Γの葉層構造が得られる．これを F と
する．Fの横断的な構造はΓ1のHへの作用で記述されるが，Γ1がPSL(2;R)で

稠密であることからこの作用は複雑である．この意味で F は力学系としては
確かに複雑である．しかし，一方でこの作用は Hのポアンカレ計量を保ち，

その意味では比較的単純である（特に，特性類の観点からはこのような作用は

単純であると考えられる）．このことからほぼ直接に J(F) = ∅であることが

わかる．一方，JGGS(F) = M であることが知られている．
†7単に foliation atlas が取れるというのではなく，もっと強い主張なので注意されたい．
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例 2.3. 例 2.1において λ1/λ2 6∈ Rとする．すると X は CP 2の葉層構造で，

[1 : 0 : 0]，[0 : 1 : 0]，[0 : 0 : 1]を特異点とするものを定める．これらの点の小

さい近傍を取り去ったもののコピーをいくつか用意しておき，ダブルを取る要

領で境界を貼り合わせると，仮定から貼り合わせた多様体上に特異点のない，

横断的に複素解析的な複素余次元 1の葉層構造が得られる．この葉層の Julia

集合は有限個のコンパクト葉からなることが容易に示されるが，その個数は

コピーの貼り合わせ方次第で3個以上の幾つにでもできる．コンパクト葉は Tの

1点に対応するので，J(Γ )は 3点以上の有限個の点から成る．これはKlein群の

極限集合や有理写像の反復合成に関する Julia 集合とは異なる性質である．

連結成分の個数はホロノミー擬群から定まるあるコホモロジー群の次元で評価

できることが知られている [6]が，多様体を固定した場合に一定の評価ができ

るかどうかは恐らく知られていない．
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