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ここでは次の定理を認める．

定理. f : Rn → Rmを連続とする．また，Rnの点列 (ak)k∈Nは k → +∞の時 a ∈ Rnに収束す

るとする．このとき，Rmの点列 (f(ak))k∈Nは k → +∞の時 f(a) ∈ Rmに収束する．

連続函数の定義は簡単には紹介したが，後日改めて扱う．定理の証明はその後で行う．連続

函数の定義を既に学んだことがあるのであれば，定理の証明を考えてみよ．

問 3.1. 数列 (an)n∈Nを以下のように定めるとき，(an)n∈Nが n → +∞において収束するか判
定し，収束するのであれば収束極限を求めよ．

1) an = n ∈ R．

2) an =
(−1)n

n
∈ R，ただし a0 = 1．

3) an = an，ただし a > 0．

問 3.2. (an)n∈N, (bn)n∈Nを Rmの点列とする．

1) (an)n∈Nは n → +∞において a ∈ Rmに収束するとする．(bn)n∈Nが ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒
an = bnをみたすならば (bn)n∈Nも n → +∞において aに収束することを示せ．

2) (an)n∈N, (bn)n∈Nは n → +∞においてそれぞれ a, b ∈ Rmに収束するとする．(cn)n∈Nを

cn =

{
an

2
, nが偶数の時,

bn−1
2
, nが奇数の時

とする．(cn)n∈Nが n → +∞において収束するのは a = bの時，その時のみであること

を示せ．また，収束するならば収束極限は a(= b)であることを示せ．

問 3.3. 数列 (an)n∈N が与えられたとき，数列 (bn)n∈N を b0 = a0，n > 0について bn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
として定める．

1) (an)n∈Nは n → +∞において aに収束するとする．このとき，(bn)n∈Nは n → +∞にお
いて aに収束することを示せ．

2) an = (−1)nとする．このとき n → +∞において (an)n∈Nは収束しないが，(bn)n∈Nは収

束することを示せ．また，収束極限を求めよ．

定義. (an)n∈Nを Rmの点列とする．a ∈ Rmが (an)n∈Nの集積点であるとは，(an)n∈Nのある部

分列 (anj
)j∈Nが存在して a = lim

j→+∞
anj
が成り立つことを言う．

問 3.4. Rmの点列 (an)n∈Nが収束することと，(an)n∈Nが唯一つの集積点を持つことは同値で

あることを示せ．
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問 3.5. a0 = (0, 0)とし，n > 0について an =

(
(−1)2n

2n
,
(−1)3n

3n

)
∈ R2とする．(an)n∈Nの集

積点を全て求めよ．

問 3.6. x ∈ Rとする．

1) lim
x→+∞

log x

x
= 0が成り立つことを示せ．

2) n ∈ Nとすると， lim
x→+∞

xn

ex
= 0が成り立つことを示せ．

3) f を xを変数とする多項式とすると lim
x→+∞

f(x)

ex
= 0が成り立つことを示せ．

定義. Mm,n(R)を実数を成分とする m行 n列の行列全体がなす集合とする．また，Mn(R) =

Mn,n(R)とする．A ∈ Mm,n(R)について Aの (i, j)成分を aij とし，∥A∥ =

√∑
i,j

a2ij と置く．

また，A,B ∈ Mm,n(R)について d(A,B) = ∥A−B∥と定める．Mm,n(R)に値を取る点列の収
束はこの ∥ · ∥を用いて定める．

問 3.7. 1) a, b ∈ Rとする．M2(R)に値を取る点列 (An)n∈Nを An =

(
a b
0 a

)n

により定め

る．ただし A0 = E2（単位行列）と定める．n → +∞において (An)n∈Nが収束するため

の a, bに関する必要十分条件を求めよ．また，収束極限を求めよ．

2∗) N ∈ Mn(R)を N =


0 1 0

. . . . . . . . .
0 1 0

0 1
0

により定める（(k, k + 1)成分が 1で，その

他の成分は 0とする）．x ∈ Rとするとき，

(∗) lim
i→+∞

i∑
m=0

1

m!
(xEn +N)m ∈ Mn(R)

を求めよ．ここで，0! = 1とし，m! = m(m− 1)!と帰納的に定める．また，X ∈ Mn(R)
について X0 = En（単位行列）とここでは定める（このように定めないこともあるので

注意を要する）．(∗)を単に
+∞∑
m=0

1

m!
(xEn +N)mで表す．

（以上）
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