
２０１３年度数学 II演習（理 I 37–39組）　第７回 ’13/7/9（火）４限
訂正：’13/7/9 問 7.6を修正．

以下では特に断らない限り K = Rもしくは K = Cとする．

注. １．発表に限らず，解答を作成する際には「明らか」乃至これに類する文言は原則と

して用いないこと．

２．よく分からなくなってしまったら，まずは Kを Rと読み替え，Knは Rnあるいは

R2，R3位に考えておき，改めて一般の場合を考えてみよ．

３．ヒントに主張が含まれる場合，多くのものは非自明であるからきちんと証明すること．

問 7.1，7.2は問 3.10，3.11と関連が深い（一部の小問はほぼ同一である）．単に解くだ

けでなく，比較してみるとよい．

問 7.1. Knの元 v =


v1
v2
...
vn

に関する一次方程式系

(∗)



a11v1 + a12v2 + · · ·+ a1nvn = c1

a21v1 + a22v2 + · · ·+ a2nvn = c2
...

am1v1 + am2v2 + · · ·+ amnvn = cm

を考え，解空間を V = Vcとする．V ⊂ Knである．

以下では Aを方程式 (∗)の係数行列とする．つまり，A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 と

置く．また，c =


c1
c2
...
cm

とする．最後に，f : Kn → Kmを

f


v1
v2
...
vn

 = A


v1
v2
...
vn


により定める．

1) V ̸= ∅とする．V が線型空間であることと，c = 0が成り立つことは同値であるこ

とを示せ．

2) V = f−1 ({c})が成り立つことを示せ．また，f−1({0}) = Ker f であることを確か

めよ．

※ c ∈ Kmについて f−1({c}) = {v ∈ Kn | f(v) = c}であった．
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3) V = Vc ̸= ∅が成り立つことと，c ∈ Im f が成り立つことは同値であることを示せ．

・以下では c = 0とする．従って V ̸= ∅であって V は線型空間である．

4) (∗)に更に b1v1+ b2v2+ · · ·+ bnvn = 0という条件を付け加えた一次方程式系を考え，

その解空間を W と置く．このとき，W は V の部分線型空間であることを示せ．

5) 4)のように W を定める．以下の条件は同値であることを示せ．

a) V =W が成り立つ．

b) dimV = dimW が成り立つ．

c)

∀v =


v1
v2
...
vn

 ∈ V, b1v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn = 0

が成り立つ．

d) A′ ∈Mm+1,n(K)を A′ =

(
A
b

)
により定めると rankA = rankA′が成り立つ．

・5)の同値な条件が成り立つような (b1, b2, . . . , bn)の全体のなす M1n(K)の部分集合

を U とする．

6) U は M1n(K)の部分線型空間であることを示せ．

ヒント：例えば (b1 + b′1, b2 + b′2, . . . , bn + b′n) ∈ Uとはどのような意味であるのか考

えてみよ.

7) U = ⟨a1, . . . , am⟩が成り立つ，即ち，U は a1, . . . , amで生成されることを以下のよ

うに示せ．

7-1) U ′ = ⟨a1, a2, . . . , am⟩とすると U ′ ⊂ U が成り立つことを示せ.

7-2) U ⊋ U ′であったとして, u ∈ U \ U ′とする. つまり u ∈ U であって u ̸∈ U ′ で

あるとする. A の下に更に uを並べた行列を A′ =

(
A
u

)
とすると，rankA′ =

rankA+ 1が成り立つことを示せ．

7-3) 引き続き U ⊋ U ′とする．このとき，dim{v ∈ Kn |Av = 0} = n − rankAが

成り立つ（なぜか？）が，一方 {v ∈ Kn |Av = 0} = {v ∈ Kn |A′v = 0}が成
り立つことを示し，矛盾を導け．

ヒント：そもそも u ∈ U とは何を意味していたのか考えてみよ．

8) 7)の結果を用いて dimU = rankAが成り立つことを示せ.

問 7.2 (技術的にというよりも，「頭の体操」的な難しさがある).

A ∈ Mm,n(K)とし，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める．方程式 Av = cの解空

間を Vcと置く．Vc = f−1({c}) = {v ∈ Kn |Av = c}である．特に，Ker f = V0 ⊂ Knは

方程式 Av = 0の解空間である．問 7.1の 3)によれば Vc ̸= ∅であることと，c ∈ Im f で

あることは同値である．
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さて，c ∈ Im f の時，Vcを [c]で表すことにして，W = {[c] | c ∈ Im f}と置く．[c]は空

間（集合）ではあるが，W の元として点のように考える．ここで W に和と定数倍をそれ

ぞれ次のように定める．

a) p1, p2 ∈ Wについて，p1 = [c1], p2 = [c2]と c1, c2 ∈ Im fを用いて表し，p1+p2 = [c1+c2]

と定める（c1 + c2 ∈ Im f であることに注意せよ）．

b) p ∈ W, λ ∈ Kについて，p = [c], c ∈ Im f と表して λp = [λc]と定める．

2) W はこれらの演算により線型空間であることを示せ．

ここで φ : Im f → W を φ(c) = [c]により定める．

3) φは線型写像であることを示せ．

4) φは線型同型写像であることを示せ．

ヒント：ぎょっとするかもしれないが，実はとても簡単である．

W における演算の意味を幾何学的に考えてみる．

5) Kn =
∪

c∈Im f

Vcが成り立ち，また，Vc ∩ Vc′ ̸= ∅ならば c = c′ ∈ Im f が成り立つこ

とを示せ（したがって，このとき Vc = Vc′である）．

V = Ker f とする．u ∈ Knについて V (u) = {w ∈ Kn | ∃ v ∈ V s.t. w = v + u}と置く．
幾何的には，V (u)は V を uだけ平行移動して得られる Knの部分集合である．

6) V (u) = Vf(u)が成り立つことを示せ．従って V (u) = [f(u)]が成り立ち，V (u) ∈ W

と看做すことができる．

7) V (u) = V (u′)が成り立つことと，u− u′ ∈ V = Ker fが成り立つことは同値である

ことを示せ．

V (u)を [f(u)]と看做すことで V (u) ∈ Wと考えることができるが，この対応を用いる際に

は次のような注意が必要である．例えばWにおける演算を，元を V (u)と，u ∈ Knを用い

て表してから，uを含んだ式により定めるとする．ここで，V (u) = V (u′)と u−u′ ∈ Ker f

は同値なので，全く同じ演算に於いて uを u′に取り替えても同じ結果が得られないと，

それは V (u) = V (u′)により定まったとは言えない．例えば V (u1)と V (u2)の「和」を

V (u1) + V (u2) = V (u1 + u2)により定めてみる（和を表す記号は和空間の記号と同一であ

るが，もちろん意味は異なるので注意せよ）．V (u1) = V (u′1), V (u2) = V (u′2)であると

き，V (u1 + u2) = V (u′1 + u′2)でなければ困る．実際，この「和」がうまくいっていると

すると

V (u′1 + u′2) = V (u′1) + V (u′2) = V (u1) + V (u2) = V (u1 + u2)

が成り立つはずである．逆にこれが常に成り立つのであれば，V (u1)+V (u2) = V (u1+u2)

と定めるとうまくいっている（well-definedである，と日本語の文章でも言う）．

8) V (u1) + V (u2) = V (u1 + u2)とすると，これはwell-definedであることを示せ．即

ち，V (u1) = V (u′1), V (u2) = V (u′2)であるとき，V (u1 + u2) = V (u′1 + u′2)が成り

立つことを示せ．
3



u ∈ Kn, λ ∈ Kについて λV (u) = V (λu)により定数倍を定める．

9) 定数倍はwell-definedであることを示せ．

10) 上のように定めた和と定数倍は 6)により V (u), V (u′) ∈ W と看做すと，W におけ

る和と定数倍とそれぞれ一致することを示せ．

まとめると，

a) W は Av = c（c ∈ Im f）の解空間 Vcを点 [c]と考え，cを Im f 全体を動かして得ら

れる空間であって，

b) W における和，定数倍は，Vcを Vc = V (u), c = f(u)と表して，V からの「ずれ」に

注目して定めた．Vc = V (u)と表す方法は（c ∈ Im f が与えられたとき，uを定める方

法は）一意的とは限らないが，それは問題ない，

と考えることができる．

最後に，同型 φ : Im f → W の意味について考える．F ′ : W → Im f を F ′([c]) = cによ

り定める．これは φの逆写像である．F ′を対応 [c] = V (u)（c = f(u)）を用いて，V (u)

を用いて表してみる．つまり，何らかの写像 F : V (u) 7→ Im fであって†1，F = F ′である

ようなものを見つけたい．そこで U = {V (u) |u ∈ Kn}と置く．u− u′ ∈ Ker f であれば

V (u) = V (u′)である（から，Uの元を V (u)と表す方法は一般には一意的ではない）こと

に注意せよ．今までの考察から，U は W と，従って Im f と同型である．

11) F : U → Kmを，F (V (u)) = f(u)により定めると，well-definedであることを示せ．

12) F = F ′が成り立つことを示せ．

u− u′ ∈ Ker f の時（，その時のみ）uと u′を同一と看做すことにより Knから新たな線

型空間 U が得られる．この U を通常は Kn/Ker f で表し，Knの Ker f による商（線型）

空間と呼ぶ．この問で，全体としては，同型 U = Kn/Ker f ∼= W ∼= Im f が得られたこ

とになる．さらに，同型 Kn/Ker f → Im f は，f を用いて F (V (u)) = f(u)により与え

られている．Kn/Ker f は f で写して同じ値になる Knの元は同じと看做すことにして得

られる空間である．従って，Kn/Ker f の元を区別する際に問題になるのは f で写した値

が同一かどうか，である．その意味で，f を用いて Kn/Ker f から Im f への同型が与え

られるのは極めて自然である．

問 7.3. V を Kの元からなる数列全体のなす線型空間とする．

1) 係数を数列と看做すことにより定まる写像 K[ t ] → V は線型写像であることを示

せ．より正確には，ここで言う写像は f ∈ K[ t ]を f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
nと

表して f に数列 (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)を対応させる写像である．

2) 1)で与えた写像は線型同型写像ではないことを示せ．

†1矢印の形に注意せよ．写像を元の対応を用いて表す際には →ではなく 7→を用いるのであった．これ
は大切な規則である．もし F : V (u) → Im f と書いたとすると，これは F は V (u)の元に対して Im f の
元を与える写像である，という意味である．これは今考えていることと全く異なる．
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V の元を表すためには「無限個」（「自然数個」）の K の元が必要である．一方，K[t]

の元を表すためにも，「無限個」（「自然数個」）の Kの元が必要である．実際，いくらで

も次数が高い多項式があるから，どのような多項式でも表せるようにしようとすると，無

限個の K の元を用意できる状態にしておかないと無理である．さて，V の元を（一つ）

表すために必要な Kの元の（無限個の）組には制約がない．ところが，K[ t ]の元を（一

つ）表すためには有限個の（次数+1個の）Kの元があれば十分である（正確には，必要

な Kの元の数のうち，0でないものは有限個である）．このように，全体として元を表す

のに必要な K の元の個数を（今の場合「自然数個」）指定しても，個々の元を表すのに

必要な Kの元の個数には差があり，「無限」といっても区別が必要である．数列の場合は

「直積」と呼ばれる場合の，多項式の場合は「直和」と呼ばれる場合の代表例である．

問 7.4. 1) A =

1 0 0 1 0
0 1 0 2 4
0 0 1 0 1

 と置き，f : K5 → K3を f(v) = Avにより定める．

a) Ker f を求めよ．

b) Im f を求めよ．

c) c =

 1
2
1

と置く．f−1 ({c})を求めよ．

2) φ : K[ t ] → K[ t ]を φ(f)(t) = t
df

dt
(t) − f(t)により定める．Kerφを求めよ（簡潔

に表せ）．

ヒント：微分方程式を解いても良いが，それが良い方法とは限らない．

3) K[ t, s ]

= {Kの元を係数とする，tと sに関する多項式全体 }

=

{ ∑
n,m∈N

anmt
nsm

anm ∈ K，ただし
∃N,M ∈ N s.t. n ≥ N またはm ≥Mならば anm = 0

}
とする．ただし，t, sによらず t0 = 1, s0 = 1と定める．K[ t, s ]は多項式の和，定数

倍に関して線型空間である（認めて良いが，一度は確かめること）．φ : K[ t, s ] →
K[ t, s ]を f ∈ K[ t, s ]について φ(f)(t, s) = f(t, s)tsにより定める．Kerφと Imφを

求めよ．また，ψ : K[ t, s ] → K[ t, s ]を f ∈ K[ t, s ]について ψ(f)(t, s) = s
∂f

∂t
(t, s)

により定まる．Kerψと Imψを求めよ．

問 7.5. A ∈ Mm,n(K)とし，f : Kn → Km を f(v) = Av により定める．dimKn −
dimKer f = dim Im f = rankAが成り立つことを示せ．

問 7.6 (陰函数定理の簡単な場合). A ∈ Mm,n(K)とし，rankA = mとする．また，

f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める．

1) n ≥ mが成り立つことを示せ．

2) f は全射であることを示せ．
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3) ある線型写像 g : Km → Knが存在して f ◦ g = idが成り立つことを示せ．また，g

を Kmから Im gへの写像と看做すと線型同型写像であることを示せ．

※ 先に 3)を示してから 2)を示しても良い．

問 7.7. V,W を線型空間，f, g : V →W を線型写像とする．

1) U = {v ∈ V | f(v) = g(v)}と置くと，U は V の部分線型空間であることを示せ．

2) Ker f ∩Ker g ⊂ U が成り立つことを示せ．

問 7.8. a, b ∈ Cとし，a = α +
√
−1β, b = γ +

√
−1δ，ただし α, β, γ, δ ∈ Rとする．

また，f = fa,b : R2 → R2を以下のように定める．まず v =

(
x

y

)
∈ R2とする．そして

z = x+
√
−1yと置き，w ∈ Cを w = az+bz̄により定める．最後に，w = t+

√
−1s, t, s ∈ R

と表して f(v) =

(
t

s

)
とする．

1) f は R-線型写像であることを示せ．
2) 標準基底に関する f の表現行列を簡潔に表せ．

3) f が R-線型同型写像であるための a, bに関する必要十分条件を求めよ．

定義 7.9. A ∈ Mm,n(K)とする．Aの適当な k個の行と k個の列を選んで Mk(K)の元

を作る．これを Bとし，detBを考える．このようにして得られる行列式を Aの小行列

式と呼ぶ．

例えば A ∈ Mn(K)の余因子は Aの小行列式（の特別なもの）に符号を付けたもので

あるし，Aの行列式自体も小行列式の一つである．また，A ∈ Mm,n(K)の成分は小行列

式（の特別なもの）である．

問 7.10. A = (a1 a2 a3) ∈ M3(R)とし，Aの小行列式（20個ある）の絶対値の最大値を

Mとする．また，v1, v2, v3 ∈ R3とし，vi達の成分の絶対値の最大値を d(v1, v2, v3)とする．

1) d = d(v1, v2, v3) < 1とすると，|det(a1 + v1 a2 + v2 a3 + v3)− detA| < (18M +6)d

が成り立つことを示せ．

ヒント：「18」は 20− 2，「6」は 3! = 3 · 2 · 1である．
2) A = (a1 a2 a3) ∈ GL3(R)とする．∃ δ > 0 s.t. d(v1, v2, v3) < δ ⇒ (a1 + v1 a2 +

v2 a3 + v3) ∈ GL3(R)が成り立つことを示せ．
3) Rを Cとしても 1)，2)と同じことが成り立つことを示せ．

4) A ∈ Mn(K)あるいは A ∈ GLn(K)としても 1)，2)と同様のことが成り立つこと

を示せ（数字は多少変わる）．

問 7.10により，正則な行列に十分近い成分を持つ行列も正則であることが分かる．

（以上）
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