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1 概説

この内容は，J. Böckenhauer, D. E. Evansとの共同研究，[4, 5, 6]に基づいている．
この研究の出発点は，Ocneanu [20] が Dynkin 図形に対して 1994 年に導入した

chiral generatorと，Longo-Rehren [13]が 1994年に導入し，Xu [26, 27]が 1995年か
ら研究している braided endomorphism (のちにBöckenhauer-Evans [1, 2, 3]によって
α-inductionと名づけられた) がよく似た構造を持っていると言うことであった．我々
は，両方の構成とも，より一般的な状況のもとで定義することができ，しかも本当に同
じ物を与えていることを [4]で証明した．さらにこの同一視により，modular invariant
について作用素環的に詳しく調べることが可能になり，さまざまな fusion rule algebra
の構造が [4, 5]のようにわかるようになった．我々の一般的設定は次の通りである．

設定 1.1 N ⊂ Mを index有限の III型 subfactorとする．Nの既約 endomorphismの
有限個の system NXNがあり，dual canonical endomorphism γ|NはNXNの元に分解す
ると仮定する．さらに，NXNは braidingを持つと仮定し，inclusion map ι : N ↪→ M
とNXNから生じる既約 endomorphismの system 3種類を，NXM , MXN , MXMとす
る．(たとえばNXMは，Mから Nへの既約morphismの有限 system である．)

ここで，endomorphism の “system” とは，NXNの元は互いに同値でないこと，
λ ∈ NXNに対し，λ̄と同値な元がNXN内にあること，λ, µ ∈ NXNに対し，合成λµは
NXN内の元の直和に同値になること，idを含むことを意味する．
上の仮定により subfactorは自動的に finite depthになる．Ocneanu [20]の設定で

は，N ⊂ MはGoodman-de la Harpe-Jones subfactor [9, Sect. 4.5], Xu [26, 27]の設定
では，N ⊂ Mは conformal inclusionからWassermann [25]の loop group construction
によって生じる net of subfactors から得られる subfactorである．

2 α-inductionとmodular invariant

Ocneanuの double triangle algebra [20]はこの状況下で定義できる有限次元C∗-環で，
その minimal central projection とMXMの元が 1 対 1 に対応する．さらに，double
triangle algebraの centerに別の積 (“vertical product”) を入れることにより，M -M
fusion rule algebraからの同型Φ が得られる．また，λ ∈ NXNに対し，Ocneanu の
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Figure 1. A chiral horizontal projector p+λ

chiral generatorは，Fig. 1のように定義された double triangle algebraの centerの元
である．このとき，braidingを使っているので，その正負によって 2種類の元 p±λが
得られる．
一方，Longo-Rehren [13]によって定義されたα-inductionとは，λ ∈ NXNに対し

α±
λ = γ−1 · Ad(ε±(λ, γ|N)) · λ · γ

によって定まるMの endomorphismである．ただし，ε±はNXNの (正・負の)braiding
を表す．このα-induction はNXN の元の直和に対しても同じ式で定義され，そのと
き，和，積，conjugate を保ち，これによって，N -N fusion rule algebraからM -M
fusion rule algebraへの 2つの準同型が得られる．最初の定理 [4]は次のものである．

定理 2.1 上の設定の下で p±λ = dλΦ([α
±
λ ])が成り立つ．ただしここで，dλはλの sta-

tistical dimension, [α±
λ ] は，α±

λの定めるM-M fusion rule algebraの元である．

また Rehren [23]の結果により，NXNの braidingは，S行列，T行列と呼ばれる行
列を定め，braidingが非退化のときはこれによって SL(2,Z)の unitary表現が定ま
る．また，fusion ruleについて，Verlinde公式が成立する．これに対し我々は [4]で
次の定理を証明した．

定理 2.2 上の設定の下で Zlaµ = ⟨α+
λ , α

−
µ ⟩とおくと，次の条件が成立する．

1. Zλ,µ ∈ N.

2. Z00 = 1.

3. ZS = SZ,ZT = TZ.

(Braidingが非退化のとき)上の 3条件を満たす行列 Zのことをmodular invariant
という．ただし，条件 2での “0”とは identity morphismのことである．SU(2)kに対
応する modular invariant と chiral generatorの関係については，別のタイプの結果
が Ocneanuによって [20, 21]で得られている．我々の Z(の図形的表示)については，
その後 Ocneanuも [21]で独立に我々と同じものに到達したようである．Conformal
inclusionなどから得られる subfactorの場合は，先に Zがわかっているので，そこか
らα-inductionについての詳しい情報が得られる．



さて，α±の像 (の既約分解)によって得られるMXMの subsystemをMX±
Mとおき，

MX+
MとMX−

M の共通部分をMX0
Mとおく．この共通部分をOcneanu [20]の用語で am-

bichiral systemという．さらに，MX+
MとMX−

M の両者で生成される systemについて
は次の定理 [4]が成り立つ．これは本質的にはOcneanu [20]によるもので，彼の議論
を一般的な状況に適用しただけで得られるものである．

定理 2.3 上の設定の下で，braidingが非退化ならば，MX+
MとMX−

MはMXM全体を生
成する．

τ ∈ MX0
M , λ ∈ NXNに対し，[5] のように b±τ,λ = ⟨τ, α±

λ ⟩ とおき，これを chiral
branching coefficientと呼ぶ．Fusion ruleに対し，次の定理が成り立つことが [5]で
示された．Dynkin図形の場合の (1)については，Ocneanuによってすでに見出され
ていたものである．

定理 2.4 上の設定の下で，braidingは非退化とする．
(1) MXMの自分自身への左掛け算による表現は，

⊕
λ,µ∈NXN

Zλ,µπλ,µと既約分解す
る．ただし，πλ,µは図形的に定義された Zλ,µ次元の既約表現である．

(2) MX±
Mの自分自身への左掛け算による表現は，

⊕
τ∈MX0

M ,λ∈NXN
b±τ,λπ

±
τ,λと既約分

解する．ただし，π±
τ,λは図形的に定義された b±τ,λ次元の既約表現である．

(3) MXMのMXNへの左掛け算による表現は，
⊕

λ∈NXN
πλ,λと既約分解する．

上の定理で表現空間の次元を数えることにより，直ちに次の系を得る．

系 2.5 上の定理と同じ仮定の下で，MXM , MX±
M , MXNの元の数はそれぞれ，

∑
Z2

λ,µ,∑
(b±τ , λ)

2
,
∑

Zλ,λ で与えられる．

また fusion rule algebraの可換性については次の系を得る．

系 2.6 上の定理と同じ仮定の下で，MXM , MX±
Mから生じる fusion rule algebraが可

換になるための必要十分条件はそれぞれ，Zλ,µ ∈ {0, 1}, b±τ,λ ∈ {0, 1}である．

この Corollary 2つの，Dynkin図形の場合のMXMについては，Ocneanuによっ
て見出されていたものである．MX±

Mが非可換になる最初の例は Xu [26]によって発
見されたが，上の系によればいつそのようなことが起こるか簡単に判定できることに
なる．(Conformal inclusionから生じる subfactorの場合，b±τ,λの値は最初からわかっ
ている．)

3 Longo-Rehren subfactors

次に，α-inductionから生じる Longo-Rehren subfactorについての結果を述べる．
Mの endomorphism の有限 system {λj}jに対し，index 有限の subfactor M ⊗

Mopp ⊂ Rで，dual canonical endomorphism が
⊕

j λj ⊗ λopp
j で与えられるものが，

Longo-Rehren [13] によって具体的に構成されている．これを，Longo-Rehren sub-
factorという．これは，Ocneanuの asymptotic inclusion [16, 17]と本質的に同じ構



成であることが増田 [14]によって示されており，もとの system {λj}jから R-R mor-
phismのなす systemに移る操作が quantum double constructionの類似であること
が Ocneanu [19]によって指摘されている．(Quantum doubleとのさらに正確な関係
はMüger [15]によって示されている．Popa [22]の symmetric enveloping algebraも
finite depthのときは同じ物を与える．)
上の状況下で，MX0

M , MXM , MX±
Mから生じる Longo-Rehren subfactor につい

て，R-R morphismのなす tensor categoryについて考えたい．以下，もとのNXNの
braidingは非退化とする．
まず，MX0

Mの場合は簡単である．この上には非退化な braidingがあることが我々
によってすでに示されているので，Ocneanuの一般論 [18]によって，R-R morphism
のなす categoryは，MX0

M × (MX0
M)oppに同型である．(非退化な braidingがある場

合の asymptotic inclusion/Longo-Rehren subfactorの一般論については，[7, 10]に書
いてある．この場合は “quantum double”と言っても単なる doubleで 2重に水増し
しただけのものである．)
次に，MXMについて考える．このためには，Longo-Rehren subfactor の一般論

に関して，泉による half-braidingの概念 [10] が重要である．一般に，λjたちの有限
直和σに対し，unitaryの族 Eσ(λj) ∈ (σλj, λjσ)が通常の braiding-fusion equationの
「半分」にあたる条件を満たすとき，Eσ(λj)をσの half-braidingという．泉の結果 [10]
によれば，σ ⊗ idが，M ⊗Mopp から Rの endomorphismに延長できるための条件
が，σが half-braiding を持つことで，この延長は half-braidingに依存するが，延長が
unitary同値であることと half-braidingが自然な意味で同値であることが同値な条件
である．この延長をσ̃Eあるいは単にσ̃と書く．
さて一方，Böckenhauer-Evansの一般論 [3]によれば，もとのε+ から，α+

λとMXM

の元との間に relative braidingが生ずる．これが，α+
λの half-braidingになっている

ことが簡単にわかるので，α̃+
λ ∈ End(R)が生じる．泉による，延長σの既約性判定条

件 [10]を用いると，これは既約であることが示せる．(ポイントは，既約なλから出
発しても一般にα+

λは既約ではないが，α̃+
λ まで行くと常に既約になる，ということで

ある．) さらに同様にα̃−
µ ∈ End(R)も作れて既約になるが，α̃+

λ α̃
−
µと積を取ってもな

お既約であることが示せる．これらは互いに相異なり，R-R morphismの system全
体をなし，したがって R-R morphismの systemは，NXN × (NXN)

oppに同型である
ことが [6]のようにわかる．実は，この結果自体は「同値な systemは同じ quantum
doubleを持つ」という Ocneanuの一般的な定理 [19]を使えばすぐにわかるのだが，
ここではより具体的な構成を行っているのでもっと詳しい情報が得られる．たとえ
ば，M ⊗Mopp ⊂ Rの canonical endomorphismは，

⊕
λ,µ∈NXN

Zλµα̃
+
λ α̃

−
µ であること

がわかる．このような morphismが canonical endomorphismとして実現できるとい
うのが 1999年の夏に Rehrenが講演していたこと [24]だが，我々の方法だと単に普
通の Longo-Rehren subfactorを使って dualに移るだけで，簡単な別証明が得られて
いることになる．
さらに次に，MX±

Mについて考えよう．±はどちらでも同様なので，ここでは+の
方だけを考える．α+

λがε+から生じる half-braidingを持ち，それによって既約なα̃+
λが

生じるところまでは前と同じであるが，今度はα̃−
µを考えることができない．(α−

µは一
般にMX+

Mの元の直和ではないから．)しかし，MX0
M の元に限れば一方ではMX+

Mの



元であり，また一方ではα−
µの持つε−から生じる half-braidingを引き継いでいるので

τ̃−を考えることができる．(ε−から生じる half-braiding を使っていることを示すた
め，右肩に−をつけた．)これは，τが既約なため自動的に既約である．さらに実は，
α̃+
λ τ̃

−も既約であり，これらは互いに相異なり R-R morphismの system全体をなし，
したがって R-R morphismの systemは，NXN × (MX0

M)oppに同型であることが [6]
のようにわかる．たとえば，E6(の 6つの頂点すべてを使った system)の “quantum
double”は A11 ×A3, E8(の 8つの頂点すべてを使った system)の “quantum double”
は A29 × Aeven

4 , D2n(の 2n個の頂点すべてを使った system)の “quantum double”は
A4n−3 ×Deven

2n である．これらは 1998年 12月に Ocneanu [21]によって主張されたも
のである．
しかし，この E6, E8の例について見てみると，6, 8個の頂点を同等に扱っている

ので，この “quantum double”は，E6, E8を principal graphに持つ (hyperfinite II1)
subfactorの asymptotic inclusionのM∞-M∞ bimoduleのなす systemとは違うもの
であることがわかる．そこで，この asymptotic inclusionのM∞-M∞ bimoduleのな
す systemを求めるにはどうすればいいか考えてみよう．
まず，E6について考えてみる．α̃+

λ τ̃
−について，Dynkin 図形 A11, A3 を用いて

λ = 0, 1, 2, . . . , 10, τ = 0, 1, 2 となるように番号を振る．すると，λ + τが偶数に
なるペア (λ, τ) だけが今現れることがわかる．さらに，λ, τがともに偶数のときは
(λ, τ) と (10 − λ, 2 − τ) が同値な既約 endomorphism を与えること，λ, τがともに
奇数のときは (1, 1)と (9, 1)が，また (3, 1)と (7, 1)が同値な既約 endomorphismを
与えること，(5, 1)は既約ではなく 2つの既約 endomorphismに分解することがわか
る．これは order 2の “orbifold” [7]であり，これによって 10個の既約 endomorphism
が得られ，これらが R-R morphism の system 全体，つまり M∞-M∞ bimodule 全
体のなす systemを与えることが [6]のようにわかる．Asymptotic inclusionの dual
principal graphもこれから簡単に求めることができる．これは最初，泉 [11]によって
tube algberaを直接計算することによって得られたものである．

E8についても同様の計算をすることができ，やはり order 2の “orbifold” によっ
て 18個の既約 endomorphismからなる R-R morphismの system が得られることが
[6]のようにわかる．
さらに，SU(3)に対しては 3つの conformal inclusion SU(3)5 ⊂ SU(6)1, SU(3)9 ⊂

(E6)1, SU(3)21 ⊂ (E7)1からそれぞれ E8, E12, E24と呼ばれるグラフが生じ，これらが
Dynkin図形 E6, E8 の類似であることが知られている．(E8を Figure 1にかかげた．)
3 つのグラフ，E8, E12, E24は頂点に 0, 1, 2 の “coloring” があり，color 0 の頂点だけ
からなる systemに対し，Longo-Rehren subfactorを作ることができる．これが上の
E6, E8を principal graph に持つ (hyperfinite II1) subfactor の asymptotic inclusion
の SU(3)における類似物である．これらに対しても同様の計算ができ，それぞれ 14,
27, 62個の既約 endomorphismからなる R-R morphismの system が得られることが
[6]のようにわかる．このうち最初のものについては orbifoldではなく，あとの 2つ
については order 3の “orbifold”になっていることがわかる．
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Figure 2. E8; SU(3)5 ⊂ SU(6)1
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[1] J. Böckenhauer, D. E. Evans, Modular invariants, graphs and α-induction for
nets of subfactors. I, Commun. Math. Phys. 197 (1998) 361–386

[2] J. Böckenhauer, D. E. Evans, Modular invariants, graphs and α-induction for
nets of subfactors. II, Commun. Math. Phys. 200 (1999) 57–103
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