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§0 Introduction

　 Jones多項式以来，作用素環論，特に subfactor理論の combinatorial

な側面は，物理学，低次元トポロジーとの関係が深まって来ている．こ

の講演の目的は，conformal field theory のアイディア，テクニックが

どのように，subfactor理論に応用されるか，またそれが古典的な，von

Neumann環の automorphismを中心とするアプローチからもいかに自

然なものとみなされるか，を示すことにある．基本的な文献は，[EK1],

[X], [Ka3]である．

　まず，Ocneanuの paragroup [O1, O2]について簡単に復習しよう．

AFD II1 factorの index有限の subfactorを分類するのに higher relative

commutantsが有用であることは早くから認識されていた．このアプロ

ーチで完全な分類を得るには，(1) tunnelから得られる higher relative

commutants で元の subfactor が復元できるか？，(2) 復元できるとき

higher relative commutantsをどうやって combinatorial/algebraicに特

徴付けるか？という２つの問題がある．第一の問題は純粋に関数解析的

であり，最初 A. Ocneanuが finite depth（すなわち principal graphが

有限）という仮定の下でO.K.であることを主張した．しかし彼の証明は

発表されないまま，S. Popaの完全な証明が発表され，さらに Popaは，

この形で subfactorが復元できるための必要十分条件をきれいな形で得

た．一方，上の第二の問題は（finite depthの場合）全く代数的であり，

A. Ocneanuによって，公理づけが発表され，この公理系を満たす新た

な代数的対象は paragroupと名付けられた．この名前は，この概念が有

限群の適当な意味での量子化と見なされることに由来する．こちらにつ

いてもOcneanuは完全な証明を書いていないが，彼の多くの講演をもと
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に，今では完全に理解されている．この paragroupの公理系は，可解格

子模型，rational conformal field theory， quantum 6j-symbolから生じ

る 3次元多様体に対する topological quantum field theory [EK2]などの

公理系と大きく似ており，この類似性を追及することにより，subfactor

の理解が深まると期待される．

　特にここでは，可解格子模型でのテクニックから発した subfactor

における orbifold construction [Ka1, Ka2, EK1] が，rational conformal

field theory [BG, W]と組み合わせることによって明解に理解できること

[X]，さらにそれが作用素環論での automorphism approach，特にConnes

の invariant χ(M) [C1]や，modular automorphism groupとの類似とい

う点から自然に解釈できることを示す．

§1 Paragroupの symmetryと orbifold subfactor

　 Subfactorでの orbifold constructionは，[Ka1]によって始められた．

本来の目的は，A. Ocneanuが 1987年に証明無しに予告した index< 4

の subfactor のA-D-E分類のうちDに関する部分（principal graph D2n

は，一意的に実現されるがD2n+1は，不可能である．）を証明することで

あった．この問題自体については，後にOcneanu本人の証明の細部[Ka2,

Appendix] も明らかになったし，泉[I2]，Haagerupらによる別の証明も

ある．特に，D2n+1の不可能性については，泉[I1]，Sunder-Vijayarajan

らのように bimoduleの tensor積の分解のしかた（fusion rule）を見る

ことが簡単な証明を与える．しかし，orbifold constructionは，より一

般的な方法であること，subfactorの automorphismに関する情報を与え

るという利点があるので，まずそれを解説する．

　基本的な構成法は，paragroupが適当な symmetryを持つとき，そ

れで割ってやることによって新しい paragroupを作る事である．グラフの

symmetryについては長田[Ch]で扱われているが，それを paragroupで

することになる．あるいは commuting squareの symmetryといってもよ
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い．しかし，ここで気を付けなくてはならないことは principal graphは

distinguished vertex ∗（Bratteli diagramの第１番目=fusion algebraの

単位元）を持つことである．もし，今考えている symmetryがこの∗を動か
さないならば，この symmetryはnon-trivialなLoiの invariant [L]を引き

起こし，[IK]のように subfactorの分類に役立てられるが，automorphism

の立場からは，それほど面白いことは起こらない．もっと面白いのは，∗
が動く場合である．Dynkin図形 A2n−3は，そのような symmetryを持つ

ことに注意する．すなわち，graphの反転である．（今，頂点のZ2-grading

を保つ symmetryだけを考えているので A2nは，symmetryを持たない

とみなされる．）これで，「割った」グラフがDnであることは容易にわか

る．問題は，これが本当に（ある subfactorの）principal graphであるか

どうかである．Paragroupの公理系は与えられているのであるから，こ

の問題を調べるにはそれらの公理をチェックすればよいわけである．す

ると biunitarity（あるいは，unitarity + crossing symmetryといっても

よい —— いわゆる local axioms）が満たされていることは直ちにわか

る．そこでもう一つの公理 flatnessが key pointになるのである．これ

は，∗から発する縦，横の string algebraが可換である，という条件で，

parallel transportを用いて表すと，微分幾何のflat connectionのdiscrete

版と見なすことができるので，flatness と名付けられた．Bimodule の

intertwinerによるアプローチでは，この条件はある種の associativityを

表しており，可解格子模型における Yang-Baxter方程式，quantum 6j-

symbolの pentagon equation，rational conformal field theory における

braiding-fusion relationなどと密接な関係がある．

　さて，orbifold constructionにおける flatnessであるが，これはいっ

たん string algebraの可換性に置き換えたあと，適当なfixed point algebra

を見ることにより，もとの paragroupに関する適当な partition function

の評価に帰着することが示される．すなわち，もとの symmetry を持っ

た paragroupで partition functionを計算することができれば，orbifold

construction を行ったあとの flatness がチェックできる，ということで
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ある．この partition function の計算は一般には極めて困難だが，ある

種のいい状況下では実行可能である．これを，A2n−3型の subfactor に

対して，直接実行したのが[Ka1]である．Partition functionの計算結果

は inductionで，(−1)nとなり，これが nの偶奇によって，Dnの flatness

の成立/不成立が別れる理由である．次いで，[EK1] では，この計算を

Wenzl の SU(N) 型 subfactor（= Hecke algebra subfactor of type A）

に拡張しようとした．An型 subfactorは，この構成でN = 2としたもの

なので，一般の Nについて partition functionを計算しようとしたわけ

である．その結果，Nが奇素数のときはいつでも partition functionは 1

となることがわかり，したがって，orbifold constructionはいつでも新し

い flat connectionを与えることがわかった．すなわち，Nが 2の時と奇

素数の時とでは，大きな違いがあるわけである．我々はこの違いは，Nの

偶奇だけによるものだと予想したが，Yang-Baxter方程式[DZ, JMO]に

基づく我々の計算は，かなり複雑で，一般の場合の計算は実行できなかっ

た．そこに，F. Xu [X]が，Wittenの lattice gauge theoryを paragroup

に応用する手法[BG]を使えば，完全に一般的な条件のもとでこの種の問

題が解決できることを示したのである．

　まず，Moore-Seiberg型の rational conformal field theoryでは，ある

種の combinatorialな公理を満たす行列 brading matrixと fusion matrix

を扱うことに注意する．文献[BG] で示されたことは，このような行列

があれば，自然に paragroup が作れる，ということであった．さらに

進めて Xuは，これらの行列を用いて orbifold constructionを行ったの

である．それには，compact, connected, simply connected, simple な

Lie 群 G と level と言われる整数から出発する．するとWess-Zumino-

Wittenの構成を行った際，群 Gの centerが paragroupの symmetryと

してはたらくことが証明できる．このとき partition functionは，knotted

graph に対する regular isotopy invariant として計算することができ，

orbifold の flatness を決定するのは，Reidemeister move I に伴って発

生する，conformal dimensionである．これによって，上の SU(2N)と
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SU(2N + 1)の違いは，完全に一般的に証明できるのである．すなわち，

Dynkin 図形 D2nの D2n+1の違いは，conformal dimension と orbifold

constructionによる極めて一般的な現象の非常に特別な例として，明解

に理解されるのである．Xuはさらにここに現われる flatness成立のため

の level に関する条件が Dijkgraaf-Witten による G/Zに基づく Chern-

Simons gauge theoryの存在のための条件と同じであることも指摘して

いる．

　ここで注意しておくべきことは，上の orbifold constructionによれ

ば，（flatnessの成り立つ場合）paragroupは作れるが，rational conformal

field theoryに必要なデータすべては作り出せない，ということである．

実際，D2nに対応する rational conformal field theoryは作れない（S行

列がうまく取れない）ことが知られている．また，泉[I1]による，fusion

ruleはあるが，flat connectionの無いグラフ[I]もここに自然に現われる．

したがって，この orbifold constructionは，fusion ruleの consistency，

paragroupの公理，rational conformal field theoryの公理の 3つが，こ

の順に本当に強くなっていることを自然に示している．

　最後に注意として，Dynkin図形 E6, E8の場合は，A11, A29からの

paragroup actionによる orbifoldと思うことが可能である．しかし，今

のところ，こう思っても，何も計算上の利点は無いようである．

§2 Central sequence subfactorと Connes’ χ(M)の subfactor版

　さて，§1では orbifold constructionを見たが，これは subfactor の

言葉で言うと与えられた subfactor N ⊂ Mに対し，適当な有限位数の自

己同型αを構成して，同時 fixed point algebra Nα ⊂ Mαの paragroup

を見ている，ということである．たとえば，A4n−3の場合は，このよう

な order 2の自己同型によって D2nが得られるわけである．するとこの

とき，この自己同型は作用素環論的に見て，何か面白い条件を持つこと

が期待される．それが実際にそのとおりであることを示すのがここでの

目標である．
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　まず，A4n−3型の subfactorのZ2作用の場合を考えてみよう．この場

合，同時 fixed point algebraで subfactorの型がD2nに変わっていること

に注意する．あとは，[L]のように，Connes型の非可換 Rohlinの議論に

よって，この自己同型が approximately innerかつ centrally trivialである

ことがわかる．すなわち，Loiの結果によって approximate innerness は

彼の invariantの trivialityで判定できるので，outer periodと asymptotic

periodが一致すれば，splittingができて作用が具体的に決まってしまう

からである．さらに，SU(N)で，Nが奇素数のときも同様の議論が可能

である．

　しかし，実は partition functionの計算をもう少し注意して実行すれ

ば，A4n−1型の subfactorのときも，同時 fixed point algebraの型は変わ

らないにもかかわらず，actionは，centrally trivialであることが示せる．

さらにこの方法と Xuによる partition functionのWitten式の計算とを

合わせると，Wenzlの subfactorで indexが sin2(Nπ/k)/ sin2(π/k)の場

合，d = (k,N)とおけば Zdの自然な orbifold actionが centrally trivial

であることがわかるのである．

　さて，こうして，centrally trivial な action がどう作られるかが

わかったが，解析的な分類定理を得るには，“すべての”centrally triv-

ial automorphism を決定することが必要である．ここでは，そのため，

A. Ocneanu による central sequence subfactor の方法を使うことにす

る．以下，subfactor N ⊂ Mは，AFD, irreducible, finite index, finite

depth とする．このとき，subfactor Nω ∩ M ′ ⊂ Mωを考えることが

Ocneanu方式の核心である．Ocneanuは，この subfactorについて，in-

dexの式，higher relative commutantについての，asymptotic inclusion

M ∨ (M ′∩M∞) ⊂ M∞との比較など多くの定理を証明の細部無しに[O2]

で予告した．しかし，これらのうち必要な statementは，全部きちんと

証明できるのである．一方，centrally trivial automorphism があったと

するとそれは，上の central sequence subfactorの dual principal graph

に反映されることが直ちに解るので，この論法で，Ct(M,N)/Int(M,N)
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のサイズに対する上からの評価が得られるのである．すなわち，Mは，

Nの non-trivial な normalizer を含まないとしたとき，上の群のサイズ

は “dual principal graph の even vertex のうち，normalized Perron-

Frobenius weight の値１を持つ頂点の数” でおさえられることになる．

上の SU(N) の場合は，この上界が attain されていることはすぐにわ

かる．

　さらに，single factorの場合の Connes’ χ(M) [C1]にならって

χ(M,N) = (Int(M,N) ∩ Ct(M,N))/Int(M,N)

とおこう．すると，これは可換群であり，exact sequenceなどの基本的

性質は single factorの時と同様であることが解る．さらに上の上界もな

りたっているわけである．上のように partition functionの計算に帰着さ

せることにより，rational conformal field theoryから発生する subfactor

ではいつでも，χ(M,N)が決定できることになる．また，テンソル積を

使えば，すべての有限 abel群が，χ(M,N)として実現できることもわ

かる．

　一方，Popa [P],長田-幸崎[CK, Ko]は，別方向からAut(M,N)の研

究を行っていた．彼らは，同時に strogly outer = properly outerの notion

に到達し，Popa[P] は，strongly amenable subfactor に対し，strongly

outerと，centrally trivialの否定が同値であることを証明し，また長田-

幸崎[CK, Ko]は，strong outernessの否定を canonical endomorphismを

用いて特徴付けた．これら２つの結果を合わせると上のχ(M,N)のサイ

ズの上界は，strongly amenable の場合でも正しいことが解るのである．

　また，orbifold constructionと sector（または，bimodule）の関係

も次のように解る．まず，簡単のため A2n+1型の subfactor を取ろう．∗
ではない方の graphの端点は（単なる endomorphism ではなく）auto-

morpphismを表しており，今の場合 Aut(M,N)の元を与える．これは，
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centrally trivialであるから，上の議論より，ここに現われた automor-

phismは，orbifold constructionで具体的に作ったものと同じであること

が解るのである．さらに，これは rational conformal field theoryから生

じるすべての subfactorについて成り立つ．ここでのポイントの一つは，

strong outernessの崩れをチェックするより，central trivialityをチェッ

クすることのほうがしばしば易しい，と言うことである．

　ただし，いつでも上の上界が attain されるわけではないことに注

意する．その例は，Haagerupが構成した index = (5 +
√
13)/2 の finite

depth subfactorである．このとき上界は 3を与えるが，実際のχ(M,N)

は 0である．この注意は，泉，幸崎による．

§3 Aut(M,N)の分類とmodular automorphismとの類似

　次にここでは，上のχ(M,N) が，single factor の場合と比較して，

どのように “解釈”できるかを論ずる．Connesは single factorの場合，

χ(M)が non-trivialな II1 factorをいろいろと作って見せたが，それらは

いずれも普通研究されているのとはかなり異なった factorである．（AFD

でも，non-Γでもχ(M)は 0になってしまう．）一方，上述のHecke algebra

subfactorなどは subfactor理論においてもっとも基本的な objectであり，

このような普通でない factorの類似物と考えるべきではない．実は，正

しい類似物は (AFD) type III factorなのである．そこでまず，AFD type

III factor M の自己同型群について復習しておこう．Connes-Takesaki

moduleを mod，extended modular automorphismをσ̄と書くことにす

れば，Ker(mod) = Int(M), Ct(M) = {Ad(u) · σ̄;u ∈ U(M)} が成り
立つ．これは，70年代半ばに Connesによって証明無しにアナウンスさ

れ，証明は，近年[KST]で与えられたものである．これを上の (type II1)

subfactorの話とを比べてみれば，Loiの invariant ↔ Connes-Takesaki

module, orbifold action ↔ (extended) modular automorphismという対

比があることが解る．また，paragroupそれ自身が III型 factorの flow



9

of weightsと類似したものであることもよく知られている．以下，この

対比が合理的なものであることの “証拠”をいくつかあげよう．

　 [1] 長田-幸崎の non strongly outer automorphismの characteriza-

tionは，自己同型を Jones towerに拡張したとき “ほとんど inner”とい

う条件である．一方，III型 factorの場合，（up to inner automorphism

で）extended modular automorphismである，という条件は，modular

automorphism groupによる接合積に延長したときに innerになる，とい

う Haagerup-Størmer の条件と同値である．（これには，amenabilityは，

必要ない．）ここで，basic construction, downward basic construction

は，それぞれmodular automorphism groupによる接合積と centralizer

に対応している．

　 [2] Longoは，すでに彼の canonical endomorphismがmodular au-

tomorphism に似ていることを最初から指摘している．長田-幸崎の方法

により，canonical endomorphismの powerの既約分解に現われる auto-

morphismを見れば，さらに類似が（II1型の場合でさえ）はっきりして

来る．Longoが問題としている，KMS条件の類似などもこの見方のほ

うがあつかいやすいのではないかと思われる．

　 [3] A4n−3型 subfactorの場合，上述のZ2作用で，接合積を取り，双

対作用を見れば，D2n型 subfactorのしっぽの 2頂点を交換しているもの

になっていることが解る．この 2つの作用の dualityは，III型の場合の

Connes-Takesaki moduleと Sutherland-Takesaki modular invariantの

dualityとの類似である．

　 [4] Popaによる subfactor上の離散 amenable群作用の分類は，prop-

erly outer (= centrally free) actionは，Loiの invariantで分類される，と

いう形であり，これは，III型 injective factor上の離散 amenable群の cen-

trally free作用はConnes-Takesaki module で分類される，という形の類

似である．この III型の結果は，Connes, Ocneanu, Sutherland-Takesaki,

Kawahigashi-Sutherland-Takesaki の結果を合わせたものである．
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　また，subfactor上のある種の群作用は，modular obstructionの類

似の導入によって III型 factorの時と同様に分類されることも注意する．

（ただし，III1型の時の離散可換群作用の分類には，Rが divisibleである

ことを用いている．今の場合，この類似は不成立のため，全部同じよう

にできるわけではない．）

　以上のことから考えられることは，III型 factorでのさまざまな現

象は discreteな形で II1型の subfactorに現われるであろう，ということ

である．さらに III型 subfactorの場合は，この II1型の discreteな現象

と，もともとの III型の single factorでの現象が，混ざって現われると

考えられる．C. Winsløw [Wn]による Connes-Takesaki moduleと Loi

の invariantの同時拡張はそのような混ざった現象の最初の例である．
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