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本論文は二つの PARTからなる．以降，それらについての要旨をまとめる．

PARTIの要旨
有限生成離散群 Gが従順であることは以下で定義される．

定義 A. [vN29] Gが従順群であるとは以下の条件を満たす線形汎関数m ∈ (l∞(G))∗ が存在することをいう．

a. f ≥ 0ならば，m(f) ≥ 0.

b. G上の定義関数 1G に関して，m(1G) = 1.

c. 任意の g ∈ G, f ∈ l∞(G)に対して，m(g · f) = m(f).

従順性に対する粗幾何学の観点からの一般化として，Block-Weinberger[BW92], Roe[R03] による Ponzi scheme

を用いた特徴づけと，Willett-Yu[WY14], Winkel[Wi21] による特徴づけが知られている．PARTI はこれらの一般
化に関する話題である．
Ponzi schemeは粗空間上に定義される関数である．Block-Weinberger[BW92]は距離空間において Ponzi scheme

を定義し，Roe[R03]はそれを距離構造が仮定されるとは限らない一般の粗空間に拡張した．また，[BW92],[R03]に
て，有限生成離散群 Gが Ponzi schemeをもたないことと Gが従順群であることの同値性が証明された．このこと
から，Ponzi schemeは有限生成離散群の従順性に対する粗空間への一般化を与えることがわかる．
Ponzi schemeはその定義から粗空間上の擬格子 (quasi lattice)を台に持つ．この点で Ponzi schemeは離散的な対
象といえる．この PARTの前半では，擬格子をとるかわりに測度 µを用いた，Ponzi schemeの連続的なアナロジー
(µ-PS)について考察する．なお，測度 µが擬格子上の数え上げ測度であるとき，定義より Ponzi schemeと µ-PSは
同じ概念である．この点で，Ponzi schemeは µ-PSの特別な場合とみなせる．
Willett-Yu[WY14] およびWinkel[Wi21] は，定義 A における不変性の条件 (条件 c) を群構造を課さない粗空間
に対して一般化し，粗空間の従順性を特徴づけた．Willett-Yu[WY14] は離散的な粗空間に対して特徴づけを与え，
Winkel[Wi21]は必ずしも離散的とは限らない粗空間に対して，測度を用いてそれを一般化した．
この PARTの後半ではWinkel[Wi21]によって定義された従順性の条件と µ-PSの関係を考察する．
以下が PARTIの主結果である．

定理 1.1. 可測な粗空間 X が一様な測度 µをもつと仮定する．このとき，以下の 3条件は同値である．

1. X は Ponzi schemeをもたない．
2. X は µ-PSをもたない．
3. X はWinkelの従順性条件を満たす．

条件 1.と条件 2.の同値性によって，測度が一様なときは，我々が導入した µ-PSの存在と Ponzi schemeの存在は
同値であることがわかる．しかし，µ-PSの存在から Ponzi schemeの存在が導かれる例は今のところ見つかっていな
い．条件 2.と条件 3.の同値性は粗空間が離散的なときは類似の結果が知られている，すなわち，Willett-Yu[WY14]

によって定義された離散的な粗空間の従順性と Ponzi schemeの非存在性は同値であることが，[WY14]にて言及さ
れている．なお，調べた限り，条件 1.と条件 3.の同値性について明示的に言及している文献は無いようである．
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PARTIIの要旨
H ⊂ Gをリー群の閉部分群とする．Gの離散部分群 Γが等質空間 G/H に固有不連続かつ自由に作用していると
き，Γを G/H の不連続群と呼ぶ．不連続群は等質空間を局所構造にもつ空間の大域構造を定めるという点で幾何学
的に重要な対象である．
閉部分群H が非コンパクトなとき，一般に作用が固有不連続かどうか判定することは難しい．このことから，小林

[K89] は ‘離散群による作用 Γ ↷ G/H が固有不連続か判定せよ’ という問題を提起した．この問題は小林 [K96] に
よって以下のように再定式化された．この問題 Aが PARTIIで考察するテーマである．

問題 A ([K96]). 部分集合の対 (L,H)は固有か？

以下でこの用語について説明する.

定義 ([K96]). L,H を局所コンパクト群 Gの部分集合とする．

1. 任意のコンパクト集合 S に対して 集合 L ∩ SHS−1 が相対コンパクトであるとき，対 (L,H)が固有であると
呼ぶ．

2. コンパクト集合 S が存在して L ⊂ SHS−1, H ⊂ SLS−1 となるとき，L ∼ H とかく．

Γが Gの離散部分群であるとき，対 (Γ,H)が固有であることと，Γが等質空間 G/H に固有不連続に作用すること
が同値となる (小林 [K96])．よって，問題 Aは固有性判定問題を一般化した問題といえる．また，関係 ∼は固有性
を保つ最も粗い同値関係であることが知られている．‘最も粗い’ということは不連続性の双対定理として小林 [K96]

によって定式化され，Gが簡約群の場合に [K96]で証明された．このことは，Gが σ コンパクトな局所コンパクト群
の場合に吉野 [Y07]によって拡張された．
Gが簡約な場合は小林 [K89],[K96]によって固有性判定法が証明され，問題 Aは解決されている. 一方で，Gが非
簡約である場合はこの問題 Aは未解決である． Gが簡約でも可解でもないテストケースとして小林 [K92]によって，
G = GL2(R)⋉R2,H = GL2(R)のときの対 (L,H)が固有となる連結部分群 Lが分類された．
PARTIIでは，G = SL2(R)⋉R2, L,H が連結部分群である場合に問題 Aを考察した．以下が主結果である．

定理 1.2. 1. G = SL2(R)⋉ R2 の連結部分群は同値関係 ∼の差を除いて以下の 8つに分類され，また，以下の
部分群は記号 ∼の意味で互いに同値でない．

{e},R2, SL2(R), G, S, L,M,N.

ここで，S,L,M は以下で定義される連結部分群である.

S :=

{(
ea 0 e
0 e−a 0

) ∣∣∣∣ a, e ∈ R
}
, L :=

{(
1 b e
0 1 0

) ∣∣∣∣ b, e ∈ R
}
,M :=

{(
1 b e
0 1 b

) ∣∣∣∣ b, e ∈ R
}
.

また，N はM の部分群で，N :=

{(
1 b 1

2b
2

0 1 b

) ∣∣∣∣∣ b ∈ R

}
である．

2. 自明群 {e} 及び G を除く連結部分群 R2, SL2(R), S, L,M,N の任意の対の固有性は以下の表の通りである．
ここで，表では部分群の対 (H1,H2)が固有であることを ◦で表し，固有でないことを ×で表している．
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表 1 連続部分群の対の固有性

SL2(R) R2 S L M N

SL2(R) × ◦ × × ◦ ◦

R2 ◦ × × × × ◦

S × × × × × ◦

L × × × × × ×

M ◦ × × × × ×

N ◦ ◦ ◦ × × ×
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