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sl2(C) の 2 つのヴァーマ加群のテンソル積の重複度について同値条件を並べた先行研究の重要な定
理 [6, Thm. 9.1]に対し, テンソル積そのものの加群構造を決定することでさらなる同値条件を付加した. そ
れによって, 微分対称性破れ作用素の次元があがるという幾何的な状況と, ヴァーマ加群のテンソル積が自己
双対性を失うという代数的な状況が対応していることを示した.
本稿で定理として定式化した結果は次の三つである。

0.1 Theorem 1.1

有限次元複素半単純リー代数 g, カルタン部分代数 hとそれを含むボレル部分代数 bを固定する. 最高ウェ
イト µ ∈ h∗ の Verma 加群をM(µ) := U(g)⊗U(b)Cµ としよう. 任意の µ′, µ′′ ∈ h∗ に対し, M(µ′)⊗M(µ′′)

の g加群構造が我々の知りたいものである. (µ′, µ′′), (ν′, ν′′)を２つのウェイトのペアとしよう. 小林俊行氏
の研究 [4, Thm. 3.10]から, µ′ + µ′′ = ν′ + ν′′ が満たされているとき, グロタンディーク群のレベルで次の等
式が成立する.

[M(µ′)⊗M(µ′′)] = [M(ν′)⊗M(ν′′)]

この等式が, 左辺と右辺に現れるウェイトの中に少なくとも一つずつ anti-dominant なものがあれば g加群

としての等式になることを Kåhrström 氏の研究 [2, Prop. 2.6]を用いて示した. さらに, 後述する Theorem
1.3 を用いることにより, 仮定を落とした場合に加群が同型でなくなってしまう例を構成した.

1



0.2 Theorem 1.2

sl2(C)について, 小林俊行氏と Pevzner 氏による共同研究で近年明らかになった現象 [6, Thm.9.1]がある.
ウェイトの三つ組 (λ′, λ′′, λ′′′) ∈ C3 が整数条件 λ′′′ − λ′ − λ′′ ∈ 2Nをみたしているときに三つのコンディシ
ョンが同値になるというものだが, 本修士論文で更なる同値なコンディションを付け加えた. 先行研究の三
つのコンディションは (i)テンソル積M(−λ′) ⊗M(−λ′′)内の対応するヴァーマ加群M(−λ′′′)の重複度が

2 に上昇する, (ii) ウェイトの三つ組が整数であり, ある２つの不等式を満たす, (iii) 対応するパラメータの
Rankin-Cohen bracket が消える RCλ′′′

λ′,λ′′ = 0, といったものである. 付け加えたコンディションは (iv)対応
する無限小指標 −λ′′′ + ρへの射影が 2つのヴァーマ加群の直和M(−λ′′′)⊕M(λ′′′ − 2)になるというもので

ある. ここで ρは正ルートの和を 1/2倍したものである. (iv)の条件を満たしていないときには, 対応する加
群は自己双対的な射影被覆であるということがわかっている. ここから, 重複度が２に上昇する, つまり微分対
称性破れ作用素の次元が増えているとき, 対応する Verma 加群のテンソルの方では自己双対性に失敗してい
ることが導かれる. ここから,幾何の意味での対称性と代数の意味での加群の双対性が対応しているという事
実が洞察される. Theorem 1.2 は後述する Theorem 1.3 の系として導かれる.

0.3 Theorem 1.3

Theorem 1.1 で, g = sl2(C)の場合にM(µ′) ⊗M(µ′′)の g加群構造を完全に決定したのが Theorem 1.3
である. 証明ではM(µ′)⊗M(µ′′)が一般化無限小指標分解でき, 各成分は BGG圏 Oにはいることを用いて,
O の表現論に帰着させることが重要である. 一般化無限小指標分解に関する事実は小林俊行氏の分岐則に関す
る研究 [4]を応用することで導かれる. この定理によって,パラメータと対応する g = sl2(C)の加群構造を見
比べることで Theorem 1.2を得る. さらに, テンソル積M(−λ′)⊗M(−λ′′) が無重複性であることと自己双

対的であることが同値であることがわかる.
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