
6/25講義予定
定積分 ([1] p.82, [2] p.101-104, 127-133, [3] p.153-158)

f(x)を閉区間 [a, b]で定義された連続関数とする．定積分
∫ b

a
f(x)dxを次

のように定義する．
∆ : a = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ai−1 ≤ ai ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an = bを閉区間 [a, b]

の分割とする．各 i = 1, . . . , nに対し，xiを ai−1 ≤ xi ≤ aiをみたすようにと
り，和S =

∑n
i=1 f(xi)(ai−ai−1)を考える．分割の直径 |∆| = maxi(ai−ai−1)

を0に近づけたときのSの極限が存在する．この極限を
∫ b

a
f(x)dxと定義する．

各 i = 1, . . . , nに対し，mi を ai−1 ≤ x ≤ ai での f(x)の最小値とし，
Miを最大値とする．s∆ =

∑n
i=1 mi(ai − ai−1), S∆ =

∑n
i=1 Mi(ai − ai−1) と

おくと，s∆ ≤ S ≤ S∆ である．S∆ − s∆ =
∑n

i=1(Mi − mi)(ai − ai−1) ≤
maxi(Mi − mi)(b − a)である．

∆′を別の分割とする．∆′′を∆と∆′の共通の細分とすると，s∆ ≤ s∆′′ ≤
S∆′′ ≤ S∆，s∆′ ≤ s∆′′ ≤ S∆′′ ≤ S∆′である．したがって、極限の存在を示す
には，|∆| → 0のときmaxi(Mi − mi) → 0を示せばよい．
ここでは、簡単のためf(x)が連続微分可能な場合に示す．M ′をa ≤ x ≤ b

での |f ′(x)|の最大値とする．このとき，Mi − mi ≤ M ′(ai − ai−1)である．
よって，maxi(Mi − mi) ≤ M ′|∆| → 0 (|∆| → 0のとき) である．
例
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n→∞

(
1

n + 1
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1
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)
= log 2

f(x) = 1
x
とし，区間 [1, 2]の分割を 1 = n

n
≤ n+1

n
≤ · · · n+i−1

n
≤ n+i

n
≤

· · · ≤ 2n
n

= 2と定め，xi = n+i
n
とおく．このとき，和S =

∑n
i=1 f(xi)(ai−ai−1)

は
∑n

i=1(
n+i
n

)−1 1
n

=
∑n

i=1
1

n+i
となる．したがって極限 limn→∞

∑n
i=1

1
n+i

=∫ 2

1
1
x
dx = [log x]21 = log 2.
微積分の基本定理 ([1] p.85 定理９, [2] p.101, [3] p.165 定理 4.4.)

d

dx

∫ x

a

f(x)dx = f(x)

左辺は limh→+0
1
h

∫ x+h

x
f(x)dxと limh→+0

1
h

∫ x

x−h
f(x)dxの共通の値．x− h ≤

y ≤ x + hでの f(y)の最大値をMh, 最小値をmhとすると，

mhh ≤
∫ x+h

x

f(x)dx,

∫ h

x−h

f(x)dx ≤ Mhh.

両辺を hで割り h → 0とするとmh → f(x), Mh → f(x).
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