
1014 集合と位相 演習 問題 (1997.10.14)

問題 1. 次の文のうち写像を定めているものはどれかを判定し、その理由も記述せよ。

(1) 正の実数 y > 0に対し、実数 xで y = ex を満たすものを対応させる。
(2) 実数 aに対し、b2 = aを満たす実数 bを対応させる。
(3) 実数 xに対し、xy = 1を満たす実数 yを対応させる。

写像となるものについては、その写像を定義域や値域の集合を使って f : X → Y の
ように表し、元の対応も記号 �→を使って表せ。
写像とならないものについては、定義域あるいは値域をうまく変更すれば写像と

考えられるので、その変更の仕方を１つ与えよ。

問題 3. X と Y を集合とし、 Y X＝ {f : f は X から Y への写像 }とおく。
(1) X = {1, 2, · · · , n}のとき, 自然な全単射 Y n → Y X を定義せよ.
(2) Y = {0, 1}のとき, f �→ f−1(0)は全単射 Y X → {A|A ⊂ X}を定めること
を示せ.

(3) X, Y がともに有限集合とし、元の個数をそれぞれm, nとすると、Y X も有
限集合で元の個数は nm となることを示せ。

問題 4. 写像 f : X → Y とX の部分集合 Aについて、条件

f−1(f(A)) = Aがなりたつ。

を考える。

(1) 上の条件がX の任意の部分集合Aに対してなりたつためには, f が単射であ
ることが必要十分であることを示せ。

(2) X = Y = Rとして、上の条件をみたさないような f とAの例を一つ挙げよ。

問題 5∗. Rから閉区間 [0, 1]への全単射 R → [0, 1]を１つ与えよ.

問題 6∗. Cで複素数体を表すものとする。f ∈ C[X ]を複素数係数の１変数多項式と
して、同じ記号 f で、写像 z �→ f(z)を表すものとする。このとき f : C → C が、全
射となるための条件、単射となるための条件をそれぞれ求めよ。ただし Cが代数閉
体であることは使ってよい。
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.10.14)

1. (1)は写像 log : R → Rを定める. 元の対応は y �→ log y.
(2)は写像でない. 定義域と値域を {正の実数 }に制限すれば, 写像 a �→ √

aを定
める.

(3)も写像でない. 定義域を {０でない実数 }に制限すれば, 写像 x �→ x−1 を定
める.

3.(1) (y1, · · · , yn) ∈ Y n に対し, 写像 i �→ yi を対応させる.
(2) A ⊂ X に対し写像 fA : X → {0, 1}を x ∈ Aなら fA(x) = 1, x ∈ Ac なら

fA(x) = 0と定義する. すると写像 P (X) → Y X : A �→ fAは問題の写像 f �→ f−1(1)
の逆写像を与えることが確かめられる.

(3) X の各元に対し, その像の選び方はそれぞれ n通りあるから全部で nm 通り.
4. (1) 必要なこと. 条件が X の任意の部分集合 Aに対してなりたつと仮定して,

f が単射であることを示す. x, x′ ∈ X で f(x) = f(x′)と仮定する. A = {x}とおく
と, x′ ∈ f−1(f(x)) = f−1(f(A)) = A = {x}だから x′ = x.
十分なこと. fが単射であることを仮定してXの部分集合Aに対して f−1(f(A)) =

A を示す. f−1(f(A)) ⊃ A は一般に成り立つから f−1(f(A)) ⊂ A を示せばよい.
x ∈ f−1(f(A)) とすると x′ ∈ Aで f(x) = f(x′) となるものがある. f は単射だから,
x = x′ で x ∈ A. よって f−1(f(A)) ⊂ Aが示された。

(2) f(x) = x2, A = {x ∈ R|x > 0}.
5∗. まず連続な単調増加写像 f : R → (0, 1)で limx→−∞ f(x) = 0, limx→∞ f(x) =

1 となるものをとる. 例えば f(x) = 1
π

tan−1(x) + 1
2
. g : R → [0, 1] を g(x) =

f(x), x /∈ N, g(0) = 0, g(1) = 1, g(n) = f(n − 2)(n = 2, 3, 4, · · · ) と定めればこれは
全単射.

6∗. 全射となるためには f が定数でないことが必要十分. 単射となるためには, f
が１次式であることが必要十分.
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1028
集合と位相 演習 問題 (1997.10.28)

問題 1. 集合 R に同値関係を

s ∼ tとは、
s − t

2π
∈ Zであること

によって定める. S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} とおくと写像 R → R2 : t �→
(cos t, sin t) は, 全単射 R/Z → S1 をひきおこすことを示せ.

問題 2. P = P (N)を自然数全体の集合 N のべき集合 {X は Nの部分集合 }とする。
P 上の同値関係 ∼を

X ∼ Y とは全単射X → Y が存在すること.

によって定義する. この同値関係 ∼に関する完全代表系を 1つ与えよ.

問題 3. nを自然数とする。X = Rn+1 − {0} に同値関係を

x ∼ yとは λx = y を満たす０でない実数 λ ∈ R, �= 0 が存在すること

と定義する。この同値関係 ∼による X の商集合のことを n次元実射影空間とよび
Pn(R)で表す。

(1) 0 ≤ i ≤ nに対し Ui ⊂ Pn(R)を Vi = {x = (x0, · · · , xn) ∈ Rn+1|xi �= 0} ⊂
X の像と定義すると、Pn(R) =

⋃n
i=0 Ui であることを示せ。

(2) 0 ≤ i ≤ nとする。x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn に (x1, · · · , xi, 1, xi+1, · · · , xn) ∈
X の Pn(R) での像を対応させる写像 ji : Rn → Ui は全単射であることを
示せ。

(3) 写像 X → {Rn+1の１次元部分空間 } : x �→ Rx は全単射 Pn(R) → {Rn+1の
１次元部分空間 } をひきおこすことを示せ.

問題 4. n > 0を自然数とする. Z上の同値関係 ≡ modnを x, y ∈ Zに対し,

x ≡ y mod nとは x − yが nで割り切れること

とおくことにより定める. この同値関係による商集合を Z/nZで表す. m ∈ Zのこの
同値関係による同値類をm mod nで表す.

(1) 同値関係 ≡ modnに関する完全代表系を１つ求めよ.
(2) 写像 f : Z → Z/2Z を m �→ m(m−1)

2
mod 2 とおいて定める. 自然数 n > 0

に対し, pn : Z → Z/nZを標準全射とする. このとき f = g ◦ pn を満たす写
像 g : Z/nZ → Z/2Z が存在するような最小の自然数 n > 0を求めよ.

問題 5. V を実数を係数とする１変数多項式全体のなす集合 R[X ]とする. n > 0を
自然数とする. V 上の同値関係≡ を, f ≡ gとは差 f − gがXnで割り切れることと
定義する. E = V/ ≡を商集合とする.

(1) V の R線形空間としての構造は, 商集合 E に R線形空間の構造をひきおこ
すことを示せ.

(2) E の R線形空間としての次元を求めよ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.10.28)

1. P = (x, y) ∈ S1 とし, 原点 O と P を結ぶ半直線と, x軸の正の部分とがなす
角を t とすると, (x, y) = (cos t, sin t) だから、写像 R → R2 : t �→ (cos t, sin t) の像
は S1である。また s, t ∈ Rに対し (cos s, sin s) = (cos t, sin t)と s = t + 2πn(n ∈ Z)
は同値だから、写像 R → R2 : t �→ (cos t, sin t) の標準分解は R → R/ ∼→ S1 → R2

となる。
2. {∅, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, · · · , N} = {{i ∈ N|i < n}|n ∈ N} ∪ {N}.
3.
(1) X =

⋃n
i=0{x = (x0, · · · , xn) ∈ Rn+1|xi �= 0} だから Pn(R) =

⋃n
i=0 Ui。

(2) Uiは ViのX 上の同値関係∼の Viへの制限による商集合となる。写像 Vi →
Rn : (x0, · · · , xn) �→ (x0

xi
, · · · , xi−1

xi
, xi+1

xi
, · · · , xn

xi
)は写像 Ui �→ Rn をひきお

こし、これは問題の写像 Rn → Ui の逆写像を与える。
(3) x, y ∈ X とすると、Rx = Ryと x ∼ yは同値だから単射 Pn(R) → {Rn+1の
１次元部分空間 }がひきおこされる。任意の 1次元部分空間Lに対し、x ∈ X
をその基底とすると L = Rxだからこれは全射。

4.
(1)

{0, 1, · · · , n − 1}.
(2)

m(m − 1)
2

≡
{

0 mod 2 n ≡ 0, 1 mod 4のとき
1 mod 2 n ≡ 2, 3 mod 4のとき

だから n = 4.
5.
(1) 同値関係 ≡は, V の R線形部分空間W = {f ∈ V : f は Xnで割り切れる }
が定める同値関係と同じだから, E = V/W . これは商空間として R線形空間
の構造を持つ.

(2) 〈1, X, · · · , Xn−1〉 ⊂ V はW の補空間だから, 商空間の次元も n.
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1104
集合と位相 演習 問題 (1997.11.04)

問題 1. 集合 R に同値関係を

s ∼ tとは s − t ∈ Z

によって定める. 商集合 R/ ∼を R/Zと書く.
(1) 実数 a ∈ Rに対し, a倍写像 R → R, x �→ ax が, 写像 R/Z → R/Z をひき
おこすための aの条件を求めよ。(∼を X 上の同値関係 ∼′ を Y 上の同値関
係、p : X → X/ ∼, q : Y → Y/ ∼′ をそれぞれ標準写像としたとき、写像
f : X → Y が写像 g : X/ ∼→ Y/ ∼′ をひきおこすとは、図式

X
f−−−−→ Y

p

� �q

X/ ∼ −−−−→
g

Y/ ∼′

を可換にする (q ◦ f = g ◦ pということ)写像 g : X/ ∼→ Y/ ∼′ が存在する
ことをいい、このとき gを f によってひきおこされた写像という。）

(2) aを (1)の条件が満たされるような実数とし, ga : R/Z → R/Z をひきおこさ
れた写像とする. x ∈ R/Z に対し、集合 g−1

a (x)の元の個数を求めよ。

問題 2. (1). 全単射 N → N2 を一つ与えよ。
(2). 次の無限集合がそれぞれ可算かどうか判定せよ。理由も与えること。

R/Z (問題１のもの), Q/Z (問題１で Rを Qでおきかえたもの),

QN = {写像 N → Q} = {有理数列 (a0, a1, · · · )},
Q(N) = {有理数列 (a0, a1, · · · ) のうち有限個の nをのぞき an = 0となるもの }.

問題 3. n > mを自然数とし単射 (x1, · · · , xm) �→ (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0) により Rm

を Rn の部分集合と同一視する. このとき Rn のふつうの位相の Rm への制限は Rm

のふつうの位相と一致することを示せ.

問題 4. 半開区間 [0, 1) から S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} への写像 t �→
(cos 2πt, sin 2πt) は、連続な全単射だが同相写像ではないことを示せ。

問題 5.
(1) 同相写像 開区間 (0, 1) → R を１つ与えよ。
(2) 同相写像 {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1} → R2 を１つ与えよ。
(3) 一般に nを自然数とするとき同相写像 {x = (xi)i ∈ Rn|∑n

i=1 x2
i < 1} → Rn

を１つ与えよ。

問題 6. nを自然数とする。GLn(R) = {A ∈ Mn(R)| detA �= 0}とし, Mn(R) = Rn2

からの導入位相により位相空間と考える. 写像GLn(R) → GLn(R) : A �→ A−1 は同
相写像であることを示せ。
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問題 7∗. Rの任意の開集合は、高々可算個の開区間の disjoint unionであることを
示せ。

問題 8. 講義中の Rの非可算性の２つめの証明で任意の nに対し a �= an となるこ
との証明を省略したので, この部分を確かめよ.

問題 9. 次の文章のように全単射 q : N → Q を定義したときの，q(10), q(20)を求
めよ。
有理数 xを既約分数表示 x = m

n
したときの，分子と分母の絶対値のうち大きいほ

うmax(|m|, |n|)を xの高さとよび h(x)と書くことにする．たとえば h(0) = h(1) =
h(−1) = 1, h(−2

5 ) = 5. 自然数 n ≥ 0に対し，h(x) ≤ nをみたす有理数 xは有限
個しかないので，N(n)で高さが n以下の有理数の個数を表すことにする．たとえば
N(1) = 3, N(2) = 7. 自然数m ≥ 0に対しm < N(n)を満たす最小の自然数 n ≥ 1
を n(m)とし，高さが n(m)の有理数のうちで小さいほうから N(n(m)) − m番目の
もの q(m)を対応させることにより写像 q : N → Qを定めるとこれは全単射である．
たとえば q(0) = 1, q(1) = 0, q(2) = −1, q(3) = 2, q(4) = 1

2 , q(5) = −1
2 , · · ·
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.11.04)

1. (1). a ∈ Z が必要十分。なぜなら x − y ∈ Z なら ax − ay ∈ Z がなりたつため
の条件だから。

(2). a �= 0ならば任意の x ∈ R/Z に対し、集合 g−1
a (x)の元の個数は |a|個。a = 0

のときは, x �= 0̄ なら g−1
a (x)の元の個数は０個、x = 0̄ なら g−1

a (x)の元の個数は非
可算無限個。

2. (1). m(m−1)
2 ≤ n < m(m+1)

2 なら n �→ (n − m(m−1)
2 , m − (n − m(m−1)

2 )).
(2). 可算なもの

Q/Z, Q(N).

非可算なもの
R/Z, QN.

3. (1)U が Rm の開集合なら Rn の開集合 V で U = V ∩ Rm となるものがあるこ
とと, (2)V が Rn の開集合なら V ∩ Rm が Rm の開集合であることを示せばよい.

(1).V = U × Rn−m = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn|(x1, · · · , xm) ∈ U}とおけばよい.
(2)a ∈ V ∩ Rm とし, ε > 0 が {x ∈ Rn||x − a| < ε} ⊂ V を満たすとすると,

{x ∈ Rm||x − a| < ε} ⊂ V ∩ Rm.
4. 全単射なことは明らかでしょう。cos, sinは連続だから問題の写像は連続。逆写

像は点 (1, 0) ∈ S1 で連続でない。
5. (1). x �→ 1− x

2
x(1−x) .

(2). (x, y) �→ ( x
1−(x2+y2) ,

y
1−(x2+y2) ).

(3). x = (xi)i �→ ( xi

1−�n
j=1 x2

j
)i.

6. A−1 の各成分は A の成分の有理式で与えられるから A �→ A−1 は連続。逆写
像はもとの写像と同じだから連続、したがって同相。

7. Λ = {I |Iは U に含まれるRの開区間で次の条件のどれか１つが満たされるもの
1.I = (a, b)かつ a, b /∈ U, 2.I = (a,∞)かつ a /∈ U, 3.I = (− ∞, b)かつ b /∈ U, 4.I =
R} とおく。
まず U が開区間の disjoint union であることを示す. U =

⋃
I∈Λ I かつ I, J ∈

Λ, I ∩ J �= ∅ならば I = J を示せばよい。x ∈ U と仮定して、x ∈ I となる I ∈ Λが
ただ一つ存在することを示せばよい。aを (y, x) ⊂ U を満たす y ∈ Rの下限とし、b
を (x, y) ⊂ U を満たす y ∈ Rの上限とする。(a = −∞, b = ∞となる場合もありう
る) このとき I = (a, b)は xをふくむただ１つの Λの元である。
次に Λ が可算集合であることを示す。写像 U ∩ Q → Λ を、x ∈ U ∩ Q に対し

x ∈ I となるただ一つの区間 I ∈ Λ を対応させることにより定める。するとこれは全
射であり、U ∩ Q は可算集合だから Λも可算。

8. aの定めかたから,aと an は小数点以下 n番目の数字がことなる. これらが等
しいためには, そこから先の数字が全て 9であるか全て 0 であることが必要. ところ
が aの定めかたからこうはならない.

9. q(6) = −2, q(7) = 3, q(8) = 2
3 , q(9) = 3

2 , q(10) = 1
3 , · · · , q(15) = 4, q(16) =

4
3 , q(17) = 3

4 , q(18) = 1
4 , q(19) = −1

4 , q(20) = −3
4 , · · · .
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1111
集合と位相 演習 問題 (1997.11.11)

問題 1. (1). 標準写像 Rm × Rn → Rm+n は同相写像であることを示せ. ここで
Rm, Rn, Rm+n にはふつうの位相を考え, Rm × Rn にはその積位相を考える.

(2). Y, Y ′ を位相空間とし, X, X ′ をそれぞれの部分空間とする. X × X ′ 上の積
位相は Y × Y ′ の部分空間としての位相と一致することを示せ.

(3). (1)と (2)から先週の問題 3.

m < nに対し, Rn のふつうの位相の Rm への制限は Rm のふつうの位相と一致する.

を導け.

問題 2. (1). 写像 Sn × R → Rn+1 − {0} :

((x1, · · · , xn+1), y) �→ (x1 exp y, · · · , xn+1 exp y)

は同相写像であることを示せ.
(2). 写像 Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} → Rn :

(x1, · · · , xn+1) �→ (
x1

1 − xn+1
, · · · ,

xn

1 − xn+1
)

は同相写像であることを示せ.
(3). ２次元トーラス T 2 = S1 × S1 からの写像 f : T 2 → R3 :

((x1, y1), (x2, y2)) �→

 x1 −y1 0

y1 x1 0
0 0 1





 x2 + 2

0
y2




を考える. f は同相写像 T 2 → f(T 2) を定めることを示せ.

問題 3∗. nを自然数とする。

K =On(R) = {X ∈ GLn(R)|tXX = 1},
A ={X ∈ GLn(R)|X は対角成分が正 (> 0)である対角行列 },
N ={X ∈ GLn(R)|X は対角成分が 1である上三角行列 }

とおく。

(1) KはMn(R)の有界な閉集合で, A, NはそれぞれRn, R
n(n−1)

2 と同相なGLn(R)
の閉集合であることを示せ。

(2) 積が定める写像K ×A×N → GLn(R) : (X, Y, Z) �→ XY Z は同相写像であ
ることを示せ。



9

集合と位相 演習 問題略解 (1997.11.11)

1.(1).U ⊂ Rm+n = Rm×Rn とする. U がふつうの位相での開集合なら任意の a ∈
U に対し Uε(a) = {x ∈ Rm+n||x− a| < ε} を満たす ε > 0が存在し, 積位相での開集
合なら任意の a = (a1, a2) ∈ U に対し Vε(a) = {x = (x1, x2) ∈ Rn×Rm||xi−ai| < ε}
をみたす ε > 0が存在する. Uε(a) ⊂ Vε(a) ⊂ U2ε(a) だから両位相は一致する.

(2). S を任意の位相空間とし, f : S → X × X ′ を任意の写像とする. このときど
ちらの位相に対しても, f が連続であるためには pr1 ◦ f : S → Y, pr2 ◦ f : S → Y ′ が
ともに連続となることが必要十分だから, 両位相は一致する.

(3). X = Y = Rm, X ′ = {0}, Y ′ = Rn−m として, (2)を適用すると, X = Rm の
ふつうの位相は Y × Y ′ = Rn = Rm × Rn−m の積位相の制限であることがわかる.
(1)よりこの積位相はふつうの位相だからこれで示された.

2.(1). この写像は各成分が連続だから連続. 逆写像は Rn+1 − {0} → Sn × R :

x = (x1, · · · , xn+1) �→ ((
x1

|x| , · · · ,
xn+1

|x| ), log |x|)

で与えられ, 定義域では |x| �= 0だから各成分が連続. したがって逆写像も連続.

(2). 定義域では 1 − xn+1 �= 0だから, この写像も各成分が連続だから連続. 逆写
像は Rn → Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} :

x = (x1, · · · , xn) �→ (
2

|x|2 + 1
x1, · · · ,

2
|x|2 + 1

xn, 1 − 2
|x|2 + 1

)

で与えられ, |x|2 + 1 �= 0だから各成分が連続. したがって逆写像も連続.

(3). この写像は各成分が多項式だから連続. 逆写像が (x, y, z) �→

((
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

), (
√

x2 + y2 − 2, z)

で与えられるから T 2 → f(T 2)は全単射. f(T 2)上で x2 + y2 �= 0だから逆写像の各
成分も連続. よって逆写像も連続.

3. (1). tXX の各成分は X の成分の多項式だから K は閉集合。X = (xij) ∈ K
なら各 1 ≤ i ≤ n に対し

∑n
j=1 x2

ij = 1 だから K は有界。A = {X = (xij) ∈
GLn(R)|i �= j なら xij = 0かつ i = j なら xij ≥ 0} だから Aは閉集合。(xi)i ∈ Rn

に対し、(i, i)-成分が exp xi であるような対角行列を対応させる写像 Rn → Aは同相
写像。N についてはこれよりは簡単だから略。

(2). X ∈ GLn(R) は Rn の基底 x1, · · · , xn を横に並べた行列とみなせる。この
とき Rn の正規直交基底 e1, · · · , en で ei は x1, · · · , xi の線形結合でありかつ ei を
x1, · · · , xi の線形結合と表したときの、xi の係数 ai が正であるようなものがただ一
つ存在する。U を e1, · · · , en を横に並べた行列、U ∈ K = On(R), V を (i, i)-成分
が ai であるような対角行列とすると、V ∈ A である。さらに W = (UV )−1X と
おくとこれは N に属するので、X に対し (U, V, W )を対応させることにより、写像
GLn(R) → K × A × N が定まる。あとはこれが問題の写像の逆写像であることと、
それらがともに連続写像であることを確かめればよい。（以下略）
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1118
集合と位相 演習 問題 (1997.11.18)

問題 1. 先週の問題 2 (1). 写像 Sn × R → Rn+1 − {0} :

((x1, · · · , xn+1), y) �→ (x1 exp y, · · · , xn+1 exp y)

は同相写像であることを示せ.
(2). 写像 Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} → Rn :

(x1, · · · , xn+1) �→ (
x1

1 − xn+1
, · · · ,

xn

1 − xn+1
)

は同相写像であることを示せ.

問題 2. 講義中にでてきた連続全単射

f : Sn → Rn+1 − {0}/ ∼, x �→ x̄

の逆写像 g : Rn+1 − {0}/ ∼→ Sn が連続なことを, 標準全射 p : Rn+1 − {0}との合
成 g ◦ pが連続なことを示すことによって証明せよ.

問題 3. 講義中にでてきた連続全単射

f : R/2πZ → S1, t̄ → (cos t, sin t)

の逆写像 g : S1 → R/2πZ が連続なことを次のようにして示せ.
(1). U1 = {(x, y) ∈ S1|x > 0}, U2 = {(x, y) ∈ S1|y > 0}, U3 = {(x, y) ∈ S1|x <

0}, U4 = {(x, y) ∈ S1|y < 0} とおく. 各 iに対し, g の Ui への制限 gi が連続なこと
を示せ.

(2). (1)を使って gが連続なことを導け.

問題 4. (1). 集合 X = R 上の同値関係 s − t ∈ Z について, 半開区間 [0, 1) は完全
代表系だから, 標準全射との合成写像 [0, 1) → R → R/Z は連続全単射であるが, 同
相写像ではないことを示せ.

(2). 閉区間 [0, 1] 上の同値関係 ∼を上の (1)の同値関係の制限として定める. こ
のとき標準写像 [0, 1]/ ∼→ R/Zは同相写像であることを示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.11.18)

1.(1). この写像は各成分が連続だから連続. 逆写像は Rn+1 − {0} → Sn × R :

x = (x1, · · · , xn+1) �→ ((
x1

|x| , · · · ,
xn+1

|x| ), log |x|)

で与えられ, 定義域では |x| �= 0だから各成分が連続. したがって逆写像も連続.

(2). 定義域では 1 − xn+1 �= 0だから, この写像も各成分が連続だから連続. 逆写
像は Rn → Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} :

x = (x1, · · · , xn) �→ (
2

|x|2 + 1
x1, · · · ,

2
|x|2 + 1

xn, 1 − 2
|x|2 + 1

)

で与えられ, |x|2 + 1 �= 0だから各成分が連続. したがって逆写像も連続.

2. g ◦ p(x) = x
|x| で各成分は連続だからよい.

3. (1). sin : (−π
2
, π

2
) → (−1, 1) の逆写像を sin−1 : (−1, 1) → (−π

2
, π

2
) と書くこ

とにすると, これは連続で g1 = p ◦ sin−1 ◦pr2 だから連続. 他も同様.

(2) S1 = U1 ∪ U2 ∪ U3 ∪ U4 であり Ui は全て開集合. V ⊂ R/2πZを開集合とす
ると, g−1(V ) =

⋃
i g−1

i (V )で g−1(V ) ⊂ Ui ⊂ S1 は Ui のしたがって S1 の開集合.
よって g−1(V )は開集合.

4. (1). 例えば半開区間 [0, 1
2 ) は [0, 1)の開集合であるが, その像は S1 の開集合で

ない.

(2). U ⊂ [0, 1]/ ∼を開集合として, U のR/Zでの像 V が開集合であることを示せ
ばよい. p : R → R/Z, q : [0, 1] → [0, 1]/ ∼ を標準全射とすると, p−1(V ) =

⋃
n∈Z Un

(但し Un = {x + n|x ∈ q−1(U)}) となる. これが R の開集合であることを示した
い. x ∈ p−1(V ) とし, n ≤ x < n + 1 となる整数 n をとる. x �= n なら x − n ∈
q−1(U) ⊂ [0, 1]だから正の実数 ε > 0で {y ∈ R||y − (x − n)| < ε} ⊂ q−1(U)となる
ものが存在する. このとき {y ∈ R||y − x| < ε} ⊂ Un ⊂ p−1(V )である. x = nなら
0, 1 ∈ q−1(U)となるから, 正の実数 ε1, ε2 > 0で {y ∈ R|0 ≤ y < ε1} ⊂ q−1(U), {y ∈
R|1 − ε2 < y ≤ 1} ⊂ q−1(U) となるものが存在する. ε を ε1, ε2 > 0の小さいほうと
すれば, {y ∈ R||y − x| < ε} ⊂ Un ⊂ p−1(V )である. よって p−1(V )は Rの開集合.
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1125
集合と位相 演習 問題 (1997.11.25)

問題 1. 位相空間 X = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0, (x, y) �= (0, 0)}に同値関係 ∼を,
(x′, y′) ∼ (x, y)とは, 正の実数 t > 0で x′ = tx, y′ = t−1y を満たすものが存在する
こととして定める. Y = X/ ∼をこの商空間とする.

(1) Y が分離でないことを示せ. ({(1, 0)}の任意の開近傍と {(0, 1)}の任意の開
近傍は交わることを示せばよい.)

(2) Y の各点 y ∈ Y に対し, {y}は閉集合であることを示せ.
(3)∗ Y の対角集合 ∆の Y × Y での閉包を求めよ.

問題 2. X を位相空間とし, X の部分集合 Aに対し, Āでその閉包を表す.
(1) Āは Aと交わらない X の開集合全ての合併の補集合であることを示せ.
(2)

Ā ⊃ A, (Ā) = Ā, A ∪ B = Ā ∪ B̄, ∅ = ∅
が成り立つことを示せ.

問題 3. X を無限集合とし, X は講義中にでてきた, 「F がX の閉集合であるとは,
F が有限集合かまたは, X = F」で定まる位相をもつとする. このとき対角集合 ∆
の X × X での閉包を求めよ.

問題 4. (Xλ)λ∈Λ を位相空間の族とし, 次の条件を考える.
(1) 積 X =

∏
λ∈Λ Xλ は分離.

(2) 全ての λ ∈ Λに対し, Xλ は分離.
講義中に (1) ⇒ (2)を示した. 全ての λ ∈ Λに対し, Xλ �= ∅ならば, (1) ⇐ (2)もな
りたつことを示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.11.25)

1. (1) U を {(1, 0)}の開近傍, V を {(0, 1)}の開近傍とする. p : X → Y を標準全
射とすると, p−1(U), p−1(V )はそれぞれ (1, 0), (0, 1)を含むX の開集合だから, 正の
実数 ε > 0で, {x ∈ X ||x− (1, 0)| < ε} ⊂ p−1(U), {x ∈ X ||x− (0, 1)| < ε} ⊂ p−1(V )
を満たすものが存在する. 0 < t < εととれば, p(1, t) = p(t, 1) ⊂ U ∩ V となるから
U ∩ V �= ∅.

(2). 各点 x = (a, b) ∈ X に対し, p−1({x̄})は X の閉集合であることを示せばよ
い. a, b > 0のときは p−1({x̄}) = {(s, t) ∈ X |st = ab} だから閉集合. a = 0のとき
は p−1({x̄}) = {(s, t) ∈ X |s = 0} だから閉集合. b = 0の場合も同様にして確かめら
れる

(3). 閉包は∆ ∪ {((0, 1), (1, 0)), ((1, 0), (0, 1))}.
2.(1). F を Aと交わらない X の開集合全ての合併の補集合とする. F は Aを含

みかつ X の閉集合であることは簡単. F ′ を Aを含む X の閉集合とすると F ′ の補
集合は Aと交わらない X の開集合だから F の補集合に含まれる. よって F ′ ⊃ F .
従って F = Ā.

(2). Ā ⊃ Aは閉包の定義よりよい. ∅ = ∅も ∅ が閉集合だからよい. Āは閉集合
だから (Ā) = Āもよい. A∪B ⊂ Ā∪ B̄ だから A ∪ B ⊂ Ā∪ B̄. 逆に A ∪ B ⊃ Ā, B̄
だから A ∪ B ⊃ Ā ∪ B̄.

3. x, y ∈ X, x �= yとすると, 講義中にやったように, それぞれの任意の開近傍U, V
に対し U ∩ V �= ∅. すなわち∆ ∩ (U × V ) �= ∅ となる. したがって, ∆と交わらない
X × X の開集合は ∅だけ. よって∆の閉包は X × X 全体.

4. λ ∈ Λ とする. 各 µ ∈ Λ に対し xµ ∈ Xµ をとる. y �→ (yµ)µ(yλ = y, yµ =
xµ(µ �= λ)) により, Xλ は積 X の部分空間と同一視される. 分離空間の部分空間は
分離だからよい.
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11XX
V を R-線型空間とし {x1, · · · , xn}をその基底とする. Lを x1, · · · , xn によって

生成される格子とし,

A = {a1x1 + · · ·+ anxn|全ての 1 ≤ i ≤ nに対し 0 ≤ ai < 1}

とおき, A上の同値関係 ∼A を x ∼A y とは x − y ∈ L として定義する. このとき包
含写像 A → V が商空間にひきおこす写像 A/ ∼A→ V/L は同相写像であることを
示せ.

(ヒント: まず V = R, x1 = 1の場合に示し, 一般の場合をそれに帰着する.)

問題 3. (1). X を集合 Y の部分集合とし, ∼Y を Y 上の同値関係とする. X 上の同
値関係 ∼X を, x, x′ ∈ X に対し, x ∼X x′ とは x ∼Y x′ のこととおいて定める. (こ
のとき∼X のことを∼Y のX への制限という.) すると, (xの∼X での同値類)�→ (x
の ∼Y での同値類) は, 単射 i : X̄ = X/ ∼X→ Ȳ = Y/ ∼Y を定めることを示せ.

(2). (1)の状況で Y に位相が与えられているとし, X にその部分空間としての位
相を考える. X̄, Ȳ にそれぞれの商空間としての位相を与えると, (1)の単射 i : X̄ =
X/ ∼X→ Ȳ = Y/ ∼Y は連続写像であることを示せ.

(3). (2)で考えた X̄ の商空間としての位相と, 単射 iによって X̄ を商空間 Ȳ の部
分空間と考えたときの位相はどちらが強いか調べよ. 一致しない例を与えよ.

合成写像 A → V → V/Lは連続だから商位相の性質より Ā = A/ ∼A→ V̄ = V/L
は連続. 全単射は∼Aの定義より従う. 同相であることを示す. 講義中と同様に積とし
て表すことにより, V = R, x1 = 1iの場合に帰着される. Uを Āの開集合としてその V̄
での像が開集合であることをいえばよい. U が開集合であるためには, そのA = [0, 1]
への逆像W が Aの開集合でかつ {0, 1} ∩ W が {0, 1}となるかまたは ∅ となること
が必要十分. U の V̄ での像が開集合となるためには, W +Z = {x+n|x ∈ W, n ∈ Z}
が Rの開集合となることが必要十分. {0, 1} ∩ W = ∅のときは, W は Rの開集合だ
からW + Z =

⋃
n∈Z(W + n)も開集合.

開区間 (0, 1)の Āへの像は開集合でそこへの制限は同相である.
3. x, x′ ∈ X に対し, (x の ∼Y での同値類) =(x′ の ∼Y での同値類) とすると,

x ∼Y x′だから x ∼X x′ なるので (xの∼X での同値類) =(x′ の ∼X での同値類) し
たがって iは単射である.

(2). 合成写像 X → Y → Ȳ は連続であり, これが商集合に引き起こす写像が
i : X̄ → Ȳ だから商位相の性質により iは連続.

(3). 商位相を持った X̄ を X̄1 部分空間としての位相を持った X̄ を X̄2 とかくこ
とにすると, 恒等写像 X1 → X2 は連続だから商位相の方が強い. 問題 2の Rを Y ,
[0, 1)をX , 同値関係もそこのものを考えると X̄ はX = [0, 1)自身であり, Ȳ は R/Z

だからこれが反例.
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1202
集合と位相 演習 問題 (1997.12.02)

問題 1. X と Y を位相空間とする.
(1) X が準コンパクトなら第 2射影 pr2 : X × Y → Y は閉集合を閉集合に写す
ことを示せ.

(2) f : X → Y を連続写像とする. Y が分離なら f のグラフ Γf = {(x, y) ∈
X × Y |y = f(x)} は X × Y の閉集合であることを示せ.

(3) (1)と (2)を使って命題「X が準コンパクトで Y が分離なら，連続写像 f :
X → Y は閉集合を閉集合に写す」を示せ. (この命題は重要なので来週違う
証明をします.)

問題 2. 先週の問題 1に出てきた位相空間X＝ {(x, y) ∈ R2|x, y ≥ 0, (x, y) �= (0, 0)}
の同値関係「(x, y) ∼ (x′, y′) とは，正の実数 t > 0で x′ = tx, y′ = t−1y を満たすも
のが存在すること」による商空間 Y = X/ ∼は分離ではないが, 局所的には分離な
ことを示せ.

問題 3. 位相空間 X に対し，次の条件を考える.
(1) X は分離.
(2) 任意の位相空間 S と，任意の連続写像 f, g : S → X に対し，{s ∈ S|f(s) =

g(s)} は S の閉集合.
講義中 (1) ⇒ (2)を示したが，逆もなりたつことを示せ.

問題 4∗. 講義中に「写像 {連続関数 R → R} → { 写像 Q → R} : f �→ f |Q は単射
である」ことを示した. このことを使って，全単射 {連続関数 R → R} → R が存在
することを示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.12.02)

1.(1) X が準コンパクトとし、閉集合 F ⊂ X × Y の像 pr2(F ) ⊂ Y は閉集合であ
ることを示す. y /∈ pr2(F )とする. X × {y} ∩ F = ∅ だから、x ∈ X にたいし, xの
開近傍 Ux とｙの開近傍 Vx で、Ux × Vx ∩ F = ∅となるものが存在する. X は準コ
ンパクトだから, 有限個の Uxi

で X をおおうことができる. このとき V =
⋂

Vxi
は

yの開近傍で, X × V ∩ F = ∅. したがって V ∩ pr2(F ) = ∅. よって F は閉集合.

(2). 連続写像 F：X × Y → Y × Y を F (x, y) = (f(x), y)により定める. Γf =
F−1(∆Y )だからこれはX × Y の閉集合.

(3). 連続写像 g：X → X × Y を g(x) = (x、f(x))により定めると, f = pr2 ◦ gだ
から, pr2 と gがどちらも閉集合を閉集合にうつすことをいえばよい. X が準コンパ
クトだから pr2 は (1)より Y が分離だから gは (2)よりわかる.

2. U1＝ {(x, y) ∈ X |x > 0}, U2＝ {(x, y) ∈ X |y > 0} の Y での像をそれぞれ
V1, V2とすると、これらは開集合でどちらも {x ∈ R|x ≥ 0}と同相. したがって局所
的には分離.

3. S = X × X, f = pr1, g = pr2 ととればよい.

4. 単射 {写像Q → R} → Rが存在することをいえばよい. 全単射Q → N, R → 2N

が存在するから, 全単射 {写像 Q → R} → {写像 N → 2N} → 2N×N → 2N → Rが存
在する.
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1209
集合と位相 演習 問題 (1997.12.09)

問題 1.

(1) X = [0, 1]2上の同値関係 ∼X を (s, t) ∼X (s′, t′)とは

s �= s′ なら s, s′ ∈ {0, 1}かつ t �= t′ なら t, t′ ∈ {0, 1}

と定義する. 連続写像

X → T 2(= S1)2 : (s, t) �→ ((cos 2πs, sin 2πs), (cos 2πt, sin 2πt))

は商空間からの同相写像 X/ ∼X→ T 2 をひきおこすことを示せ.
(2) R2 の同値関係

(s, t) ∼ (s′, t′)とは (s, t) − (s′, t′) ∈ Z2

による商空間を R2/Z2 で表す. 連続写像

R2 → T 2 : (s, t) �→ ((cos 2πs, sin 2πs), (cos 2πt, sin 2πt))

は同相写像 R2/Z2 → T 2 をひきおこすことを示せ.

問題 2.
A = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0かつ (x = 0ならば y > 0)}

は局所コンパクトであるが,

B = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0かつ (x = 0ならば y > 0)}

は局所コンパクトでないことを示せ. (ヒント:(0, 0) ⊂ U ⊂ K ⊂ B を満たす B の開
集合 U とコンパクト集合K があったとして矛盾を導く.)

問題 3. Rの部分集合 Aに対し, A◦ で Aの内部, Āで Aの閉包を表すものとする.
次の 7つの集合が全て互いに相異なるような Rの部分集合 Aの例を１つ求めよ.

A, A◦, Ā, A◦, (Ā)◦, (A◦)◦, (Ā)◦.
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.12.09)

1. 講義中にやったことを全く同様に繰り返せばよい. (1). 写像を f : X → T 2 と
し, まず f(x) = f(x′)と x ∼X x′ が同値であることを確かめる. すると f は連続全
射であるから, 連続な全単射 f̄ : X/ ∼X→ T 2がひきおこされる. X はコンパクトで,
T 2 は分離だからきょうの命題より, f̄ は同相. (2). X/ ∼X→ R2/Z2 → T 2 はそれぞ
れ連続全単射で, 合成が (1)により同相写像だからどちらも同相.

2. Aは閉集合 {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0}と開集合 {(x, y) ∈ R2|x > 0または y > 0} の
交わりだから局所コンパクト.

Bが局所コンパクトでないことを示す. (0, 0) ⊂ U ⊂ K を満たすBの開集合 U と
コンパクト集合Kがあったとして矛盾を導く. 正の実数 ε > 0で {x ∈ B||x| < ε} ⊂ U
となるものをとる. 0 < t < εを満たす正の実数 tをとるとC = {x ∈ B||x| ≤ t}はK
の閉集合となるからコンパクトのはずだが, これは R2 の閉集合ではない ((0,−t) ∈
C̄, /∈ C)からコンパクトでない.

3. 例えば
A = ((0, 1) ∩ Q) ∪ (1, 2) ∪ (2, 3) ∪ {4} ⊂ R

とすると

A◦ = (1, 2) ∪ (2, 3), Ā = [0, 3] ∪ {4}, A◦ = [1, 3],

(Ā)◦ = (0, 3), (A◦)◦ = (1, 3), (Ā)◦ = [0, 3].
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1216
集合と位相 演習 問題 (1997.12.16)

問題 1. n ≥ 2を自然数とする.

(1) Rn2
の部分集合

Y = {(yij)ij ∈ Rn2 |
n∑

i=1

yii = 1,yii ≥ 0(i = 1, · · · , n),

yijykl = yikyjl(i, j, k, l = 1, · · · , n)}

はコンパクトであることを示せ. (ヒント:Y が Rn2
の有界な閉集合であるこ

とをいえばよい.)
(2) 写像 f : X = Rn − {0} → Rn2

(xi)i �→ (
xixj∑n
k=1 x2

k

)ij

は連続であることと, f(X) = Y を示せ.
(3) 集合 X = Rn − {0}上の同値関係 ∼を x ∼ x′ とは f(x) = f(x′)と定める.
このとき x ∼ x′ であるためには x′ = txを満たす実数 t �= 0が存在すること
が必要十分であることを示せ.

(4) f の Sn−1 への制限の像も Y であることを示せ.
(5) 商空間 X/ ∼を Pn−1 と表す. 連続写像 f : Rn → Rn2

の標準分解は同相写
像 Pn−1 → Y を定めることを示せ.(ヒント:先週の問題 1と同様.)

問題 2. X, Y を位相空間とする. 写像 f : X → Y が X の点 xで連続とは, f(x)の
Y での任意の開近傍 V に対し, f−1(V )が xのX でのある開近傍を含むことをいう.
写像 f : X → Y が連続写像であることと, f が X の任意の点で連続であることは同
値であることを示せ.

問題 3. 11月 11日の問題 2(2) 「写像 Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} → Rn :

(x1, · · · , xn+1) �→ (
x1

1 − xn+1
, · · · ,

xn

1 − xn+1
)

は同相写像」を示して, Rn の一点コンパクト化は Sn と同相であることを示せ.

問題 4∗. X を距離空間とし, A ⊂ X を密な部分集合とする. RA で Aを添字集合と
し各成分が Rである集合族の積

∏
x∈A Rを表すこととし, これに積位相を与える.

(1) 写像 X �→ RA : x �→ (d(x, a))a は連続な単射であることを示せ.
(2) X の位相は上の単射により RA の位相を誘導して得られることを示せ.
(3) X が全有界なら密な可算集合 Aが存在することを示せ.
(4) Aが可算集合とする. X が完備であることとX の RAでの像が閉集合である
ことは同値なことを示せ.

(5) 上のことから全有界かつ完備な距離空間はコンパクトであることを導け. (コ
ンパクト空間の (任意個の)直積はコンパクトであることを使ってよい.)
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集合と位相 演習 問題略解 (1997.12.16)
訂正. 問題 4 (4) を以下のように訂正します.

Aが可算集合とする. X が完備ならX の RA での像は閉集合であることと, X が
全有界なら逆も成り立つことを示せ.

1.(1) Y は連続関数の等式で定義されているから閉集合. 有界なことを示す. yii ≥
0(i = 1, · · · , n),

∑n
i=1 yii = 1 だから 0 ≤ yii ≤ 1. y2

ij = yiiyjj(i, j = 1, · · · , n) だか
ら −1 ≤ yii ≤ 1.

(2). 各成分の分子分母が連続で分母は 0でないから連続. f(X) ⊂ Y は計算すれ
ばよい. f が全射を示す. y ∈ Y とすると 0 < yiiとなる 1 ≤ i ≤ nが必ず存在するか
らそれを 1つとる. 対称性より i = 1としてよい. x1 =

√
y11 とおき xi = yi1/x1 と

おけば f((xi)i) = yは計算により確かめられる.

(3). 十分であることは f(x)の分子分母がともに t2 倍されることからわかる. 必
要であることを示す. x, x′ ∈ X で f(x) = f(x′)とする. xi �= 0となる iが必ず存在
するからそれを 1つとる. 対称性から i = 1としてよい. t = x′

1/x1 とおけば x′ = tx
となることは計算して確かめられる.

(4). (2)で見つけた xは Sn−1 にはいる.

(5). X の同値関係∼の Sn−1 への制限も∼で表す. コンパクト空間 Sn−1 から分
離空間 Rn2

への連続写像の標準分解 Sn−1/ ∼→ f(Sn−1) = Y は同相写像. 連続全
単射 Sn−1/ ∼→ Pn−1, Pn−1 → X/ ∼→ Y の合成は同相写像だから, どちらも同相
写像.

2. 写像 f : X → Y が連続写像.
⇔
任意の Y の開集合 V に対し, f−1(V )が X の開集合.
⇔
任意の Y の開集合 V と任意の x ∈ X に対し, x ∈ f−1(V )なら xの X での開近

傍で f−1(V )に含まれるものが存在する.
⇔
任意の x ∈ X と任意の Y の開集合 V に対し, V が y = f(x)の Y での開近傍なら

xの f−1(V )に含まれる X での開近傍が存在する.
⇔
f が X の任意の点で連続.

3. 各成分の分子分母が連続で分母は 0 にならないから連続. 逆写像は Rn →
Sn − {(0, 0, · · · , 0, 1)} :

x = (x1, · · · , xn) �→ (
2

|x|2 + 1
x1, · · · ,

2
|x|2 + 1

xn, 1 − 2
|x|2 + 1

)

で与えられ, |x|2 + 1 �= 0だから各成分が連続. したがって逆写像も連続.
Sn はコンパクトで Sn −{(0, 0, · · · , 1)}が Rn と同相だから Sn は Rnの一点コン

パクト化と同相.
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4. (1). 各成分が連続関数だから連続. 単射を示す. x, x′ ∈ Xとし,任意の a ∈ Aに
対し d(x, a) = d(x′, a)とする. 分離空間 Rへの 2つの連続写像 y �→ d(x, y), d(x′, y)
がXの密な部分集合Aで一致するから任意の y ∈ Xに対し d(x, y) = d(x′, y). y = x′

としてみると d(x, x′) = d(x′, x′) = 0だから x = x′.

(2). (1)より,誘導して得られる位相 T ′は距離 dが定める位相 T より弱い. 逆に U
を位相 T での開集合とし, これが位相 T ′ での開集合であることを示す. x ∈ U とす
ると, 正の実数 ε > 0で Uε(x) = {y ∈ X |d(x, y) < ε} ⊂ U となるものがあり, さらに
a ∈ Uε/2(x) となる a ∈ Aもある. すると x ∈ Uε/2(a) = (y �→ d(y, a))−1((−1, ε)) ⊂
Uε(x) ⊂ U となるから U は T ′ の開集合.

(3). X が全有界だから, 任意の自然数 n > 0に対し, X =
⋃

x∈An
U1/n(x)となる

ような有限部分集合 An ⊂ X があるのでそれを１つとる. A =
⋃

An とすればよい.

(4). A が可算集合とすると, RA は第１可算公理を満たすから, X の像が閉集
合であることためには X の点列 {xn}n について, 「任意の a ∈ A に対し, 極限
limn→∞ d(xn, a) = da が存在するなら任意の a ∈ Aに対し, d(x, a) = da をみたす
x ∈ X が存在する」がなりたつこととが必要十分である.

X が上の条件を満たすなら, 完備なことを示す. X の点列 {xn}n が Cauchy列な
ら, 任意の a ∈ Aに対し, 数列 {d(xn, a)}n も Cauchy列となるから極限 da がある.
上の条件が満たされるとすると, その xが {xn}nの極限となるのでX は完備である.

X を全有界かつ完備と仮定して上の条件がなりたつことを示す. X の点列 {xn}n

が任意の a ∈ Aに対し, 極限 limn→∞ d(xn, a) = da を持つとする. X は完備かつ全
有界なので, {xn}n は収束する部分列がある. その極限を xとすると, 任意の a ∈ A
に対し, d(x, a) = da となる.

(5).
各 a ∈ Aに対し d(a, X) ⊂ [−Ma, Ma] となる実数Ma ≥ 0をとる. するとX はコ

ンパクト空間の積
∏

a∈A[−Ma, Ma] の閉部分空間と同相だからコンパクト.
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集合と位相 演習 問題 (1998.1.13)

問題 1. X = C([0, 1], R) = {連続関数 [0, 1] → R}上の距離

d∞(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|

d1(f, g) =
∫ 1

0

|f(x) − g(x)|dx

を考える. 距離空間 (X, d∞)は完備だが, 距離空間 (X, d1)は完備でないことを示せ.

問題 2. コンパクト空間は正規であることを示せ.

問題 3. 距離空間 Rnの部分距離空間 A については, 有界であることと全有界である
ことは同値であることを示せ.

問題 4. m ≥ 1を自然数とする. Rm の開集合の基本系で可算個のを 1つ求めよ.

問題 5. (Xn, dn)nを距離空間の列とする. 積X =
∏

n∈N Xnとおき関数 d : X×X →
Rを

d((xn)n, (yn)n) = max
n∈N

min(dn(xn, yn),
1
n

)

で定めると, これは X 上の距離でその定める位相はX の積位相となることを示せ.

問題 6. R上の距離で, それが定める位相はふつうの位相だが, それに関して Rが完
備とならないものを一つ与えよ.

問題 7. X が第 2可算公理を満たすならX は可分であることを示せ.
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0113
集合と位相 演習 問題略解 (1998.1.13)

1. d∞: 関数列 (fn)n が距離 d∞ で収束するとは一様収束すること. 関数列 (fn)n

が Cauchy列だったとすると, 各 fn(x)は Cauchy列でその極限を f(x)とおくと関
数 f は連続で (fn)n は f に一様収束する.

d1: 関数列 (fn)n を

fn(x) =




0 0 ≤ x ≤ 1
2

2n(x − 1
2 ) 1

2 ≤ x ≤ 1
2 + 1

2n

1 1
2 + 1

2n ≤ x ≤ 1

と定めると, これは Cauchy列だが収束列でない.

2. A, Bをコンパクト空間X の閉集合で A ∩ B = ∅とする. X が正則であること
は講義でやったので, 各 x ∈ Aにたいし開集合Ux, Vxで x ∈ Ux, B ⊂ Vx, Ux∩Vx = ∅
であるものがとれる. 有限部分集合 {x1, · · · , xn} ⊂ Aで A ⊂ U =

⋃n
i=1 Uxi

となる
ものをとり, V =

⋂n
i=1 Vxi

とおけばよい.

3. 一般に全有界なら有界だから有界集合 Aが全有界なことをいえばよい. Aの閉
包 Āは有界閉集合でコンパクト. {Uε(a)∩ Ā}a∈A は Āの開被覆だから有限部分被覆
をもつ.

4. {U 1
n
(a)}(n,a)∈N×Qn

5. dn を同値な距離 (dn) 1
n
でおきかえて, はじめから dn(x, y) ≤ 1

n (x, y ∈ Xn)と
してよい.

d が定義されること: x = y なら d(x, y) = 0. x �= y とし, xn �= yn だった
とすると dm(xm, ym) ≥ dn(xn, yn) となる m は有限個だから, d(x, y) は定義され
≥ dn(xn, yn) > 0となる.

dが距離となること: 条件 1はもうやった. 2(対称性)は各 dn の対称性から従う.
3(三角不等式) を示す. x = (xn)n, y = (yn)n, z = (zn)n,∈ X とすると,

d(x, z) =max
n∈N

dn(xn, zn) ≤ max
n∈N

(dn(xn, yn) + dn(yn, zn)

≤max
n∈N

dn(xn, yn) + max
n∈N

dn(yn, zn) = d(x, y) + d(y, z)

位相が積位相であること: 射影 prn : X → Xn は X の距離 dが定める位相に関し
て連続だからこれは積位相より強い. 逆に ε > 0, x = (xn)n ∈ X とすると,

Uε(x) =
∏
n≤ 1

ε

Uεn
(xn) ×

∏
n> 1

ε

Xn

は積位相で開集合だから両位相は一致する.

6. 同相写像
R → (−1, 1) : x �→ x√

x2 + 1
で (−1, 1)の距離を引き戻せばよい. d(x, y) = | x√

x2+1
− y√

y2+1
|.

7. {Un}n∈N を開集合の基本系とする. 各 Unは空でないとしてよいので, an ∈ Un

をとる. すると A = {an|n ∈ N}は密.
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0120
集合と位相 演習 問題 (1998.1.20)

問題

l2 = {x = (xn)n ∈ RN|
∞∑

n=0

x2
nは収束する }

とおく。x = (xn)n ∈ l2 にたいし、

|x|2 =

√√√√ ∞∑
n=0

x2
n

とおく。

1. 写像 d2 : l2 × l2 → R を d2(x, y) = |x − y|2 とさだめると、これは l2 上の距離
であることを示せ。
以下の問いでは l2 の位相は距離 d2 で定まるものとする。

2. l2 は完備距離空間であることを示せ。

3. 有界閉集合
{x ∈ l2||x| ≤ 1}

はコンパクトでないことを示せ。

4. V を l2 の部分線型空間とする。部分位相空間 V が局所コンパクトであること
と、V が線型空間として有限次元であることとは同値であることを示せ。

5. l2 の基底で可算集合であるものは存在しないことを示せ。

6.

l1 ={x = (xn)n ∈ RN|
∞∑

n=0

|xn|は収束する },

l∞ ={x = (xn)n ∈ RN||xn|は有界 }

とおく。l1 ⊂ l2 ⊂ l∞ ⊂ RN であり、どの包含関係も等号ではないことを示せ。

7. 関数

d1 : l1 × l1 → R : d1(x, y) =
∑

n

|xn − yn|,

d∞ : l∞ × l∞ → R : d∞(x, y) = sup
n

|xn − yn|

は、それぞれ距離であることを示せ。

8. l1に d1 が定める位相, l2 に d2が定める位相, l∞に d∞が定める位相, RNに積
位相を考える. 6.の包含関係で真部分空間に導入された位相はその部分空間の元の位
相より真に弱いことを示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1998.1.20 )

1. (x − y)2 ≤ x2 + y2 を使って d2(x, y)が定義できることを示せる。あとは距離
の公理を確かめればよい。三角不等式は有限次元の場合の極限をとればよい。

2. l2 の点列 (xn)n が Cauchy列と仮定して、これが収束することを示す。xn =
(xn,m)m とすると、各mにたいし (xn,m)n も Cauchy列となるから収束する。その
極限を x∞,m とおき、x = (x∞,m)mとおく。x ∈ l2, xn → x(n → ∞)を示せばよい。
Cauchy列は有界列だから、|xn| < M となるM > 0がとれる。

k∑
m=0

x2
n,m →

k∑
m=0

x2
∞,m ≤ M (n → ∞),

k∑
m=0

x2
∞,m →

∞∑
m=0

x2
∞,m ≤ M(k → ∞)

となるから x ∈ l2. 同様にして |xn − x| → 0(n → ∞)も示されるから、l2 は完備。

3. 点列コンパクトでないことをいえばよい。en ∈ l2 を第 n成分だけが 1でほか
は 0という元とすると、点列 (en)nは d2(en, em) =

√
2δn,mだから収束する部分列を

持たない。

4. 有限次元なら Schmidtの直交化により正規直交基底がとれるから Rn と同相。
無限次元なら無限正規直交列 (en)n がとれ、これは収束する部分列を持たない。し
たがって A = {x ∈ l2||x| ≤ 1} はコンパクトでない。V での 0の任意の開近傍 U は
A と同相な V の閉集合を含むから、U を含むコンパクト集合は存在しない。

5. 存在したとして矛盾を導く。Schmidtの直交化により、正規直交基底 (e′n)n が
作れる。a = (an)n ∈ l2 とすると、x =

∑
n ane′n ∈ l2 となるが、すべての nに対し

an �= 0となるようにとっておくと（たとえば an = 1
n
) xは en の線型結合としては

表わされないので矛盾。

6. x = (xn)n ∈ l1なら xn → 0(n → ∞)だから n → ∞のとき x2
n < |xn|。よって

l1 ⊂ l2. いまと同様に l2 ⊂ l∞. ( 1
n )n /∈ l1,∈ l2; (1)n /∈ l2, l∞; (n)n /∈ l∞, RN.

7. 1と同様。

8. x, y ∈ l2 なら d∞(x, y) ≤ d2(x, y), x, y ∈ l1 なら d2(x, y) ≤ d1(x, y) であり,一
様収束すれば各点収束するから “真に”除いたものはよい。

l1 の点列 (xn)n を xn = (xn,m)m, xn,m = 1(m = n), 0(m �= n) で定めると、RN

では limn xn = 0だが l∞ では収束しない。
l1 の点列 (xn)n を xn = (xn,m)m, xn,m = 1

n (0 ≤ m < n2), 0(n2 ≤ m) で定める
と、l∞ では limn xn = 0だが l2 では収束しない。

l1 の点列 (xn)n を yn = (xn,m)m, yn,m = 1
n (0 ≤ m < n), 0(n ≤ m) で定めると、

l2 では limn xn = 0だが l1 では収束しない。
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0127
集合と位相 演習 問題 (1998.1.27)

問題 1. X を距離空間とし, x ∈ X, ε > 0を正の実数とする.

(1) このとき閉包 Uε(x) は {y ∈ X |d(y, x) ≤ ε}に含まれることを示せ.
(2) (1)の 2つの集合が一致しない例を与えよ.

問題 2. X を距離空間, Aをその部分集合とすると Aの閉包 Āは Aの点列の X で
の集積点全体のなす集合と等しい. この事を命題として正確に定式化し, それを証明
せよ.

問題 3. X, Y を位相空間とし, f : X → Y を写像とする. このとき次は同値である
ことを示せ.

(1) Y の任意の開集合 V にたいし, f−1(V )はXの開集合 (講義での連続の定義).
(2) X の任意の部分集合 A にたいし A の閉包 Ā の Y での像 f(Ā) は像の閉包

f(A)に含まれる.

問題 4. X = N�{∞}に位相を次のように定める. 「X の部分集合 U が開集合であ
るとは∞ /∈ U かまたは U の補集合が有限集合である」

(1) 開集合の公理が満たされることを確かめよ.
(2) X はコンパクトであることを示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1998.1.27)

1.(1) X → R : y �→ d(x, y)は連続関数だから {y ∈ X |d(y, x) ≤ ε}は Uε(x)を含
む閉集合なので Uε(x) ⊂ {y ∈ X |d(y, x) ≤ ε}.

(2). X = {0, 1}, d(0, 1) = 1, x = 0, ε = 1とすればよい.

2. 命題:「X を距離空間, Aをその部分集合とし, Āを Aの閉包とすると

Ā = {x ∈ X |Aの点列 (xn)n とその部分列 (xkn
)n で,

(xkn
)n はX の点列として xに収束するようなものが存在する }

がなりたつ.」
証明: 講義中に

Ā = {x ∈ X |Aの点列 (xn)n で,

(xn)n はX の点列として xに収束するようなものが存在する }

ことを示したので, この右辺と上の右辺が一致することを示せばよい. 下⊂上を示す
には, 部分列としてそれ自身をとればよい. 上 ⊂下には, その部分列を Aの点列と考
えればよい.

3. (1) ⇒ (2). A ⊂ X とする. V = Y − f(A) とおくと, F = X − f−1(V ) =
f−1(f(A)) は X の閉集合で Aを含むから F ⊃ Ā したがって

f(Ā) ⊂ f(F ) ⊂ f(A).

(2) ⇒ (1). V を Y の開集合とする. A = X − f−1(V ) = f−1(Y − V )とおくと,
f(A) ⊂= Y − V だから f(Ā) ⊂ f(A) ⊂ Y − V . したがって Ā ⊂ f−1(Y − V ) = A
で Aは閉. よって f−1(V ) = X − Aは開集合.

4. この位相の定義は, 実は離散空間 Nの一点コンパクト化の定義と同じなので,
この問題は講義中にもうやっていることになる. 直接示すのもできるが, 次のように
やってもいい.

(1). 上の定義は, 単射

f : X = N � {∞} → R : n �→ 1
n

,∞ �→ 0

により, Rの位相を X に導入して得られる位相の定義と一致する.

(2). 上の単射による像 Y = { 1
n
|n = 1, 2, 3, . . .} ∪ {0} は閉区間 [0, 1]の閉集合な

のでコンパクト. f : X → Y は同相写像だから X もコンパクト.
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0203
集合と位相 演習 問題 (1998.2.3)

問題 1. n ≥ 1なら Sn が連結なことを示せ.

問題 2. Dn = {x ∈ Rn||x| ≤ 1}は [0, 1]n と同相なことを示せ.

問題 3. X を位相空間とし, A ⊂ B をその部分空間とする. B ⊂ Āかつ Aが連結な
らば, B も連結であることを示せ.

問題 4. X を位相空間とし, (Aλ)λ∈Λ をその連結な部分空間の族でX =
⋃

λ∈Λ Aλを
満たすものとする. 任意の λ, µ ∈ Λ に対し, Aλ ∩ Aµ �= ∅ がなりたつなら X は連結
なことを示せ.

問題 5. X を位相空間とし次の条件を考える.
(1). X は準コンパクト.
(2). F が条件

i F の元は X の空でない閉集合.
ii 有限個の元 A1, . . . , An ∈ F の共通部分

⋂n
i=1 Ai は F の元となる.

を満たす集合とすると, その共通部分
⋂

A∈F Aは空集合でない.
このとき (1)から (2)が導かれることは講義中に示した. 逆に (2)から (1)を導け.

問題 6∗. n ≥ 1とする. (1). SOn(R) = {A ∈ GLn(R)|AtA = 1, detA = 1} は連結
であることを示せ. (2). GLn(R)+ = {A ∈ GLn(R)| detA > 0} は連結であることを
示せ.
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集合と位相 演習 問題略解 (1998.1.27)

1. 講義中に話したのは問題 2と問題 4から導くというもの. Snが Rn の一点コン
パクト化であることを思い出せば, 問題 3からも導ける.

2. Dn = {x ∈ Rn||x| ≤ 1}は

[−1, 1]n = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn||x|∞ = max
i

|xi| ≤ 1}

と同相なことを示せばよい.

Dn → [−1,−1]n : x �→
{ |x|

|x|∞ x x �= 0

0 x = 0

[−1,−1]n → Dn → : x �→
{ |x|∞

|x| x x �= 0

0 x = 0

とおけば, これらは互いに逆写像であるような連続写像.

3. U をXの開集合とするとA∩U = ∅とB∩U = ∅とは同値. Xの開集合 U1, U2

について, B = (B ∩ U1) � (B � U2)とすると A = (A ∩ U1) � (A � U2)なので上の
ことからわかる.

4. X = U1 � U2 のように開集合で分割されたとする. 各 λ ∈ Λ に対し, Aλ =
(Aλ ∩ U1) � (Aλ ∩ U2) となるので, Aλ の連結性より, Aλ ⊂ U1 または Aλ ⊂ U2 の
どちらかがなりたつ. Λi = {λ ∈ Λ|Aλ ⊂ Ui} とおくと Λ = Λ1 ∪ Λ2 である. λi ∈ Λi

とすると ∅ �= Aλ1 ∩Aλ2 ⊂ U1 ∩U2 = ∅となって矛盾が得られるから, Λi のどちらか
一方は空集合である. Λ2 = ∅とすると U1 ⊃ ⋃

λ∈Λ1
Aλ =

⋃
λ∈Λ Aλ = X . 逆の場合

も同様だから X が連結であることが示された.

5. (Uλ)λ∈Λ をX の開被覆とする.

F = {X −
n⋃

i=1

Uλi
|{λ1, . . . , λn}は Λの有限部分集合 }

とおく. (Uλ)λ∈Λ は開被覆だから
⋂

A∈F A = ∅. したがって F は (2)の仮定 iiと結
論の否定を満たすから, 仮定の i を満たせない. 従って X − ⋃n

i=1 Uλi
= ∅ つまり

X =
⋃n

i=1 Uλi
を満たす Λの有限部分集合 {λ1, . . . , λn}が存在する.

6.(1). n に関する帰納法で示す. n = 1 なら明らか. n ≥ 2 として, n − 1 で

成り立つと仮定する. A �→
(

1 0
0 A

)
により SOn−1 ⊂ SOn と考える. 連続写像

SOn → Sn−1 : A �→ Ae1 を考える. これは連続全射で像 Sn−1 は問題 1により連結.
x ∈ Sn−1 の逆像は, Be1 = x となる B ∈ SOn をとると, SOn−1 の B による共役
{BAB−1|A ∈ SOn−1} だから, 帰納法の仮定により連結. SOn はコンパクトだから
Sn−1 の位相は, 連続全射 SOn → Sn−1 による商位相. 従って講義中の命題により,
SOn も連結.

(2). GLn(R)+ = SOn × { 対角成分が真に正であるような上三角行列 } となり,
右辺の各成分は連結.
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shu

追加問題. nを自然数とする。X = Rn+1 − {0} に同値関係を

x ∼ yとは λx = y を満たす０でない実数 λ ∈ R, �= 0 が存在すること

と定義する。この同値関係 ∼による X の商集合のことを n次元実射影空間とよび
Pn(R)で表す。

(1) 0 ≥ i ≥ n + 1に対し Ui ⊂ Pn(R)を {x = (xj)j ∈ Rn|xi �= 0} ⊂ X の像と定
義すると、Pn(R) =

⋃n+1
i=0 Ui であることを示せ。

(2) x = (x0, · · · , xn) ∈ Rn に

ji(x) = (x0, · · · , xi−1, 1, xi, · · · , xn)

の像を対応させる写像 ji : Rn → Ui は全単射であることを示せ。

. 集合 X = R × (−1, 1) に同値関係を

(a, b) ∼ (c, d) とは、
c − a

π
∈ Zd = (−1)

c−a
π b(a, b) �→ (cos 2a+b cos2 2a, sin 2a+b cos 2a sin 2a, b sin 2a)X/ ∼


