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1. 序

K1, K2 を 3次元球面内の結び目とする. Xn(K1, K2)をFigure 1.1のハンドル分解の図式
をもつ 4次元ハンドル体として, Mn(K1, K2)をXn(K1, K2)の境界の 3次元多様体とする.

Figure 1.1. Xn(K1, K2)

注意. Mn(K1, K2)はホモロジー 3球面である.

K1, K2が right handed trefoil knot (以後RHT とかく) のとき, 松本幸夫 先生が 1978
年, Kirby の問題集 [5] で M0(RHT,RHT )は, ある可縮な 4次元多様体の境界になるか?
という問題をだした. nが奇数のときは, Gordon 氏 [3] の結果より, Mn(RHT,RHT )は任
意の可縮な 4次元多様体の境界にならないことが示せる (see [8] §3.1.). 1984年に円山憲
子 氏が [7] でM6(RHT,RHT )は, ある可縮な 4次元多様体の境界になることを示した. そ
の後, 1997年に S. Akbulut 氏が [1] でM0(RHT,RHT )は, 任意の可縮な 4次元多様体の
境界にならないことを Donaldson 氏の Theorem-C を用いて示し, 2013年に丹下基生 氏が
[10] で n < 2 のときMn(RHT,RHT )は任意の可縮な 4次元多様体の境界にならないこと
を correction term の計算によって示した.
本稿ではK1を left handed trefoil knot (以後 LHT とかく) として, K2を LHT と 3次

元球面S3内の結び目Kとの連結和 LHT♯K としたときに得られた成果について紹介する.

2. 研究成果

3次元球面S3内の結び目KをFigure 2.1で表すことにする. このときXn(LHT,LHT♯K)
のハンドル分解の図式は Figure 2.2で表される. 例えばKがRHT のとき, Figure 2.1, 2.2
はそれぞれ, Figure 2.3, 2.4のようになる.
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Figure 2.1. 結び目K Figure 2.2. Xn(LHT,LHT♯K)

Figure 2.3. KがRHT のとき Figure 2.4. Xn(LHT,LHT♯RHT )

また, D−(K,n) (resp. D+(K,n))を結び目 K の negative (resp. positive) n-twisted
Whitehead doubleとし,D−(K,n)を Figure 2.5のように表すことにする. 例えば,D−(LHT,−6)
は Figure 2.7 のようになる.

Figure 2.5. D−(K,n) Figure 2.6. D−(LHT,−6) Figure 2.7. D−(LHT,−6)

Mn(K1, K2)について次の事実 2.1が成り立つことが知られている.

事実 2.1 (see [3], Corollary 3.1.1). もしK1がスライス結び目なら Mn(K1, K2) は, ある可
縮な 4次元多様体の境界になる.

事実 2.1 の可縮な 4次元多様体は, Xn(K1, K2)において, スライス結び目K1を境界と
する 0-ハンドル内の滑らかな 2次元円盤D2と 2-ハンドルの core であるD2とで得られる
0-framingの滑らかな 2次元球面 S2を手術して得られる多様体である. K1がスライス結び
目のときに, 事実 2.1で得られる可縮な 4次元多様体を Figure 2.8で表すことにする. 正確
なハンドル分解の図式の表し方は, 例えば [2]などを参照されたい.

Figure 2.8. 事実 2.1から得られる可縮な 4次元多様体

Xn(K1, K2)について次の定理 2.2が示せる.
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定理 2.2. Xm(D−(K1, n), K2)は, Xn(D−(K2,m), K1)と境界微分同相である.

Figure 2.9. Xm(D−(K1, n), K2) Figure 2.10. Xn(D−(K2,m), K1)

とくに, LHT が Figure 2.12で表されることに注意すると, 次の系 2.3が示せる.

Figure 2.11 Figure 2.12

系 2.3. Xn(LHT,LHT♯K)は Figure 2.14, 2.15 で表される 4次元ハンドル体とそれぞれ
境界微分同相である.

Figure 2.13. Xn(LHT,LHT♯K) Figure 2.14

Figure 2.15

系 2.4. n が奇数のときには, Mn(LHT,LHT♯K) は任意の可縮な 4次元多様体の境界にな
らない.

注意. 系 2.4は 系 2.3の Figure 2.15からCasson不変量の計算により示せる.
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注意. もし D−(LHT♯K, n) がスライス結び目ならば Mn(LHT,LHT♯K) は事実 2.1より,
ある可縮な 4次元多様体Wn(K)の境界になる. とくにKが unknot (以後Uとかく) のと
き, D−(LHT,−6)はスライス結び目であることが知られている (Casson 氏の結果). よっ
てM−6(LHT,LHT )は, Figure 2.16で表されるある可縮な 4次元多様体W−6(U)の境界に
なる.

Figure 2.16. W−6(U)

次に, Yn(K)を Figure 2.17のハンドル分解の図式で表される 4次元ハンドル体とする.
Yn(K)の交点形式は 2E8 ⊕ 3

(
0 1
1 0

)
⊕ 1である.

Figure 2.17. Yn(K)

ここで Figure 2.17の+1-framingの結び目はスライス結び目 (RHT♯LHT )であることに
注意すると blow downできるので,新たにYn(K)と境界微分同相で,交点形式が 2E8⊕3

(
0 1
1 0

)
である単連結な境界付き4次元多様体Zn(K)を得る. Zn(K)のハンドル分解の図式をFigure
2.18で表すことにする.
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Figure 2.18. Zn(K)

Nn(K)をZn(K)の境界の 3次元多様体とすると次の定理 2.5が示せる.

定理 2.5. Mn(LHT,LHT♯K)とNn(K)は微分同相である.

系 2.6. もしMn(LHT,LHT♯K)が, ある可縮な 4次元多様体Wn(K)の境界になれば,そ
の可縮な 4次元多様体Wn(K)とZn(K)から, K3曲面とホモトピー同値である滑らかな 4
次元閉多様体 Zn(K) ∪∂ (−Wn(K)) が得られる.

実際に得られるホモトピーK3曲面を紹介する.
1つめは, 結び目Kが U のとき M−6(LHT,LHT ) が, ある可縮な 4次元多様体W−6(U)

の境界になることから得られる Z0(RHT ) ∪∂ (−W−6(U)) である.
2つめは, LHT♯RHT はスライス結び目であるので, M0(LHT,LHT♯RHT )が, 事実 2.1

からある可縮な 4 次元多様体 W0(RHT ) の境界になることから得られる, Z0(RHT ) ∪∂

(−W0(RHT )) である.

Figure 2.19. X0(LHT,LHT♯RHT ) Figure 2.20. W0(RHT )

また, 系 2.3 を使うと X0(LHT,LHT♯RHT ) は, Figure 2.22 で表される 4次元ハンドル
体と境界微分同相であることが分かる.
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Figure 2.21. X0(LHT,LHT♯RHT )
Figure 2.22. X+1(D−(LHT♯RHT, 0),U)

D−(LHT♯RHT, 0)がスライス結び目であることと, 事実 2.1 から, Figure 2.23 で表され
る可縮な 4次元多様体W ′

0(RHT )が得られる.

Figure 2.23. W ′
0(RHT )

よって, ホモトピーK3曲面 Z0(RHT ) ∪∂ (−W ′
0(RHT )) が得られる.

さらに, Yn(K)は Figure 2.24で表される 4次元ハンドル体Y ′
n(K)と境界微分同相である

ことが示せる. Y ′
n(K) の交点形式も 2E8 ⊕ 3

(
0 1
1 0

)
⊕ 1 である. ここでも, +1-framing の結

び目はスライス結び目 (2つの figure eight knot の連結和) であることに注意すると, blow
down できて, Y ′

n(K)と境界微分同相で, Figure 2.25 で表される交点形式が 2E8 ⊕ 3
(
0 1
1 0

)
である単連結な 4次元多様体Z ′

n(K)が得られる.

Figure 2.24. Y ′
n(K)
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Figure 2.25. Z ′
n(K)

このことから,ホモトピーK3曲面 Z ′
0(RHT )∪∂(−W0(RHT )), Z ′

0(RHT )∪∂(−W ′
0(RHT ))

がそれぞれ得られる.
次に, adjunction不等式を用いて得られた結果について紹介する. K3曲面とホモトピー

同値である滑らかな 4次元閉多様体は, 以下の adjunction不等式を満たすことが知られて
いる.

事実 2.7 (see [9], Cor 1.2.). XをK3曲面とホモトピー同値な 4次元閉多様体とする. 任意
の x ∈ H2(X,Z), x ̸= 0, x · x ≥ 0, に対して, g(x) を x によって実現される滑らかに埋め込
まれたリーマン面の最小の種数とすると

2g(x)− 2 ≥ x · x

が成り立つ.

g4(K) を結び目Kの 4-ball genus とすると, 事実 2.7から次の定理が示せる.

定理 2.8. n > 2g4(K)− 2のとき, Mn(LHT,LHT♯K)は可縮な 4次元多様体の境界になら
ない.

系 2.9. D−(LHT♯K, n)は, n > 2g4(K)− 2のときスライス結び目にならない.

注意. Kを unknot としたとき定理 2.8は, 丹下基生 氏が [10]でHeegaard Floer homology
の correction termを計算することで n > −2のとき, Mn(LHT,LHT )は可縮な 4次元多様
体の境界にならないことを示したことの, adjunction不等式による別証明になっている.

注意. 系 2.9は K がスライス結び目のとき, M. Hedden 氏が [4] で示した結び目 K の
Whitehead doubleにおける τ 不変量の公式から得られる結果と一致する.
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3. 補足 (その他)

K1 が figure eight knot (以後 41とかく) や (s, s + 1)-torus knot (以後 Ts,s+1とかく) の
ときに得られる結果について紹介する.

注意. T2,3 が RHT になるようにとることにする.

次の事実がある.

事実 3.1 (see [6] Lemma4). D+(Ts,s+1, s(s+ 1))はスライス結び目である.

K1を 41として, K2を Ts,s+1とする. Figure 3.4, 3.6 で表される 4元次ハンドル体をそれ
ぞれ X, W とする. 事実 2.1, 3.1から W は可縮な 4次元多様体であることと, 41は Figure
3.2でも表されることに注意しておく. 定理 2.2と同様の操作をすることにより. Figure 3.3,
3.4, 3.5, 3.6 で表される 4次元ハンドル体はそれぞれ境界微分同相であることが示せる.

Figure 3.1 Figure 3.2

Figure 3.3. Xs(s+1)(41, Ts,s+1)
Figure 3.4. X

Figure 3.5 Figure 3.6. W

注意. X ∪∂ (−W ) はホモトピーCP2である.

注意. Figure 3.4 で表される結び目 ( D−(Ts,s+1, s(s+1)) ) は一般にはスライス結び目では
ない.
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次に, K1を Ts,s+1としたときに得られる結果を紹介する. 事実 2.1, 3.1 を使って得られ
る, Figure 3.7, 3.10 で表される可縮な 4次元多様体をそれぞれ W1, W2 とする. 定理 2.2
と 事実 3.1 より, Figure 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 で表される 4次元ハンドル体はそれぞれ境界微
分同相である.

Figure 3.7. W1 Figure 3.8. Xt(t+1)(D+(Ts,s+1, s(s+ 1)), Tt,t+1)

Figure 3.9. Xs(s+1)(D+(Tt,t+1, t(t+ 1)), Ts,s+1) Figure 3.10. W2

注意. W1 ∪∂ (−W2)は, ホモトピー S4である.

また,定理 2.2と同様の操作をすると Figure 3.8で表される4次元ハンドル体Xt(t+1)(D+(Ts,s+1, s(s+
1)), Tt,t+1)は Figure 3.11 で表される 4次元ハンドル体 V と境界微分同相であることが示
せる.

Figure 3.11. V

よって, V ∪∂ (−W1), V ∪∂ (−W2) はそれぞれホモトピーCP2であることが分かる.
同様にすると, もしD+(K1, n) がスライス結び目ならば, Figure 3.12で表される可縮な

4次元多様体W ′が得られて, W ′と Figure 3.13で表される 4次元多様体 V ′が境界微分同
相であることが示せるので, V ′ ∪∂ (−W ′) がホモトピーCP2であることが示せる.
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Figure 3.12. W ′

Figure 3.13. V ′
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[9] J. W. Morgan, Z. Szabó, Homotopy K3 surfaces and mod 2 Seiberg-Witten invariants, Math. Res.

Lett. 4 (1997), no. 1, 17―21.
[10] M. Tange, Heegaard Floer homology of Matsumoto’s manifolds, http://www.math.tsukuba.ac.jp/

∼tange/MatsumotoM.pdf

Department of mathematics, Gakushuin University, 5-1, Mejiro 1-chome, Toshima-ku,
Tokyo, 171-8588, Japan

E-mail address: tsuchiya@math.gakushuin.ac.jp


