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Dedicated to Professor Yukio Matsumoto on the occasion of his seventieth birthday

本講演の内容は, 高瀬将道氏 (成蹊大学)との共同研究であり, プレプリント [12]に基づいて
います. 高瀬氏も松本セミナーOB(筆者にとっては兄弟子)であり, 筆者が大学院生の頃, 松本
先生から紹介して頂いたのだと記憶しています. 今回, 共同研究の機会を持てたことをうれしく
思っています.

本文では文体を常体にさせて頂きます. なお, 本稿の文責は筆者 (田中)にあります.

1. 曲面結び目とローズマン変形

曲面結び目とは 4次元ユークリッド空間R4内に埋め込まれた連結な有向閉曲面*1の事であり,
図式を用いた研究手法が 90年代以降発展してきている (cf. [3]). ここで図式とは, 曲面結び目
を 3次元ユークリッド空間R3 へ射影した像（の特異点集合に交差情報を与えたもの）の事で
ある. 図式の特異点集合は二重点・三重点・ブランチ点で構成され, そのうちの三重点とブラン
チ点が孤立して現れる.

正則点 二重点 三重点 ブランチ点

Figure 1. 曲面結び目図式の局所的な絵

同じ曲面結び目を表す二つの図式は, ローズマン変形 [10]と呼ばれる図式の局所変形 (七種
類)によって互いに移りあうことが知られている. 以下の図では, 高さの情報を省略している.

Figure 2. ローズマン変形

*14次元球面内の埋め込みを考える場合もある. 向き付け不可能曲面を考えることもあるが, 本稿では扱わない.



2. 問題設定 (ローズマン変形の独立性)

近年, 筆者は「ローズマン変形の独立性*2」に興味を持っている. 知られている結果や得られ
た結果をまとめておく. まず「局所変形としての独立性」に関しては, 以下が知られている.

定理 2.1 (河村健吾 [7]). 七種類のローズマン変形に関して, 次が成り立つ.

(1) B1変形は, B2変形とD1変形の組み合わせで表せる.
(2) B2変形は, B1変形とD2変形の組み合わせで表せる.
(3) B1とB2以外の変形それぞれは, 残りの六種類の組み合わせでは表せない.

次に考えるべき問題は, 「同じ曲面結び目を表す二つの図式をつなぐローズマン変形の列に,
どの変形が現れるのか」という問題*3であろう.

問題 2.2. 例えば, 次のような問題設定が自然である.

(1) 同じ曲面結び目を表す二つの図式で
::::::::::::::::::
三重点を持たないものに対し, それらをつなぐロー

ズマン変形の列に, 三重点を含む変形 (T1, T2, BT)が現れるかどうか？
(2) 同じ曲面結び目を表す二つの図式で

:::::::::::::::::::::::
ブランチ点を持たないものに対し, それらをつなぐ

ローズマン変形の列に, ブランチ点を含む変形 (B1, B2, BT)が現れるかどうか？

2.1. 問題 2.2(1)に関して. 問題 2.2(1)は本講演のテーマではないので, 読み飛ばして頂いても
構わない. Michal Jab lonowski氏 [6]は問題 2.2(1)を考察し, 次を得ている.

定理 2.3 ([6]). 自明な (S2∪T 2)-絡み目の図式D,D′で, 以下を満たすものが存在する: (1) Dと
D′は三重点を持たない. (2) DとD′をつなぐローズマン変形の列には, 三重点を含む変形 (T1,
T2, BT)のいずれかが必ず現れる.

この定理では, 一組例が与えられているだけであり, 一般にどうなるかは分かっていなかった.
また, この定理の証明に於いて, 成分数が 2以上であることや種数が正であることは本質的で
あった. 筆者 [8]は大城佳奈子氏と河村健吾氏と共に, 問題 2.2(1)をさらに考察し, 次を得た.

定理 2.4 ([8]). 任意の曲面絡み目 F の任意の図式Dに対して, F の図式D′で以下を満たすも
のが存在する: (1) DとD′は三重点の数が同じである. (2) DとD′をつなぐローズマン変形の
列には, 三重点を含む変形のうちの二種類 (T1, T2)のいずれかが必ず現れる.

この定理に於いて, Dが三重点を持たない場合*4が, Jab lonowski氏 [6]の拡張に当たる. 三重
点を含む変形 (T1, T2, BT)に関しては, 三つを一くくりにした研究はひと段落し, 今後はそれ
ぞれに焦点を当てて研究する段階に来ている (と感じる). 実際に, T2変形に関する考察が得ら
れており, T1変形に関しても現在進行形で取り組んでいる.

2.2. 問題 2.2(2)に関して. 問題 2.2(2)が本講演のテーマである. 佐藤進氏 [11]は, 問題 2.2(2)
を考察し, 次を得ている.

定理 2.5 ([11]). 自明な T 2-結び目の図式D,D′で, 以下を満たすものが存在する: (1) DとD′

はブランチ点を持たない. (2) DとD′をつなぐローズマン変形の列には, ブランチ点を含む変
形 (B1, B2, BT)のいずれかが必ず現れる.

近年, 筆者 [9]は大城佳奈子氏と共に, ラックと呼ばれる代数系を用いて別証明を与えている.
佐藤氏の証明に於いても, 我々の証明に於いても, 種数が正であることは本質的であった. つま
り, 種数が 0 (=球面結び目)の場合が未解決な状況であった. 本講演では, 球面結び目の場合に
問題 2.2(1)を考察し, 得られた結果を紹介する.

*2古典的結び目理論 (S1 の R3 への埋め込み)に於いて, 対応する問題は「ライデマイスター変形の独立性」で
ある. これに関しては様々な研究がなされている.

*3河村氏 [7]の証明では, 各変形に対し, その変形が必ず現れる図式のペアが具体的に挙げられている. 例えば
T2変形に対しては, 四成分の曲面絡み目図式のペアが挙げられている. T2変形に対して, 曲面結び目図式のペア
があるかどうかについては, 触れられていない.

*4任意の図式が三重点を持つような曲面結び目も存在するので, 常にそのようなDが取れるわけではない.



3. 主定理

以下が本講演に於ける二つの主定理*5である.

3.1. 主定理 (その１). 対称性 (もろて性, 可逆性)を持つような球面結び目に関して, 次を得た.

定理 3.1. 球面結び目Kの図式Dはブランチ点を持たないとする. このとき, 以下が成り立つ.

(1) Kが (+)-もろて型ならば, DとD∗は同じ球面結び目を表し, それらをつなぐローズマ
ン変形の列には, ブランチ点を含む変形 (B1, B2, BT)のいずれかが必ず現れる.

(2) Kが可逆ならば, Dと−Dは同じ球面結び目を表し, それらをつなぐローズマン変形の
列には, ブランチ点を含む変形 (B1, B2, BT)のいずれかが必ず現れる.

ここで, D∗はDの鏡像であり, −DはDの向きを逆にしたものである.

系 3.2. 自明な球面結び目の自明な図式Dに対し, DとD∗は同じ球面結び目を表し, それらを
つなぐローズマン変形の列には, ブランチ点を含む変形 (B1, B2, BT)のいずれかが必ず現れる.

系 3.2は「任意の “球面の裏返し”は, R4の全同位には持ちあがらない」と言い換えることが
できる. なお, “球面の裏返し”に関しては, [1, 2, 4]などを参照せよ.

3.2. 主定理 (その２). 任意の (ブランチ点を持たない)球面結び目図式に対して, ブランチ点を
含む変形 (B1, B2, BT)のいずれかが必要な図式を構成した.

定理 3.3. 球面結び目の図式Dはブランチ点を持たないとする. このとき, 以下が成り立つ. D
とD∝は同じ球面結び目を表し, それらをつなぐローズマン変形の列には, ブランチ点を含む変
形 (B1, B2, BT)のいずれかが必ず現れる. ここで, D∝は次の図の操作によって, Dから得られ
る図式である.

Figure 3. Dの “めくれた”図式

3.3. 証明の要点. どちらの主定理も,基本的には以下のようなアイデアで証明した. もし,ブラン
チ点を含む変形が現れないとすると

::::::::::::::::::::::::::::::::::
R4の全同位に持ちあがるような,

:::::::::::::::::::::::::::
R3の正則ホモトピー {ht}

が存在する. この正則ホモトピー {ht}の軌跡を考え, 四重点の個数に着目すると, 以下の二つの
矛盾した結論が得られる.

(1) 四重点の個数は奇数個である. ← ∵ {ht}は “球面の裏返し”を含んでいるため

(2) 四重点の個数は偶数個である. ← ∵ {ht}はR4の全同位に持ちあがるため (cf. [5])

*5実際の講演では, 定理 3.1の系 (系 3.2)のみを紹介し, その証明の概略を説明する予定である.
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