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この報告集では, nefや bigなどの基本的な用語は [KoM]に従って用
いる.

定義 1. 正規複素射影多様体Xと, その上のQ係数有効Weil因子∆につ
いて, Q係数Weil因子KX + ∆がQ-Cartier因子の時, (X, ∆)を対数的
対と呼ぶ. 対数的対 (X, ∆)が弱対数的 Fano対とは, −(KX + ∆)が nef

かつ bigである時にいう. さらに∆ = 0の時, 単にXが弱Fano多様体で
あるという.

定義 2. 対数的対 (X, ∆)とその対数的特異点解消 ϕ : Y → Xをとる. 対
数的標準束公式を次のように書く.

KY = ϕ∗(KX + ∆) +
∑

aiEi,

ここでEiは Y 上の素因子である. このとき,

(1) もし, すべての iに対して ai > −1が成り立つとき, (X, ∆)は川又
対数的端末対であるといい,

(2) もし, すべての iに対して ai ≥ −1が成り立つとき, (X, ∆)は対数
的標準対であるという.

対数的標準弱対数的Fano対 (X, ∆)について次のような問題がある (cf.

[S, 2.6. Remark-Corollary], [P, 11.1]):

(i) −(KX + ∆)は semi-ampleか.
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(ii) Q-complementsは存在するか, すなわち, KX + ∆ + D ∼Q 0かつ
(X, ∆ + D)が対数的標準対となるQ係数有効因子Dは存在するか.

(iii) Kleiman-森錐NE(X)は有理多面錐か.

(i)が肯定的に解決されれば (ii)が肯定的に従う. 対数的対 (X, ∆)が川又
対数的端末対の場合, これら三つの問題は川又-Shokurov固定点自由化定
理と錐定理により肯定的に従う (cf. [KoM]). また Shokurovは曲面に対し
てこれら三つの問題を肯定的に解決した (cf. [S, 2.5. Proposition]). さら
に高次元の場合も肯定的に解決できると期待されていた.

しかし, 本研究では, 三次元以上の対数的標準弱対数的 Fano対の場合,

これら三つの問題に対して, 一般には否定的な結論を得た. 実際, plt弱対
数的 Fano対で反対数的標準因子が semi-ampleにならない例を構成した
(特に,三次元のそのような例は [Kar1]と [Kar2]の主結果が成り立たない
ことを示している). ここでその例を説明する.

例 3. 二次元以上の非特異射影多様体Sで−KSが nefかつ semi-ampleで
ない対が存在することはよく知られている. 例えば P2の非常に一般の 9

点でのブローアップなどはそうである. 射影多様体X0を射影的正規埋め
込み S ⊂ PN の錐とし, 非特異多様体XをX0の頂点でのブローアップと
する. 例外因子をEと書く. 次のような図式となっている.
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このとき (X,E)は plt弱対数的Fano対で−(KX + E)が semi-ampleで
ないものとなる. 特に Sを楕円曲線上の次数 0の分裂のしない階数 2の
ベクトル束に付随するP1-束とすると, (X, ∆)はQ-complementsを持たな
いことがわかる. また, Sを P2の非常に一般の 9点でのブローアップと
すると, XのKleiman-森錐は多面錐でなくなる.

この例たちを考察することにより, (X, ∆)が次元 1以下の lc centerを
持つ場合, (i)-(iii)の性質は肯定的に得られるのではないかと考える. 実
際, 次の定理を得た.

定理 4. 高々対数的標準特異点をもつ 3次元弱 Fano多様体X に対して,

−KX は semi-ampleであり, NE(X)は有理多面錐である.
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定理 5. 高々対数的標準特異点をもつ 4次元弱 Fano多様体X に対して,

特異点集合が高々1次元であるとする. このとき−KXは semi-ampleであ
り, NE(X)は有理多面錐である.

特に三次元の場合に注目すると, 高々対数的標準特異点をもつ弱 Fano

多様体に対しては (i)-(iii)の性質が肯定的に得られるが, 対数的標準弱対
数的 Fano対に対しては得られないことがわかる.

さらに,この定理たちを一般化するための鍵となるのが次の予想である.

予想 6 (アバンダンス予想の特別な場合). 射影的半因子対数的端末対 (射
影的 sdlt対)(S, ∆)に対して, 対数的標準因子KS + ∆が数値的に自明で
あるとする. このときKS + ∆はQ-線形的に自明である.

この予想は極小モデル理論における重要な予想の一つである. 様々な数
学者たちの貢献があり, 三次元まで証明されている (cf. [F1]). また, 川又
対数的端末特異点の時, この予想は中山, Ambroらにより証明された. こ
こで注意として, Sは一般には可約である. この sdltとは, いわば可約な
多様体に対する dlt対であり, 以下のものである:

定義 7. 純 d次元被約 S2-スキームX と, その上のQ係数有効Weil因子
∆について, Q係数Weil因子KX +∆がQ-Cartier因子であるとする. さ
らにXが余次元 1で正規交叉を仮定する. 既約分解をX =

∪
Xiとする.

正規化を ν : X ′ :=
∐

X ′
i → X =

∪
Xiとする. ここでいう正規化とは各

既約成分を正規化をして非交和をとったものをさす. スキームX上のQ-

因子 ΘをKX′ + Θ := ν∗(KX + ∆)を満たす因子として定義する, そして
Θi := Θ|X′

i
をおく. この対 (X, ∆)が半因子的対数端末対 (略して, sdlt)

とは, Xiが正規でかつ (X ′
i, Θi)は dltを満たすときをいう.

予想 6 は四次元以上についてSが既約な場合ですら未解決であったが,

著者は最近, 予想 6の一般次元の証明に成功した (cf. [G2]). しかし, この
シンポジウムの時にはまだ予想であったので, ここでは予想としておく.

この予想を用いて次の結果が得られる.

定理 8. 次元 d− 1の予想 6が正しいと仮定する. 対数的対 (X, ∆)を次元
dの対数的標準弱対数的Fano 対 (X, ∆)とする. このとき, (X, ∆)の任意
の lc centerが高々1次元ならば−(KX + ∆)は semi-ampleである.

ここで定理 8の証明の概要を説明する. ここで証明のキーポイントは
次のことである.
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(1) ”よい”dltブローアップをとる, i.e. 任意の lcセンターの和集合上で
代数的ファイバー空間となるようにとれる (これは [F2]の結果であ
る),

(2) 川又-Shokurovの固定点自由化定理のテクニックより lc centerの全
体和集合上で semi-ampleを証明すれば十分である,

(3) ここでは可約な多様体を扱わなければならない, そして

(4) 1つ次元の低い半因子的対数端末対に対するアバンダンス予想を用
いて切断たちを張り合わせる.

実際, ここでは三次元の場合を証明しよう. [F2, Theorem 10.5]より, 次
を満たす双有理写像 ϕ : Y → X をとれる (これが上でいう”よい”dltブ
ローアップである).

(i) Y は, Q-分解的な多様体である,

(ii) ΓをKY + Γ = ϕ∗KX をみたすように取ると (Y, Γ)は dlt対,

(iii) Γの係数は全て 1であり, 全ての ϕ-例外因子は Γのサポートの中に
現れる, そして

(iv) {Ci}を任意の lc centerの族とする, さらにW =
∪

Ci, ΓW を ϕ

によって像がW に含まれる Γの成分の和集合とする. このとき
(ϕ|ΓW

)∗OΓW
= OW が成り立つ.

kltでないところの全体集合 Cとおき, その既約分解を C =
∪

Ciとす
る. さらに, 便宜上次のように集合を定義しておく.

Σ := {i|(−KX)|Ci
≡ 0}, C ′ :=

∪
i∈Σ

Ci, と C ′′ :=
∪
i ̸∈Σ

Ci.

ここでわかることだが, −(KX)|C′′は ampleであることがわかる. また, S ′′

をϕによって像がC ′′に含まれるΓの成分の和集合とすると, (KY +Γ)|S′′ =

KS′′ + ΓS′′ = ϕ|∗S′′(D|C′′) ≡ 0となる.　ここで二次元の予想 6 (二次元
なので定理!)により, KS′′ + ΓS′′ ∼Q 0となる. ここで, ”よい”dltブロー
アップの最後の条件からD|C′′ ∼Q 0が従う.ここでD|C′ が ampleなので
C ′ ∩ C ′′での値を調整することによりO(mD|C′′)の消えない切断が C上
に延長することができる. それにより, D|C は semi-ampleとなる. ここ
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で, 川又-Shokurovの固定点自由化定理の証明を見ることにより, −KXは
semi-ampleとなる.

次に, Kleiman-森錐の有理多面性について説明する. (iii)の性質の証明
に鍵となるのは, 次のAmbroと藤野による任意の対数的対に対する錐定
理 ([A, Theorem 5.10], [F2, Theorem 16.5])である.

定理 9. 対数的対 (X, ∆)に対して, 次が成り立つ.

NE(X) = NE(X)KX+∆≥0 + NE(X)Nlc(X,∆) +
∑

Rj,

ここで Rjは (KX + ∆)-端末線であり, {Rj}は局所有限である.

定理 9の中に現れる Nlc(X, ∆)は対数的標準特異点でない場所にある
スキーム構造を入れたものであり, NE(X)Nlc(X,∆) はそれ上の有効的 1-サ
イクル全体の閉包の像である. 詳しい定義は [F2]を見てほしい. これを用
いて次が得られる.

定理 10. 対数的対 (X, ∆)を次元 dの対数的標準弱対数的Fano対 (X, ∆)

とする. このとき, (X, ∆)の任意の lc centerが高々1次元ならばKleiman-

森錐NE(X)は有理多面錐である.

実際, 定理 4と定理 5はこれらの系である.
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