
2018年度幾何学 III演習問題 9 v1

’18/12/26（火）

改変履歴．’18/12/26：（v1）初版作成．概ね 12/18（最終回）の講義までの内容である．

ここではこれまでの講義のすぐ延長上にある事柄や，これまで何らかの形で扱ってきた事

柄で，講義で扱う予定であったが時間的に難しいと思われることについて扱う．この演習の

みで扱われている事柄は試験範囲とはしないが，ここで扱うような事柄はさまざまな場面で

現れ，重要である．少なくとも知っておいた方が知らないよりもまちがいなく得である．

Hodge star

定義 9.1. M を向きづけられた n次元多様体とし，gを M の（TM の）計量とする．この

とき，ω ∈
∧rT ∗

pM について ∗ω ∈
∧n−rT ∗

pM を条件

∀µ ∈
∧rT ∗

pM, gp(µ, ω) dvolg,p = µ ∧ ∗ω

により定める．また，ω ∈ Ωr(U)について ∗ω ∈ Ωn−r(U)を (∗ω)p = ∗(ωp)により定める．

∗ :
∧rT ∗

pM →
∧n−rT ∗

pM あるいは ∗ : Ωr(U) → Ωn−r(U)をHodge作用素あるいはHodge

starと呼ぶ．

注 9.2. ω ∈ Ωr(U)について ∗ωは

∀µ ∈ Ωr(U), g(µ, ω) dvolg = µ ∧ ∗ω

を満たす．この条件はリーマン計量の場合には

∀µ ∈ Ωn−r(U), g(∗ω, µ) dvolg = ω ∧ µ,

としても同値である．このように Hodge starを定めている文献もあるが，これをこのまま

用いると例えばローレンツ計量の場合には一般的なものと符号が異なる．

以下では計量は原則としてリーマン計量とする．

例 9.3. U ⊂ R2を開集合とする．また，R2には標準的なリーマン計量が入っているとする．

1) ω, µ ∈ Ω0(U) = C∞(U)とする．∗ω ∈ Ω2(U)なので ∗ω = αdx1 ∧ dx2とする．

µ ∧ ∗ω = µα dx1 ∧ dx2,

⟨µ | ω⟩ = µω
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が成り立つ．従って α = ωなので ∗ω = ω dx1∧dx2が成り立つ．また，ω∧∗ω = ω2dvolg

が成り立つ．特に ω = 1の場合には ∗ω = dx1 ∧ dx2，ω ∧ ∗ω = dvolgが成り立つ．

2) ω = ω12dx
1 ∧ dx2とし，∗ω = αとする．µ = µ12dx

1 ∧ dx2 ∈ Ω2(U)について µ∧∗ω =

µ12α dx
1 ∧ dx2が成り立つ．また，⟨µ | ω⟩ = µω12が成り立つ．よって α = µ12が成り

立つので，∗ω = ω12が成り立つ．また，ω ∧ ∗ω = ω12
2dx1 ∧ dx2が成り立つ．a)と合

わせて，r = 0, 2については ∗ ∗ ω = ωが成り立つ．特に ω = dx1あるいは ω = dx2

の場合には ω ∧ ∗ω = dvolgが成り立つ．

3) ω = ω1dx
1 + ω2dx

2, ∗ω = α1dx
1 + α2dx

2 とする．µ = µ1dx
1 + µ2dx

2 とすると，

µ ∧ ∗ω = (µ1α2 − µ2α1)dx
1 ∧ dx2が成り立つ．一方，⟨µ | ω⟩ = µ1ω1 + µ2ω2が成り

立つ．従って α1 = −ω2, α2 = ω1なので ∗ω = −ω2dx
1 + ω1dx

2が成り立つ．特に

dx1 = dx2, ∗dx2 = −dx1が成り立つ．r = 1については ∗ ∗ ω = −ωが成り立つ．ま
た，ω ∧ ∗ω = (ω1

2 + ω2
2)dvolgが成り立つ．

問 9.4. R3に標準的なユークリッド計量（リーマン計量）を入れる．

1) ω = ω1dx
1 + ω2dx

2 + ω3dx
3とすると ∗ω = ω1dx

2 ∧ dx3 + ω2dx
3 ∧ dx1 + ω3dx

1 ∧ dx2

が成り立つことを示せ．

2) ω = ω23dx
2∧dx3+ω31dx

3∧dx1+ω12dx
1∧dx2とすると ∗ω = ω23dx

1+ω31dx
2+ω12dx
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が成り立つことを示せ

3) ω ∈ Ωr(R3)，r = 1, 2について ∗ ∗ ω = ωが成り立つことを示せ．

4) ω ∈ Ω0(R3)について，∗ω = ωdx1 ∧ dx2 ∧ dx3が成り立つことを示せ．また，ω =

ω123dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3について ∗ω = ω123が成り立つことを示せ．いずれの場合にも

∗ ∗ ω = ωが成り立つことを示せ．

問 9.5. U ⊂ Rnとする．ω ∈ Ωr(U), µ ∈ Ωn−r(U)について g(µ, ∗ω) = (−1)r(n−r)g(∗µ, ω)が
成り立つことを示せ．

問 9.6. e1, . . . , enを T ∗M の正規直交枠とする．

1) e1 ∧ · · · ∧ en = dvolgが成り立つことを示せ．

2) ∗(ei1 ∧ · · · ∧ eir) = sgn

(
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
eir+1 ∧ · · · ∧ einが成り立つことを示せ．ここ

で {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}とする．

これから次が従う．

補題 9.7. ω ∈ Ωr(U), µ ∈ Ωn−r(U)について ∗ω ∧ ∗µ = (−1)r(n−r)ω ∧ µが成り立つ．
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補題 9.8. ω ∈ Ωr(U)について ∗ ∗ ω = (−1)r(n−r)ωが成り立つ．

証明. µ ∈ Ωn−r(U)とすると，

µ ∧ ∗ ∗ ω = g(µ, ∗ω) dvolg

= (−1)r(n−r)g(∗µ, ω) dvolg

= ∗µ ∧ ∗ω

= (−1)r(n−r)µ ∧ ω

が成り立つ．µは任意なので ∗ ∗ ω = (−1)r(n−r)ωが成り立つ． □

補題 9.9. ω, µ ∈ Ωr(U)とすると

g(∗µ, ∗ω) = g(µ, ω)

が成り立つ．

証明. 補題 9.5と 9.8により

g(∗µ, ∗ω) = (−1)r(n−r)g(∗ ∗ µ, ω) = g(µ, ω)

が成り立つ． □

微分形式の空間に Hodge starを用いて内積を定めることができる．

Ωr
c(U) = {ω ∈ Ωr(U) | suppωはコンパクト }

と置く．もし M が閉多様体ならば Ωr
c(M) = Ωr(M)である．Ωr

c(U)に以下のように計量を

定める．

定義 9.10. ω, µ ∈ Ωr
c(U)について

(µ, ω) =

∫
U

µ ∧ ∗ω =

∫
U

g(µ, ω) dvolg

と定める．

実際には µ ∧ ∗ω ∈ Ωn
c (U)ならば (µ, ω)は定まる．

一般に，gが計量ならば ( · , · )は定まって，対称双線型形式である．特に gがリーマン計

量であれば ( · , · )はユークリッド計量である．
Hodge starを用いて以下のように定める．
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定義 9.11. δ : Ωr(U) → Ωr−1(U)を

δ =

{
(−1)r ∗−1 d ∗, r > 0,

0, r = 0

により定め，余微分と呼ぶ．

補題 9.12. r > 0とすると δ = (−1)nr+n+1+σ ∗ d ∗が成り立つ．

証明. k(k−1)は偶数であるから，(−1)k
2

= (−1)kが成り立つ．ω ∈ Ωr(U)について，d∗ω ∈
Ωn−r+1(U)であるから，補題 9.8により

δ = (−1)r(−1)(n−r+1)(n−(n−r+1))+σ ∗ d ∗

= (−1)r+(n−r+1)(r−1)+σ ∗ d∗

= (−1)r+nr−n−r+1+σ ∗ d∗

= (−1)nr+n+1+σ ∗ d ∗

が成り立つ． □

定理 9.13. (dω, µ) = (ω, δµ)が任意の ω ∈ Ωr−1
c (U), µ ∈ Ωr

c(U)について成り立つ．

証明.

(dω, µ) =

∫
U

dω ∧ ∗µ

=

∫
U

(d(ω ∧ ∗µ)− (−1)r−1ω ∧ d ∗ µ)

= 0 + (−1)r
∫
U

ω ∧ ∗ ∗−1 d ∗ µ

= (ω, (−1)r ∗−1 d ∗ µ)

= (ω, δµ)

が成り立つ． □

勾配・回転・発散

まず次に注意する．

補題 10.1. gを M の計量とする．このとき，同型 αg : TM
∼−→ T ∗M が v, w ∈ TpM につ

いて

αg(v)(w) = g(v, w)

と置くことにより定まる．αgを gに関する vの双対と呼ぶ．
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αgは一般的な記号ではないが，以下では断り無く用いる．

以下では Rnには標準的な向きと標準的なリーマン計量が入っているとする．多くの場合

には n = 2あるいは n = 3である．

定義 10.2. f ∈ C∞(Rn)について，

grad f =
n∑

k=1

∂f

∂xk

∂

∂xk

と置いて f の勾配ベクトル場と呼ぶ．

補題 10.3. grad f = α−1
g (df)が成り立つ．

定義 10.4. X ∈ X(Rn)について，X =
n∑

k=1

fk
∂

∂xk
と表して

divX =
n∑

k=1

∂fk
∂xk

と置いて Xの発散と呼ぶ．

補題 10.5. divX = ∗−1d ∗ αg(X) = ∗ d ∗ αg(X) = −δ(αg(X))が成り立つ．

注 10.6. 一般のリーマン多様体においては grad, divを補題 10.3，10.5の式により定める．

定義 10.7. 1) X ∈ X(R2)について X = f1
∂

∂x1
+ f2

∂

∂x2
と表して

r(X) =
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

と定める（特に呼称はないように思われる）．

2) X ∈ X(R3)について X = f1
∂

∂x1
+ f2

∂

∂x2
+ f3

∂

∂x3
と表して

rotX =

(
∂f3
∂x2

− ∂f2
∂x3

)
∂

∂x1
+

(
∂f1
∂x3

− ∂f3
∂x1

)
∂

∂x2
+

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
∂

∂x3

と定め，Xの回転と呼ぶ．rotXは curlXで表すこともある．

補題 10.8. 1) r(X) = ∗ dαg(X) = ∗−1dαg(X)が成り立つ．

2) rotX = α−1
g ∗ dαg(X)が成り立つ．

証明. 2)を示す．αg(X) = f1dx1 + f2fx2 + f3fx3だから

dαg(X) =

(
∂f3
∂x2

− ∂f2
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂f1
∂x3

− ∂f3
∂x1

)
dx3 ∧ dx1 +

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2
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が成り立つ．よって

∗ dαg(X) =

(
∂f3
∂x2

− ∂f2
∂x3

)
dx1 +

(
∂f1
∂x3

− ∂f3
∂x1

)
dx2 +

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx3

が成り立つ．これに α−1
g を施せば主張を得る． □

2次元あるいは 3次元多様体の場合には r, rotを補題 10.8の式により定めることができる．

形式的には次の可換図式が得られる．

0 −−−→ C∞(R2)
grad−−−→ X(R2)

r−−−→ C∞(R2) −−−→ 0∥∥∥ ∥∥∥ αg

y ∗
y ∥∥∥

0 −−−→ Ω0(R2) −−−→
d

Ω1(R2) −−−→
d

Ω2(R2) −−−→
d

0

0 −−−→ C∞(R3)
grad−−−→ X(R3)

rot−−−→ X(R3)
div−−−→ C∞(R2) −−−→ 0∥∥∥ ∥∥∥ αg

y ∗αg

y ∗
y ∥∥∥

0 −−−→ Ω0(R3) −−−→
d

Ω1(R3) −−−→
d

Ω2(R3) −−−→
d

Ω3(R3) −−−→
d

0

縦の写像は全て同型であって，また，下の列は Poincaréの補題により完全であるから，上

の列も完全である．一般のリーマン多様体の場合には下の列の完全性が必ずしも成り立たな

いので，上の列の完全性も同様に必ずしも成り立たない．

定義 10.9. ∆ = dδ+ δd : Ωr(U) → Ωn−r(U)をラプラス作用素，ラプラシアンと呼ぶ．また，

ω ∈ Ωr(U)が ∆ω = 0を満たすとき，ωを調和 r-形式と呼ぶ．調和 0-形式を特に調和函数と

呼ぶ．

補題 10.10. ωが調和形式である，即ち ∆ω = 0が成り立つことと dω = 0かつ δω = 0が成

り立つことは同値である．

証明.

(∆ω, ω) = (dδω + δdω, ω) = (dω, dω) + (δω, δω)

が成り立つ．主張はこれから従う（gが正値であることを用いていることに注意せよ）． □

補題 10.11. ∆∗ = ∗∆が成り立つ．特に，ωが調和 r-形式であれば，∗ωは調和 (n − r)-形

式である．
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証明. Ωr(U)上で

∆∗ = dδ ∗+δd∗

= d ◦ ((−1)n−r ∗−1 d∗) ∗+((−1)n−r+1 ∗−1 d∗)d∗

= (−1)n−r(−1)r(n−r)d ∗−1 d+ (−1)n−r+1 ∗−1 d ∗ d∗

= (−1)(r+1)(n−r)d ∗−1 d+ (−1)n−r+1 ∗−1 d ∗ d∗

= (−1)(r+1)(n−r)(−1)(r+1)(n−r−1)d ∗ d+ (−1)n−r+1(−1)r(n−r) ∗ d ∗ d∗

= (−1)r+1d ∗ d+ (−1)n−r+1(−1)r(n−r) ∗ d ∗ d∗,

∗∆ = ∗dδ + ∗δd

= ∗d ◦ ((−1)r ∗−1 d∗) + ∗(−1)r+1 ∗−1 d ∗ d

= (−1)r ∗ d ∗−1 d ∗+(−1)r+1d ∗ d

= (−1)r(−1)(r−1)(n−r+1) ∗ d ∗ d ∗+(−1)r+1d ∗ d

が成り立つ．一方，(−1)r(−1)(r−1)(n−r+1) = (−1)n−r+1(−1)r(n−r+1)+r = (−1)n−r+1(−1)r(n−r)

が成り立つので ∆∗ = ∗∆が成り立つ． □

例 10.12. Rnに標準的なリーマン計量（gで表す）と標準的な向きを入れる．また，U ⊂ Rn

を開集合とする．

1) f ∈ Ω0(U)とする．df =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxiが成り立つから，

δdf = (−1)n+n+1 ∗ d ∗ df

= − ∗ d

(
n∑

i=1

(−1)i+1 ∂f

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

)
,

= − ∗

(∑
i,j

(−1)i+1 ∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

)

= − ∗

(
n∑

i=1

∂2f

∂xi∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)

= −
n∑

i=1

∂2f

∂xi∂xi

が成り立つ．ただし d̂xiは dxiを取り除くことを意味する．一方，δf ∈ Ωn(U)なの

で dδf ∈ Ωn+1(U) = {0}が成り立つ．従って dδf = 0が成り立つ．よって ∆ =
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−
n∑

i=1

∂2

∂xi∂xi
が成り立つ†1．また，grad f = ∇f =

∂f

∂x1
∂

∂x1
+
∂f

∂x2
∂

∂x2
+
∂f

∂x3
∂

∂x3
であ

るから，div grad f = ∇ · (∇f) = −∆f が成り立つ（問 10.13も参照のこと）．この意

味で ∇ · ∇ = −∆が成り立つ．

2) n = 3とする．このとき rotX = α−1
g ∗ dαg(X)が成り立つのであった．従って

rot(rotX) = (α−1
g ∗ d ◦ αg) ◦ (α−1

g ∗ d ◦ αg)X = α−1
g ∗ d ∗ dαg(X)

が成り立つ．ところで，Ω1(U)上では ∗d∗d = (−1)3·2+3+1 ∗d∗d = δdが成り立つので

rot(rotX) = α−1
g δdαg(X) = α−1

g (∆αg(X)− dδαg(X))

が成り立つ．一方，X = f1
∂

∂x1
+ f2

∂

∂x2
+ f3

∂

∂x3
とすると

dδαg(X) = dδ (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)

= −d ∗ d ∗ (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)

= −d ∗ d(f1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2)

= −d ∗ ((divX)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)

= −d(divX)

が成り立つから，補題 10.3により α−1
g dδαg(X) = − grad(divX)が成り立つ．伝統的

なベクトル解析の記法では −α−1
g ∆αg(X)を ∇2Xあるいは −∆Xで表す†2（符号はこ

こでの定義に合わせている）．これは 1)を踏まえて

∇2X = −∆X = −(∆f1)
∂

∂x1
− (∆f2)

∂

∂x2
− (∆f3)

∂

∂x3

としたものである．すると，

∆ηX

= (dδ + δd)(f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)

= −d ∗ d ∗ (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3) + ∗d ∗ d(f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)

= −d ∗ d(f1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2)

+ ∗d ∗
((

∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1 +

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2

)

†1通常の（函数に関する）ラプラシアンと符号が異なるように見えるが，こちらをラプラシアンとすること
も多い．

†2古典的あるいは通用している記法に通暁することは大切なことであるが，そのような記法が理論的に簡潔
であるとは限らない．余計な混乱が無いような理解をすることが大切である．適切な方法は各々で異なる．古
典的な方法が合っている場合もあるし，そうでない場合もある．
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= −d(divX) + ∗d
((

∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3

)
dx1 +

(
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1

)
dx2 +

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
dx3
)

= −d(divX) + ∗d
((

∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3

)
dx1 +

(
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1

)
dx2 +

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
dx3
)

= −d(divX)

+
∂

∂x1
(divX)dx1 +∆f1dx1

+
∂

∂x2
(divX)dx2 +∆f2dx2

+
∂

∂x3
(divX)dx3 +∆f3dx3

= ∆f1dx1 +∆f2dx2 +∆f3dx3

= η∆X

が成り立つ．よって

rot(rotX) = grad(divX) + ∆X

が成り立つ．

微分形式との対応を踏まえると，gradの後には rotが，rotの後には divしか現れ

ないのが自然であるが，Hodge starにより Ω2(U)と Ω1(U)が同一視されるので例え

ば rotが続けて現れたり，gradの後に divが現れたりする．あるいは Ωr(U)の元につ

いての外微分を drで表すことにすると，drの後には dr+1が現れるのが自然であるが，

ω ∈ Ω1(U)について ∗d1ω ∈ Ω1(U)であるから，d1 ∗ d1ωを考えることができる，と
しても同様である．

問 10.13. div grad f = −∆f が成り立つことを直接的なテンソル計算をせずに（grad f を具

体的に書き下して計算することなしに）示せ．

ラプラシアンは次の意味でも自然である．n = 2とする．R2 の座標を (x, y)とすると

∆ = − ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
が成り立つ．ここで (x, y)と z = x+

√
−1yを同一視すると

∂

∂z̄

∂

∂z
=

∂

∂z

∂

∂z̄
= −1

4
∆

が成り立つ．

定理 10.14. U ⊂ Cを開集合とし，f : U → Cを正則とする．このとき，f = u +
√
−1vと

実函数 u, vを用いて表すと ∆u = ∆v = 0が成り立つ．即ち，u, vは調和函数である．

9



uと vは独立ではなく，しばしば共軛と呼ばれる関係にある．これに関しては（複素）函

数論の教科書にあたること．また，定理の証明は演習問題とする．

全微分方程式と微分形式

ここでは二年生向け講義「常微分方程式」の内容については既知として話を進める．それ

では困るという場合には付録などを参照のこと．

R2上の全微分方程式

(11.1) fdx+ gdy = 0

を考える．また，ここでは話を簡単にするために，f, gは同時には 0にならないとする．方

程式 (11.1)の解は，大雑把には yに関する常微分方程式
dy

dx
= −f

g
の解と一致するのであっ

た．全微分方程式 (11.1)は，φ : R2 → Rが存在して
∂φ

∂x
= f,

∂φ

∂y
= g

が成り立つ時完全形と呼ばれるのであった．ω = fdx + gdyと置けば，この条件は dφ = ω

と同値である．また，f, gが同時には 0にならないという条件は R2上至る所 ωx ̸= 0が成

り立つこと同値である．さて，(11.1)が完全形であれば，Sc = {(x, y) ∈ R2 | φ(x, y) = c}と

置くと Scは曲線である．実際，Dφ =

(
∂φ

∂x

∂φ

∂y

)
は 0にならないから，φ(R2)の任意の点

は正則値である．γ : I = (−ϵ, ϵ) → Scとすると，∀ t ∈ I, φ ◦ γ(t) = cが成り立つから，

ωγ(t)(Dγ(t)) = dφγ(t)(Dγ(t)) = d(φ ◦ γ)(t) = 0

が成り立つ．よって Scは曲線としては (11.1)の解である．

一般には (11.1)が完全形でなくとも，積分因子 µ : R2 → Rについて µω = dφが成り立て

ば類似の議論が可能であった．積分因子を具体的に求めることは一般には難しいが，次のこ

とは容易に分かる．即ち，

0 = d(dφ) = d(µω) = dµ ∧ ω + µdω

が成り立つ．以下では µは 0を取らないとする．µ = eνとすると dµ = eνdνが成り立つ．す

ると eνdν ∧ ω + eνdω = 0だから dν ∧ ω + dω = 0が成り立つ．やや乱暴であるが，雰囲気

としては dν = −dω
ω
が成り立つ．もし右辺がまともに定義できるのであれば，νは −dω

ω
を

積分して得られる．もう少し正確な話をする．

ω ∧ dω = ω ∧ 1

µ
(−dµ ∧ ω) = 0
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が成り立つ．条件 ω ∧ dω = 0は ωに関する可積分条件（の R2の場合）である．ωが 0に

ならない範囲では，可積分条件がみたされれば積分因子が見つかり，全微分方程式 ω = 0が

（必要であれば）積分因子を用いて解ける．これは，Frobeniusの定理の特別な場合である．

定義 11.2. 1) TMの部分束 F が対合的（involutive）であるとは，Uを開集合とすると，

s1, s2 ∈ ΓU(F )について [s1, s2] ∈ ΓU(F )が成り立つことを言う．

2) TM の部分束 F が（完全）可積分であるとは，p ∈ M について M の部分多様体 N

が存在して Fp = TpN が成り立つことを言う．

補題 11.3. F ⊂ TM を部分束とし，局所的に F = ker(ω1, . . . , ωq) = {v ∈ TM | ω1(v) =

· · · = ωq(v) = 0}，ただし ω1, . . . , ωq は R上線型独立，と表す．F が対合的であることと，
このような ω1, . . . , ωqについて，1形式の族 {θij}1≤i,j≤qが存在して

(11.4) dωi +

q∑
j=1

θij ∧ ωj = 0

が成り立つことは同値である．式 (11.4)を {ω1, . . . , ωq}あるいは ker(ω1, . . . , ωq)に関する完

全可積分条件と呼ぶ．単に可積分条件と呼ぶこともある．

証明. ω1, . . . , ωqを拡大して ω = (ω1, . . . , ωq, ωq+1, . . . , ωn)は T ∗Mの局所枠だとする．また，

(e1, . . . , en)を ωに双対な TMの局所枠とする．(eq+1, . . . , en)は F の局所枠である．まず F

が対合的だとする．すると，q + 1 ≤ j, k ≤ nについて

dωi(ej, ek) = ej(ωi(ek))− ek(ωi(ej))− ωi([ej, ek]) = 0

が成り立つ．一方，

dωi =
∑
j<k

fi;jkωj ∧ ωk

と表すと

dωi(ej, ek) = fi;jk

が成り立つ．従って，j, k ≥ q + 1ならば fjk = 0が成り立つ．そこで 1 ≤ i < j ≤ qである

とき

θij = −
q∑

l=1

fi;ljωl +
n∑

l=q+1

fi;jlωl

と置けば (11.4)が成り立つ．逆に (11.4)が成り立つとする．すると，1 ≤ i ≤ q, q + 1 ≤
j, k ≤ nについて

ωi([ej, ek]) = −dωi(ej, ek) + ej(ωi(ek))− ek(ωi(ej)) = 0
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が成り立つから，F は対合的である． □

定理 11.5 (Frobeinusの定理). F ⊂ M が対合的であることと可積分であることは同値で

ある．

補題 11.6. 1) ω ∈ Ω1(M)は 0を取らないとする．このとき以下は同値である．

a) ωは可積分である

b) θ ∈ Ω1(M)が存在して dω + θ ∧ ω = 0が成り立つ．

c) ω ∧ dω = 0が成り立つ．

2) (ω1, . . . , ωq)は M上で線型独立であって，可積分とする．このとき，ω = ω1∧ · · · ∧ωq

と置くと，ある θ ∈ Ω1(M)が存在して dω + θ ∧ ω = 0が成り立つ．

証明. 1)の証明．a)が成り立つ，即ち，ωは可積分とする．すると p ∈ M について pを含

む近傍 Upと θp ∈ Ω1(Up)が存在して Up上で dω + θp ∧ ω = 0が成り立つ．そこで {Ui}を
{Up}の細分であるような局所有限被覆とし，{ρi}を従属する 1の分割とする．θ =

∑
i

ρiθi

とすると

dω = d

(∑
i

ρiω

)
= d

(∑
i

−θi ∧ ω

)
= −

(∑
i

θi

)
∧ ω

= −θ ∧ ω

が成り立つ．従って b)が成り立つ．b)が成り立つならば ω ∧ dω = −ω ∧ θ ∧ ω = 0が成り

立つ．c)が成り立つとする．ω1 = ωとし，(ω1, ω2, . . . , ωn)を局所的な T ∗Mの自明化とする

と dω =
∑
i<j

fijωi ∧ ωj が成り立つ．ω ∧ dω = 0だから，1 < i < jならば fij = 0が成り立

つ．局所的に θ =
n∑

j=2

f1jωjと置けば dω + θ ∧ ω = 0が成り立つから，ωは可積分である．

2)の証明．dωi +
n∑

j=1

θij ∧ ωj = 0として θ =
∑
i

θiiとすれば良い．θが大域的に取れること

は 1)と同様に示せる． □

付録：全微分方程式とベクトル場・1-形式

内容は二年生向け講義「常微分方程式」あるいは三年生向け講義「幾何学 I」に属する内

容である．

ベクトル場と積分曲線
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正規形の常微分方程式

(12.1)
dy

dx
= f(x, y)

を形式的に

(12.2) dy − fdx = 0

と書き直す．この形の方程式は全微分方程式と呼ばれるもの（後で定義する）の例である．

ここではこれらの方程式がある意味で同一であることについて述べる．

まず，式 (12.2)の左辺はいかにも 1-形式にみえるので

ω = dy − fdx

と置く．さて，φ = φ(x)を方程式 (12.1)の解とする（定義域は取り敢えずRとしておく）．
φのグラフ Γ = {(x, φ(x)) | x ∈ R}の p = (x, φ(x))における接ベクトルの一つ

vp =
∂

∂xp
+Dφ(x)

∂

∂y p

（速度ベクトルとここでは呼ぶ）について，
dφ

dx
(x)− f(x, φ(x)) = 0が成り立つ．このとき，

ωp(vp) = (dyp − f(p)dxp)

(
∂

∂xp
+Dφ(x)

∂

∂y p

)
= Dφ(x)− f(x, φ(x))

= 0

が成り立つ．また，l : R → R2を l(x) = (x, φ(x))により定めれば，l(x) ∈ Γにおける lの接

ベクトルは

Dl(x) =
∂

∂xp
+
dφ

dx
(x)

∂

∂y p

により与えられる．ここで，Rの座標 xはR2の座標 (x, y)の第一成分と同一視している．同

一視しないのであれば，例えば Rの座標を tとして，l(t) = (t, φ(t))とすると，tあるいは

l(t)における接ベクトルは

Dl(t) =
∂

∂x l(t)
+
dφ

dt
(t)

∂

∂y l(t)

で与えられる，ということになる．一般に，l : R → R2が微分可能ならば l(t) = (l1(t), l2(t))

と置けば

Dl(t) =
dl1
dt

(t)
∂

∂x l(t)
+
dl2
dt

(t)
∂

∂y l(t)

が成り立つ．x = l1(t) = tとすれば，上の式が復元される．
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ここまでの話は次のようにまとめることができる（ここではφの定義域にも少し気を遣っ

ている）．

命題 12.3. 常微分方程式

(12.4)
dy

dx
= f

において f は (x, y)に関してC∞級であるとする．また，ω = dy− fdx ∈ Ω1(R2)とする．φ

を微分方程式 (12.4)の y0 = y(x0)を充たす解とし，φは |x− x0| < ϵにおいて定義されてい

るとする．このとき，φのグラフ{
(x, φ(x)) ∈ R2 | |x− x0| < ϵ

}
上の点 pにおける接ベクトル vp = a

∂

∂xp
+ b

∂

∂y p

を任意に取ると，ωp(vp) = 0が成り立つ．逆

に，v ∈ TpR2について ωp(v) = 0が成り立てば，vは
dy

dx
= f の pを通る解のグラフの pに

おける接ベクトルである．

証明. vpが解のグラフの接ベクトルであることは，ある λ ∈ Rについて

vp = λ

(
∂

∂xp
+
dφ

dx
(x)

∂

∂y p

)
が成り立つことと同値であることから命題が成り立つ． □

命題 12.3が示すように条件 ω = 0あるいは dy − fdx = 0から定まるのは解に対応する速

度ベクトルそのものというよりも，解のグラフの接線（接ベクトル全体）である．もし解の

グラフの接線から解が復元できれば，
dy

dx
= f を解けたことになるのでこれが可能かどうか

調べてみる．

解のグラフの接線は，接線に含まれているような 0でないベクトルを一つ定めれば定まる．

従って，解のグラフの接線が与えられるためには，R2の各点 pにおいて

a(p)
∂

∂xp
+ b(p)

∂

∂y p

であって，適当な λ(p) ̸= 0が存在して

a(p)
∂

∂xp
+ b(p)

∂

∂y p

= λ(p)

(
∂

∂xp
+ f(p)

∂

∂y p

)
が成り立つようなものが一斉に定まれば良い．これはR2上のベクトル場Xであって，

X(p) = a(p)
∂

∂xp
+ b(p)

∂

∂y p
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と表したとき，aがR2上で 0を取らない（0にならない）ものが与えられるということであ

る（ここではまだXがCr級であるかどうかは問わない）．

例 12.5. f をC∞級とすると，微分方程式
dy

dx
= f からは次のように自然にC∞級のベクト

ル場が定まる．即ち，

X(p) =
∂

∂xp
+ f(p)

∂

∂y p

と定める．f はC∞級なのでXはC∞級である．φ(x)が
dy

dx
= f の解であるならば，l(t) =

(t, φ(t))とすれば Dl(t) =
∂

∂x l(t)
+
dφ

dt
(t)

∂

∂y l(t)

=
∂

∂x l(t)
+ f(t)

∂

∂y l(t)

= X(l(t))が成り立つ．

このことを踏まえて次のように定める．

定義 12.6. l : (α, β) → R2が Cr級の曲線であるとは，lがR2-値函数としてCr級であるこ

とを言う．

定義 12.7. X を C∞級のベクトル場とする．C∞級の曲線 ℓが X の積分曲線であるとは，

l(t) = (l1(t), l2(t))と座標を用いて表すと

X(l(t)) = Dl(t) =
dl1
dt

(t)
∂

∂x l(t)
+
dl2
dt

(t)
∂

∂y l(t)

が任意の t ∈ (a, b)について成り立つことを言う．

例 12.8. φを
dy

dx
= f の解とする．

l(t) = (t, φ(t))

と定めれば lは例 12.5で考えたベクトル場X =
∂

∂x
+ f

∂

∂y
の積分曲線である．

一般に，X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
について，l = (l1, l2)が積分曲線であることは

(12.9)


dl1
dt

dl2
dt

 =

a(l1, l2)
b(l1, l2)


が成り立つことと同値である．方程式 (12.9)は（例えば「常微分方程式」で扱った）正規形

常微分方程式（但し，ベクトル値函数に関する方程式である）であって，しかも a, bは t, l1, l2

の函数としてC∞級である（実際には tには依存していない）．従って (12.9)は任意の初期

条件 l(t0) = p0 ∈ R2に対して |t− t0|が十分小さい範囲で一意的に解を持つ．従って次が成
り立つ．
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定理 12.10. Xを R2上の C∞級のベクトル場とする．任意の t0 ∈ R，p ∈ R2について，あ

る ϵ > 0が存在して |t− t0| < ϵで定義された X の積分曲線 lであって l(t0) = pを充たす

ものが存在する．lが (a, b)上定義された積分曲線であって l(t0) = pを充たし，また，l′が

(a′, b′)上定義された積分曲線であって l(t0) = pを満たすのであれば (a, b)∩ (a′, b′)上で l = l′

が成り立つ．

上の定義を用いれば，全微分方程式 ω = 0を解くために，解のグラフの接線を考える代わ

りにベクトル場

X = λ
∂

∂x
+ λf

∂

∂y

とその積分曲線を考える，ということになる．ここでは λは p = (x, y)の函数として C∞級

であるとするのが自然である．また，接線が定まる必要があるので λは 0にならないと仮定

する．定理 12.10によりXの積分曲線は存在するので，それを l = (l1, l2)とすると
dl1
dt

(t)

dl2
dt

(t)

 =

 λ(l(t))

λ(l(t))f(λ(t))


が成り立つ．λは 0にならないと仮定しているので，λ > 0とすると（λ < 0でも同様であ

る）l1は狭義単調増加函数であって，逆函数 t = ψ(x)が存在する．そこで

l̃(x) = l(ψ(x))

と定め，l̃ = (l̃1, l̃2)と成分を用いてあらわすと，

(l̃1(x), l̃2(x)) = (l1 ◦ ψ(x), l2 ◦ ψ(x)) = (x, l2 ◦ ψ(x))

であって，

dl̃1
dx

(x) = 1,

dl̃2
dx

(x) =
dl2
dt

(ψ(x))
dψ

dx
(x)

= λ(l(ψ(x)))f(l(ψ(x)))
1

dl1
dt
(ψ(x))

= f(l̃(x))

が成り立つから，l̃は
∂

∂x
+ f

∂

∂y
の積分曲線であって，l̃2(x)は

dy

dx
= f の解である．従って，

元の方程式
dy

dx
= f の解は X = λ

∂

∂x
+ λf

∂

∂y
の形をしたベクトル場から積分曲線として復
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元できる．より詳しく，積分曲線のパラメータ付けを l = (x, l2(x))となるように取り替える

ことができて，l2が解である．

1-形式と全微分方程式

前節の結果を踏まえれば ω = 0，ただし ω = dy − fdx ∈ Ω1(U)（U はR2の開集合），を

微分方程式と考えるのは不思議なことではない．少し一般化して，次のように定める．

定義 12.11. U ⊂ R2を開集合とし，ω ∈ Ω1(U)とする†3．このとき条件

ω = 0

を方程式と考えて，全微分方程式と呼ぶ．

1-形式と全微分とは次のように関係する．

話を簡単にするために R2上で考える（U = R2とする）．ω = ζdx + ηdy ∈ Ω1(R2)とす

る．ここで，任意の p ∈ R2について ωp ̸= 0が成り立つとする（この仮定は本質的である．

ωp = 0が成り立つような pは方程式の特異点となり，pの近傍での解の挙動は一般には複雑

になる）．なお，方程式
dy

dx
= f から得られる ω = dy− fdxについてはこれは成り立つ．さ

て，Xを ω(X) = 0をみたすベクトル場（ここではC∞級とする）とすれば，適当な函数 λ

が存在して

X(x, y) = λ(x, y)η(x, y)
∂

∂x (x,y)
− λ(x, y)ζ(x, y)

∂

∂y (x,y)

= λ(x, y)

(
η(x, y)

∂

∂x (x,y)
− ζ(x, y)

∂

∂y (x,y)

)
が成り立つ．さらに話を単純にするために ηは 0を取らないとする†4．すると

X(x, y) = λ(x, y)η(x, y)

(
∂

∂x (x,y)
− ζ(x, y)

η(x, y)

∂

∂y (x,y)

)
が成り立つ．前節の最後に述べたように，λ(x, y) ̸= 0が成り立つ範囲では，適当に変数変換

すると Xの積分曲線は
dy

dx
= −ζ

η

の解のグラフと一致する．

函数 f の全微分とベクトル場の関係について少し復習しておく．

†3全微分方程式を考えるだけなら例えば Lipschitz連続で十分である．
†4この仮定は話を簡単にしているだけで，本質的ではない．
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定義 12.12. f : R2 → Rを C∞級の函数とする．

1) vp = a
∂

∂xp
+ b

∂

∂y p

∈ TpR2とする．このとき，vpによる f の微分 vp(f)を

vp(f) = a
∂f

∂x
(p) + b

∂f

∂y
(p)

により定める．

2) X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
を C∞級のベクトル場とする（a, bは 1)と違って函数である）．こ

のとき，Xによる f の微分 X(f) = Xf : R2 → Rを

Xf(p) = Xp(f)

= a(p)
∂f

∂x
(p) + b(p)

∂f

∂y
(p)

により定める．

補題 12.13. f : R2 → Rを C∞級の函数，X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
を C∞級のベクトル場とする．

このとき

df(X) = X(f)

が成り立つ．

証明. p ∈ R2について

df(X)(p) = (df)p(Xp)

=

(
∂f

∂x
(p)dxp +

∂f

∂y
(p)dyp

)(
a(p)

∂

∂xp
+ b(p)

∂

∂y p

)
=
∂f

∂x
(p)a(p) +

∂f

∂y
(p)b(p)

が成り立つ．一方，定義により

X(f)(p) = a(p)
∂f

∂x
(p) + b(p)

∂f

∂y
(p)

が成り立つので，これらは等しい． □

積分曲線とベクトル場による微分は次のように関係する．

命題 12.14. p = (x0, y0) ∈ R2，vp ∈ TpR2とする．また，f : R2 → Rを C∞級の函数とする．

1) l : (−ϵ, ϵ) → R2を l(0) = pを満たす曲線とすると

vp(f) =
d(f ◦ l)
dt

(0)

が成り立つ．
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2) Xをベクトル場，lを l(0) = pを満たす Xの積分曲線とすると

X(f)(p) =
d(f ◦ l)
dt

(0)

が成り立つ．

証明. vp = a
∂

∂xp
+ b

∂

∂y p

とする．定義により

vp(f) = a
∂f

∂x
(p) + b

∂f

∂y
(p)

が成り立つ．一方，l = (l1, l2)と座標を用いて表すと

d(f ◦ l)
dt

(0) =
∂f

∂x
(l(0))

dl1
dt

(0) +
∂f

∂y
(l(0))

dl2
dt

(0)

=
∂f

∂x
(p)a+

∂f

∂y
(p)b

が成り立つ．よって 1)が示せた．2)は 1)から直ちに従う． □

さて，今は ω = ζdx+ ηdy, X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
として，さらに，ζと ηは同時には零となら

ないとしている．また，ω(X) = 0としているから

ω(X) = ζa+ ηb = 0

が成り立つ．ここで a, bも同時に零となることはないとする．例えば p ∈ R2について b(p) ̸= 0

であれば，pのある近傍 U で b ̸= 0が成り立つ．すると η = −a
b
ζが U 上で成り立つ．ζと

ηは同時には零にならないとしているから，U 上では ζは零にならない．一方，

X(f) = a
∂f

∂x
+ b

∂f

∂y

が成り立つ．ここで X(f) = 0が成り立つとすると，U上で
∂f

∂y
= −a

b

∂f

∂x
が成り立つ．ζ ̸= 0

に注意して λ =
1

ζ

∂f

∂x
とすると λは C∞級であって，

∂f

∂y
= −a

b

∂f

∂x
= −a

b
ζ
1

ζ

∂f

∂x
= ηλ

が成り立つ．従って df = λωが U 上成り立つ．U 上 a ̸= 0でも同様の議論ができて，結

局 df = λωが R2上成り立つことが分かる．逆に df = λωが成り立てば，X(f) = df(X) =

λω(X) = 0が成り立つ．よって，X(f) = 0が成り立つことと df = λωがある函数 λについ

て成り立つことは同値である．
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ここで少し条件を強めて λは零にならないとする．lを曲線とすると f ◦ lは実数値函数で
あるが，

(12.15)

d(f ◦ l)
dt

(t) =
∂f

∂x
(l(t))

dl1
dt

(t) +
∂f

∂y
(l(t))

dl2
dt

(t)

= λ(l(t))

(
ζ(l(t))

dl1
dt

(t) + η(l(t))
dl2
dt

(t)

)
= λ(l(t))ωl(t)(Dl(t)),

ただし Dl(t) =
dl1
dt

(t)
∂

∂x l(t)
+
dl2
dt

(t)
∂

∂x l(t)
，が成り立つ．従って f ◦ lが定数であることと，l

が ω(X) = 0を充たすベクトル場の積分曲線であることは同値である．よって，f(x, y) = c

（定数）を yについて解いて y = l̃(x)の形に出来れば，l̃は
dy

dx
= −p

q
の解である．最後に，

lが X の積分曲線ならば式 (12.15)の左辺は命題 12.14により X(f)に等しいことに注意し

ておく．

ベクトル場 Xに函数をかけることには，パラメータの取替えにあたることがおおよそ対

応していた．一方，ωの代わりに 0にならない函数 Φをかけて ω′ = Φωを考える．する

と，ω(X) = 0と ω′(X) = 0は同値であるから，ω′ = 0に対応する微分方程式は ω = 0に

対応する微分方程式と同値である．敢えて言えば，ω = pdx + qdyの時には必ず X として

X = −q ∂
∂x

+ p
∂

∂y
を考えるとするならば ω = 0と ω′ = 0は異なる微分方程式と考えられる

が，それでもこれらの積分曲線はパラメータ付けを無視すれば同一である．このように考え

たとしても，ω = df なる f を見つけてきて f を yについて解いても，ω′ = dF なる F を

見つけてきて F を yについて解いても得られる曲線（微分方程式の解のグラフ）は同一で

ある．ω = df なる f は存在しないが Φω = dF なる F,Φは存在するということもあるので，

少しだけ一般化して次のように定める．

定義 12.16. ω = pdx+ qdyとする．ω = df なる C∞級の函数 f が存在するとき，ω = 0は

完全形であるという．

注 12.17. 方程式 ω = 0が完全形であることは ωが完全形式であることと同値である．

定義 12.18. ω = pdx+ qdyとする．C∞級の函数 Φであって，Φω = dfなる C∞級の函数 f

が存在するようなものを ωの積分因子と呼ぶ．f は状況によって第一積分，ポテンシャルな

どと呼ばれる．

注 12.19. 積分因子や積分は一般には一意ではない．
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例 12.20.

ω = (cos x− sinx)dx+ (cosx)dy

とすると，これは閉形式でないから完全形式でもない．しかし

ex+yω = ex+y(cosx− sinx)dx+ ex+y(cosx)dy

とすると

d(ex+y(cosx)) = ex+y(cosx− sinx)dx+ ex+y(cosx)dy

が成り立つから，ex+yωは完全形式である．別の言い方をすれば ex+yは ωの積分因子であっ

て，ex+y(cosx)がポテンシャル（積分）となる．

例 12.21.

y′ = Py +Q

に対応する全微分方程式

(Py +Q)dx− dy = 0

を考える．これが積分可能であるとすれば，ある函数 F が存在して
∂F

∂x
= Py +Q,

∂F

∂y
= −1

が成り立つが，実際には少し一般化して，適当な函数 µ = µ(x)（積分因子）について
∂F

∂x
= µ(Py +Q),(12.22a)

∂F

∂y
= −µ(12.22b)

が成り立つかどうかを調べるのが良いのであった．このような µについて

µP =
∂F

∂x∂y
= −dµ

dx

が成り立つ．特に P̃ を P の原始函数の一つとすれば

µ(x) = Ce−P̃ (x), C ∈ R

が成り立つ．µは一つ見つかれば充分であるから C = 1とし，

µ(x) = e−P̃ (x)

とする．
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これを踏まえると，F は例えば次のように考えれば見つけることができる．まず，(12.22b)

から

F (x, y) = −µ(x)y + φ(x)

と書けるから，(12.22a)と併せれば
∂F

∂x
(x, y) = −dµ

dx
(x)y +

dφ

dx
(x)

= µ(x)P (x)y + µ(x)Q(x)

が成り立つ．従って
dφ

dx
= µ(Py +Q) +

dµ

dx
y

= µ(Py +Q)− Pµy

= µQ

= e−P̃Q

が成り立つ．そこで xの函数 e−P̃Qの原始函数の一つを Q̃ = Q̃(x)とすると

F (x, y) = −e−P̃ (x)y + Q̃(x)

となり，このとき確かに

dF = Pe−P̃ydx− e−P̃dy + e−P̃Qdx

= e−P̃ ((Py +Q)dx− dy)

= µ ((Py +Q)dx− dy)

が成り立つ．

F (x, y) = C （定数）

とすると，

−e−P̃ (x)y + Q̃(x) = C ⇔ y = eP̃ (Q̃(x)− C)

が成り立つ．

（以上）
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