
２０１６年度数理科学基礎 II（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）演習問題 ７ 2016/5/27（金）

問 7.1. A =

(
0 γ
0 0

)
とする．

1) A =

(
0 1
1 0

)(
γ 0
0 γ

)(
0 0
0 1

)
が成り立つことを確かめよ．また，右辺のそれぞれの行列

が定める線型変換の意味と，それらを（適切な順番に）続けて行うと，Aの定める線型

変換が得られることを確かめよ．

2) 等式 A =

(
0 1

−1 0

)(
γ 0
0 γ

)(
0 0
0 1

)
について，1)と同様のことを確かめよ．

問 7.2 (問 5.8も参照のこと). 方向ベクトルを
(
cos θ

sin θ

)
とし，原点を通る直線に関する鏡映を

rθで表す．

1) rθの表現行列を Aとすると，detA = −1が成り立つことを示せ．

2) rφ ◦ rθは原点を中心とする 2(φ− θ)回転であることを，

i) 表現行列を用いて，

ii) 幾何的に

それぞれ示せ．なお，ii)は全ての場合を尽くそうと思うと結構面倒である．

v =

(
x
y

)
∈ R2 とする．v ̸= oならば r = ∥v∥ =

√
x2 + y2 とすると θ ∈ Rが存在して

v =

(
r cos θ
r sin θ

)
が成り立つ．θの範囲を例えば [0, 2π)に限れば θは一意的である．v = oの時に

は θは定まらないが，r = ∥v∥ (= 0)とすれば v =

(
r cos θ
r sin θ

)
自体は成り立つ．R2の点のこのよ

うな表示を極座標表示などと呼ぶのであった．また，R2を複素平面（ガウス平面）Cと考えた
とき，v ∈ R2が z ∈ Cに対応するのであれば，z = re

√
−1θが成り立つのであった．このような

表示は Rn, n ≥ 3についても考えることができる．ここでは n = 3の時を扱う．

問 7.3. R3を xyz-空間と考え，R3の点を v =

x
y
z

で表す．
1) z軸を軸として，x軸を y軸方向に φだけ回転させる変換を gφとすると，

gφ(v) =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

 v

が成り立つことを示せ．
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2) y軸を軸として，z軸を x軸方向に θだけ回転させる変換を fθとすると，

fθ(v) =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 v

が成り立つことを示せ．

ヒント：まず zx-平面上の回転を考え，それを xz-座標に書き直す（座標の順番を入れ替

える）と混乱が少ないかも知れない（が，却って混乱が深まるかも知れない）．

3) θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π)について，gφ ◦ fθがどのような R3の線型変換を与えるか考えよ．

いくつかの代表的なベクトル（例えば e1, e2, e3など）の像を考えるのが良い．

問 7.4. 問 7.3の記号をそのまま用いる．

1) H = {(x, 0, z) ∈ R3 |x ≥ 0}と置く．Hは R3に含まれる zx-平面の上半分である．Hを

z軸の周りに回転させると R3全体になることを確かめよ．

2) v =

x
y
z

 ∈ R3とする．

a) s =
√

x2 + y2とすると，φ ∈ [0, 2π)が存在して
(
x
y

)
=

(
s cosφ
s sinφ

)
が成り立つことを

示せ．

※ s = 0の場合には φを自然に定めることはできない．

b) w = g−φ(v)と置く．w ∈ Hが成り立つことを示せ．

c) ∥w∥ = ∥v∥ =
√
x2 + y2 + z2が成り立つことを示せ．

d) r = ∥v∥と置く．θ ∈ [0, π]が存在して w = fθ

0
0
r

が成り立つことを示せ．
e) v = gφ ◦ fθ

0
0
r

 =

r sin θ cosφ
r sin θ sinφ

r cos θ

が成り立つことを示せ．また，vが z軸上に

なければ，θ, φは一意的に定まることを示せ．

※ 上で述べたような r, θや φの定め方を用いて示すのは難しい．というのは，ここ

で考えた方法とは全く異なる方法で r, θや φをつじつまが合うように定めることがで

きる可能性を排除しにくいからである．実際には（表向き）二通りに書けたとして，

結局同じことになる，ということを示すのが簡明である．

問 7.5 ∗. F : R3 → R3を

F (r, θ, φ) =

r sin θ cosφ
r sin θ sinφ

r cos θ


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により定める1．また，

DF (r, θ, φ) =



∂

∂r
r sin θ cosφ

∂

∂θ
r sin θ cosφ

∂

∂φ
r sin θ cosφ

∂

∂r
r sin θ sinφ

∂

∂θ
r sin θ sinφ

∂

∂φ
r sin θ sinφ

∂

∂r
r cos θ

∂

∂θ
r cos θ

∂

∂φ
r cos θ


と置く（これは DF の一般的な定義の特別な場合である）．

1) DF を具体的に求めよ．

2) A = (aij) ∈ M3(R)について

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

が成り立つ2．このことを認めて detDF (r, θ, φ)を求めよ．

注. 問 7.4のように，R3の点を（z-軸上の点に関しては今ひとつうまく行かないが，それは良

いことにして）長さと二つの角度で表す方法を（球面）極座標表示と呼ぶ．ここでは

0
0
r

を，
まず y軸の周りに回転させ，次いで z軸の周りに回転させているが，軸の選び方は目的に応じ

て変わる．問 7.3と 7.4で x軸，y軸，z軸をそれぞれ z軸，x軸，y軸に置き換えれば出発点

のベクトルは

0
r
0

であって，極座標は v =

r sin θ sinφ
r cos θ

r sin θ cosφ

で与えられる．極座標は n ≥ 4の

場合の Rnについても定まり，例えば Rn上の函数の積分を考えるときに有用である．これに

ついての詳しいことは「微分積分学」で扱う．

問 7.6 ∗∗∗. 三角函数と双曲線函数は異なるが，似た性質を持つ．このことにはいろいろな説明

を付けることができるが，ここでは図（グラフ）に着目して次のように考えてみる3．以下では

R2の点 t(x, y)を単に (x, y)で表す．

まず，(x, y) ∈ R2に R3の点 (x, y, 1)を対応させることにする．これは全単射である．(u, v) ∈
R2に R3の点 (1, u, v)を対応させることにする．これも全単射である．ここで，(x, y, 1)と (1, u, v)

について，ある λ ∈ Rが存在して (x, y, 1) = λ(1, u, v)が成り立つとき，そのときのみ (x, y)と

(u, v)は同一であると考えることにする．例えば (x, y) = (1/2, 1/2)であって，(u, v) = (1, 2)

1F の定義域として念頭にあるのは R× [0, π]× [0, 2π) ⊂ R3 であるが，実際には R3 全体である．
2これは定義では無く，n = 3の場合の計算結果である．実際には，一般にMn(K)の元 Aに対して行列式 detA

が一定の方法で定まる．なお，n ≥ 4の場合にはこのような簡単な式は無い．行列式については「線型代数学」で
比較的早い段階で扱う予定であるが，冬学期になるかも知れない．

3外には，例えば講義で扱ったようにテーラー展開に着目するなどの方法がある．
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ならば (1/2, 1/2, 1) = (1/2)(1, 1, 2)が成り立つので (x, y)と (u, v)は同じと考える（xy-平面と

uv-平面は区別して別の物と考えていることに注意）．

1) (u, v)が (x, y)と同一視されるのは，x ̸= 0であって，かつ (u, v) =

(
y

x
,
1

x

)
が成り立つ

とき，その時のみであることを示せ．

2) 円周 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}の点は x ̸= 0ならば双曲線 {(u, v) ∈ R2 | u2 − v2 = −1}
の点に対応することを示せ．

3∗∗∗∗) 2)において x = 0の場合にはどのように考えるのが自然であるか考えよ．もし位相につ

いて知っていれば，単に「図」の自然性ではなく，位相的に自然な理解について考えよ．

定義 7.7. f : Rn → Rmを n変数の Rm-値函数（ベクトル値函数）とする．x ∈ Rnとすると，

f(x) ∈ Rmであるから，f(x) =

w1
...

wm

と表すことができる．ここで，x ∈ Rnが与えられると

（f(x)の第 i成分として）wiが定まる，と考えることにすると，xに wi ∈ Rを与える対応，つ
まり実数値函数が得られる．この函数を fiで表すことにし，f の第 i成分と呼ぶことにする．

定義により

f(x) =

f1(x)
...

fm(x)


が成り立つ．

問 7.8. x ∈ Rnを x =

x1
...
xn

と成分で表す．また，f : Rn → Rを n変数の函数とし，実際に

は x1, . . . , xnの多項式であるとする．

1) ある a ∈ M1,n(R)と，対称行列 B ∈ Mn(R)，3次以上の多項式 gが存在して

f(x) = f(x1, . . . , xn) = f(o) + ax+
1

2
txBx+ g(x)

が成り立つことを示せ．

2) Df(x) =

(
∂f

∂x1

(x) · · · ∂f

∂xn

(x)

)
と定める．Df(o) = aが成り立つことを示せ．
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3) Hf(x) =



∂2f

∂x1
2
(x)

∂2f

∂x1∂x2

(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn

(x)

∂2f

∂x2∂x1

(x)
∂2f

∂x2
2
(x) · · · ∂2f

∂x2∂xn

(x)

...
...

...

∂2f

∂xn∂x1

(x)
∂2f

∂xn∂x2

(x) · · · ∂2f

∂xn
2
(x)


と定める（Hf は f のヘシアン

（ヘッセ行列）と呼ばれる）．Hf(o) = Bが成り立つことを示せ．

問 7.9. g : Rn → Rmを n変数の Rm-値函数（ベクトル値函数）とし，g =

g1
...
gm

と成分を用
いて表す．また，f : Rl → Rnを l変数の Rn-値函数とし，f =

f1
...
fn

と成分を用いて表す．こ
こで gi達は y1, . . . , ynの多項式，fj達は x1, . . . , xlの多項式とする．

1) ある v ∈ Rnと A ∈ Mn,l(R)が存在して，

f(x) = v + Ax+ (xi達の 2次以上の多項式)

が成り立つことを示せ．同様に，w ∈ Rmと B ∈ Mm,n(R)が存在して，

g(y) = w +By + (yj達の 2次以上の多項式)

が成り立つことを示せ．

2) f(ol) = on, g(on) = omとする．

g ◦ f(x) = BAx+ (xi達の 2次以上の多項式)

が成り立つことを示せ．

※ 線型写像の合成写像との類似に注意せよ．

3) 一般に

g ◦ f(x) = w +Bv +BAx+ (xi達の 2次以上の多項式)

が成り立つことを示せ．

※ アフィン写像の合成写像との類似に注意せよ．

問 7.8のように，実数値函数を考えたり，問 7.9のように一次以下の項だけを問題にするの

であれば行列やベクトルが有効であった．Rnから Rmへの写像を扱い，かつ二次以上の項も問

題にしようとするとある意味で「行列」であるが，もっと複雑なものが必要になる．
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問 7.10 ∗∗. 問 7.9の記号をそのまま用いる．また，A = (aij), B = (bij), v = (vi), w = (vi)と

する．

1) 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ r, s ≤ lについて hj;rs ∈ Rが存在して

fj(x) = vj +
l∑

k=1

ajkxk +
1

2

∑
1≤r,s≤l

hj;rsxrxs + (xi達の 3次以上の多項式)

が成り立つことを示せ．また，hj;rsは hj;sr = hj;rsが成り立つように取れることを示せ．

※ jを固定して，rが行，sが列を指定していると考えて Hj = (hj;rs)rsと置けば Hjは l

次の（実）対称行列である．

2) 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ t, u ≤ nについて hi;tu ∈ Rを

gi(y) = wi +
n∑

k=1

bikyk +
1

2

∑
1≤t,u≤n

hi;tuytyu + (yi達の 3次以上の多項式),

hi;tu = hi;ut が成り立つように定める．また，1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ α, β ≤ l について

pi, cij, h̃i;αβ ∈ Rを

gi ◦ f(x) = pi +
l∑

k=1

cikxk +
1

2

∑
1≤α,β≤l

h̃i;αβxαxβ + (xi達の 3次以上の多項式),

h̃i;αβ = h̃i;βαが成り立つように定める．

a) f(ol) = on, g(on) = omとする．この時，

h̃i;αβ =
n∑

j=1

bijhj;αβ +
∑

1≤t,u≤n

hi;tuatαauβ

が成り立つことを示せ．

b) 一般には

h̃i;αβ =
n∑

j=1

bijhj;αβ +
1

2

∑
hi;tuvthu;αβ +

∑
1≤t,u≤n

hi;tuatαauβ +
1

2

∑
1≤t,u≤n

hi;tuht;αβvu

が成り立つことを示せ．

問 7.10に現れた hj;rsなどはテンソルと呼ばれる，「行列もどき」と関係が深い（hj;rs自体は

通常の意味でのテンソルではない）．

これ以降は本格的には「線型代数学」で扱う．その意味では予習であるが，解くのに必要な

技術的ことはここまでの講義で済ませてある．一方，考え方についてはまだ余り述べていない

ので今すぐ解けなくとも慌てなくて良い（が，例えば S2ターム末が終わっても「？？？」だと

ちょっとまずい）．

問 7.11. v, w ∈ Kn, v, w ̸= oとする．
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1) n = 2とする．vと wが平行でなければ，任意の u ∈ R2について，λ, µ ∈ Kが一意的に

存在して u = λv + µwが成り立つことを示せ．

2) n ≥ 3とすると，ある u ∈ Rnについて u = λv + µwと表すことができないことを示せ．

問 7.12. V を K-線型空間とする（難しければ最初は V = Knと考えてみよ）．v1, . . . , vr ∈ V

とし，これらは条件

w ∈ V について，w = λ1v1 + · · ·+ λrvr, λ1 . . . , λr ∈ K，と表すことが
できるのであれば，λ1, . . . , λrは一意的である．

を満たすとする4．この条件は

λ1v1 + · · ·+ λrvr = o, λ1 . . . , λr ∈ K，が成り立つのであれば
λ1 = · · · = λr = 0が成り立つ．

ことと同値であることを示せ．この同値な条件が成り立つことを，v1, . . . , vrは K-上線型独立

（一次独立）であるという．v1, . . . , vrが線型独立でないことを線型従属（一次従属）であると

いう．

問 7.13. Knの基本ベクトル e1, . . . .enは線型独立であることを示せ．

問 7.14. v1, . . . , vr ∈ V とする．

1) ある iについて，vi が v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vr の線型結合として表されるのであれば，

v1, . . . , vrは線型独立ではないことを示せ．

2) v1, . . . , vrが線型従属であることと，ある λ1, . . . , λr ∈ K であって，いずれかの λiは 0

ではなく，λ1v1 + · · ·+ λrvr = oが成り立つことは同値であることを示せ．

3) 1)の逆が成り立つことを示せ．

問 7.15. 1) v1, . . . , vr ∈ Knとする．v1, . . . , vrが線型独立であることと，λ1, . . . , λrに関す

る方程式

(v1 · · · vr)

λ1
...
λr

 = o

の解が λ1 = · · · = λr = 0のみであることは同値であることを示せ．

2) A = (a1 · · · an) ∈ Mm,n(K)とし，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める．a1, . . . , an ∈
Kmが線型独立であることと，f が単射であることは同値であることを示せ．

問 7.16. v1, . . . , vr ∈ V は線型独立であるとする．これら r個のベクトルから任意の s個を（重

複の無いように）選び，w1, . . . , wsとする．このとき，w1, . . . , wsは線型独立であることを示せ．
4そもそも wは v1, . . . , vr の線型結合として表せないかも知れないが，表せるかどうかは問題にしていない．あ

くまで，「もし表せるのであれば～」という話である．
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問 7.17. A ∈ Mm,n(K)とする．

1) λ ∈ K, λ ̸= 0とし，Aの第 i行を λ倍する．

2) i ̸= jとし，Aの第 i行と第 j行を入れ替える．

3) i ̸= j，µ ∈ Kとし，Aの第 i行に第 j行の µ倍を加える．

の操作は，それぞれ Aにある正則な行列を掛けることに対応する．例えば 1)に関して言えば，

ある行列 P (λ) ∈ GLm(K)が存在して，P (λ)Aは Aの第 i行を λ倍した物となる．このような

行列を求めよ（任意の nと任意の A ∈ Mm,n(K)について成り立つようにしようとすると，そ

れぞれ一意的に定まる）．また，それぞれの操作は可逆な操作で，しかも 1)から 3)の操作を

用いて記述できる．このことを確かめよ．

これらの操作を行基本変形あるいは左基本変形と呼ぶ．

定義 7.18. C ∈ Mm,n(K)とし，C = (c1 · · · cn)と列ベクトルを用いて表す．また，e1, . . . , em

を Kmの基本ベクトルとする．C = Oであるか，あるいは C ̸= Oが以下を満たすとき，Cを

行階段行列（正確には既約行階段行列）と呼ぶ：1 ≤ j1 < · · · < jrが存在して，

1) cjk = ekが成り立つ．

2) cjk+1, . . . , cjk+1−1は e1, . . . , ekの線型結合として表すことができる．

なお，C = Oの場合には r = 0として ji達は考えない，としてもよい．また，jk +1 = jk+1の

場合には条件 2)は無視する．

問 7.19. A ∈ Mm,n(K)とする．Aに左基本変形（問 7.17の 1)から 3)の操作）を適当に（適

切に）施すと，Aは行階段行列に直せることを示せ．

実は得られる行階段行列は Aにより定まる．このことは後日示す．

問 7.20. A ∈ Mm,n(K), w ∈ Kmを用いて Av = wで与えられる v ∈ Knに関する方程式を考

える．(A w)に左基本変形を施すことは，Av = wを vの成分に関する連立一次方程式とみな

した場合どのような操作に対応するか考えよ．

（以上）
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