
２０１６年度線型代数学（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）　演習問題 １５ 2016/12/9（金）

’17/1/11：問 15.10と問 15.20を修正．

問 15.1. W,W1,W2 ⊂ V を部分線型空間とする．

1) (W⊥)⊥ = W が成り立つことを示せ1．

2) (W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 が成り立つことを示せ．

3) (W1 ∩W2)
⊥ = W⊥

1 +W⊥
2 が成り立つことを示せ．

問 15.2 ∗∗∗(今解けなくて全く構わない).

L2(N) =

{
(an)n∈N | an ∈ R,

+∞∑
n=0

|an|2 < +∞

}
と置く．L2(N)は線型空間であって，また，a =

(an), b = (bn) ∈ L2(N)について

⟨a | b⟩ =
+∞∑
n=0

anbn

と置くと ⟨ · | · ⟩は L2(N)のユークリッド計量であることを示すことができる2．

1) m ∈ Nとする．V = Vm = {(an) ∈ L2(N) | a0 = · · · = am = 0}と置く．この時
V ⊥ = {(an) ∈ L2(N) | n > mならば an = 0}が成り立つことを示せ．

2) V = {(an) ∈ L2(N) | N ∈ Nが存在して n ≥ N ならば an = 0}と置く．この時，L2(N)
の部分線型空間 U であって，V + U = L2(N)かつ V ⊥ U が成り立つものは存在しない

ことを示せ．

従って，素朴な意味では V ⊥が存在する場合と存在しない場合がある．

問 15.3. A ∈ Mn(C)が正規行列であるとは，A∗A = AA∗が成り立つことであった．

1) （実）対称行列，エルミート行列は正規行列であることを示せ．

2) tA = −Aをみたす A ∈ Mn(R)を（実）歪対称行列と呼ぶ．また，A∗ = −Aをみたす

A ∈ Mn(C)を歪エルミート行列と呼ぶ．これらは正規行列であることを示せ．
3) tA = Aをみたす A ∈ Mn(C)を複素対称行列，tA = −Aをみたす A ∈ Mn(C)を複素歪
対称行列と呼ぶ．これらは必ずしも正規ではないことを示せ．

4) On, SOn,Un, SUnの元は正規であることを示せ．

5) O1,1の元は正規であることを示せ．また，O1,n, n > 1の元は必ずしも正規でないことを

示せ．

6∗) SU1,1の元は正規であることを示せ．また，SU1,n, n > 1の元や U1,nの元は必ずしも正

規でないことを示せ．

1dimV = +∞の場合には示せない（反例がいくらでもある）．
2いずれも微分積分学の範囲で証明できることであるが，ここでは省略する．興味があれば Hölderの不等式な

どについて調べてみること．
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ヒント：SU1,1の元は具体的に形が決定できる（問 14.11も参照のこと）．U1,1の元も具

体的に形が決定できて，正規でないことが分かる．一つの方針としては，A ∈ U1,1のと

き，λ ∈ C, |λ| = 1が存在して λA ∈ SU1,1が成り立つことをまず示す．SU1,1の元の形

が分かっていれば，U1,1の元の形が分かる．n > 1の場合は 5)と SO1,n = SU1,n∩Mn(R)
が成り立つことを用いれば容易である．

問 15.4. A ∈ Mn(K)とする．

1) K = Rとする．A+ =
1

2
(A + tA), A− =

1

2
(A− tA)と置く．A+は対称行列，A−は歪対

称行列であって，また，A = A+ + A−が成り立つことを示せ．

2) K = Cとする．A+ =
1

2
(A+A∗), A− =

1

2
(A−A∗)と置く．A+はエルミート行列，A−

は歪エルミート行列であって，また，A = A+ + A−が成り立つことを示せ．

3) A ∈ Mn(R)とする．A = B +C，Bは対称行列，Cは歪対称行列，と表す方法は一意的

であることを示せ．また，A ∈ Mn(C)とすると，A = B + C，Bはエルミート行列，C

は歪エルミート行列，と表す方法は一意的であることを示せ．

問 15.5. A ∈ Mn(K)とすると以下は同値であることを示せ．

1) Aは正規行列である．

2) A = A+ +A−，A+は対称（エルミート）行列，A−は歪対称（歪エルミート）行列，と

表すと A+A− = A−A+が成り立つ．

問 15.6. Cnに標準的なエルミート計量を入れる．また，A ∈ Mn(C)とする．以下は同値であ
ることを示せ．

1) Aは正規行列である．

2) Aの固有ベクトルから成る Cnの正規直交基底が存在する．

3) λ1, . . . , λr を Aの相異なる固有値全体とし，Vi を λi に属する Aの固有空間とすると，

Cn = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr（直交直和）が成り立つ．

4) Aは対角化可能であって，Aの異なる固有値に属する固有空間は直交する．

問 15.7. 以下に挙げる V 上の二次形式（エルミート二次形式）f の標準形と符号および，f に

対応する対称双線型形式（対称半双線型形式）を求めよ．

1) V = R3とし，f(x1, x2, x3) = 4x2
1 − 8x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + x2
3とする．

2) V = R4とし，f(x1, x2, x3, x4) = 4x2
1 − 8x1x2 + x2

2 − 2x2x3 + x2
3とする．

3) V = C3とし，f(x1, x2, x3) = 4 |x1|2− 4x1x2− 4x2x1+ |x2|2−x2x3−x3x2+ |x3|2とする．

問 15.8 ∗∗. f を Rn上の非退化交代双線型形式とする．即ち，

i) f は非退化な双線型形式であって，
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ii) f は交代的である，即ち v ∈ Rnについて f(v, v) = 0が成り立つ（従って対称双線型形

式の場合とは異なり，対応する二次形式は常に 0になってしまって意味が付かない）

とする．また，Aを標準的な順序付き基底に関する f の表現行列とする．

1) n = 2とする．f(v, w) = det(v w)とすると f は R2上の非退化交代双線型形式であるこ

とを示せ．

2) Aは（実）歪対称行列である，即ち A+ tA = 0が成り立つことを示せ．

3) 一般に（fの表現行列であるかどうかには関係なく），実歪対称行列の固有値は純虚数で

あることを示せ．また，λを固有値とすると，λも固有値であって，重複度は等しいこと

を示せ．

4) P ∈ SUnが存在して P−1AP は対角行列であることを示せ．

5) nは偶数であることを示せ．また，n = 2mとし，J =

(
0 −1
1 0

)
とすると，Q ∈ SOn

と λ1, . . . , λm ̸= 0が存在して Q−1AQ = λ1J ⊕ · · · ⊕ λmJ が成り立つことを示せ．但し，

λ1, . . . , λmには重複を許す．

定義 15.9.

gln(K) = Mn(K),

sln(K) = {A ∈ Mn(K) | trA = 0},

on = {A ∈ Mn(R) | tA = −A},

son = {A ∈ Mn(R) | tA = −A, trA = 0},

un = {A ∈ Mn(C) | A∗ = −A},

sun = {A ∈ Mn(C) | A∗ = −A, trA = 0}

と置く．

問 15.10. 1) gln(R), sln(R), on, sonのそれぞれについて，R-線型空間であることを示し，次
元を求めよ．

2) gln(C), sln(C)はC-線型空間であることを示し，次元を求めよ．
3) un, sunはいずれも R-線型空間であるが C-線型空間でないことを示せ．また，R上の次
元を求めよ．

問 15.11. son = onが成り立つことを示せ．

※ 次元を比較しても示せるが，直接示す方が簡潔である．

※ この事実を踏まえて，son = {A ∈ Mn(R) | tA = −A}と最初から定めることもある．

定義 15.12. A,B ∈ Mn(K)について [A,B] = AB −BAと定め，A,BのLie bracketあるい

は Lie括弧積と呼ぶ．
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問 15.13. Lie bracketについて以下が成り立つことを示せ．

1) Lie bracketは双線型である．

2) Lie bracketは交代的である（即ち，[A,A] = Onが成り立つ）．

3) [A, [B,C]]+ [B, [C,A]]+ [C, [A,B]] = Onが成り立つ（Jacobi indentity，Jacobi恒等式）．

問 15.14. g を gln(K), sln(K), on(= son), un, sun, {A ∈ Mn(K) | Aは上三角行列 }，
{A ∈ Mn(K) | Aは上三角行列であって，対角成分は全て 0に等しい }のいずれかとすると，
∀X,Y ∈ g, [X, Y ] ∈ gが成り立つことを示せ．

※ このこと（＋形式的ないくつかの性質）が成り立つことを指して gはLie環であると言う．

定義 15.15 (再掲). A ∈ Mn(K)について expAを

expA =
+∞∑
k=0

1

k!
Ak

により定める．但し，任意の A ∈ Mn(K)について A0 = Enと定める．

問 15.16 (問 11.16も参照のこと). A,B ∈ Mn(K)について ⟨A | B⟩ = trA∗Bと置く．

1) A = (aij)とすると，|aij| ≤ ∥A∥が成り立つことを示せ．
2) ∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥が成り立つことを示せ．
※ Schwarzの不等式を用いることを考えてみよ．1)はあまり関係ない．

問 15.17. 以下が成り立つことを示せ．

※ 形式的な計算による「証明」は数理科学基礎で問うた．ここでは厳密な証明を考えよ．微分

積分学の進度によっては年度末近くまで解けないかも知れない．

1) A ∈ Mn(K)について，expAは定まることを示せ．つまり，
l∑

k=0

1

k!
Akの各成分は l → +∞

とすると収束することを示せ．

2) A,B ∈ Mn(K)とする．AB = BAならば exp(A+B) = (expA)(expB) = (expB)(expA)

が成り立つ．

3) A ∈ Mn(K)とすると expA ∈ GLn(K)であって，(expA)−1 = exp(−A)が成り立つ．

4) A ∈ Mn(K)とすると exp tA = t(expA)が成り立つ．

5) A ∈ Mn(C)とすると expA∗ = (expA)∗が成り立つ．

問 15.18. A ∈ Mn(K)とする．

1) Aの相異なる固有値を λ1, . . . , λr，λkの重複度を αk（1 ≤ k ≤ r）とすると，expAの相

異なる固有値は expλ1, . . . , expλrであって，expλkの重複度は αk（1 ≤ k ≤ r）である

ことを示せ．但し，expλi = expλjが成り立つ時にはこれらはまとめて考えて，重複度

も合算することにする．
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2) A ∈ Mn(K)について，det expA = etrA(= exp trA)が成り立つことを示せ．

3) Aが K上対角化可能ならば expAも K上対角化可能であることを示せ．

※ 逆も成り立つが，現時点で証明するのはやや難しい．

問 15.19. g, G ⊂ Mn(K)を以下のように定めると X ∈ gについて expX ∈ Gが成り立つこと

を示せ．

1) g = gln(K), G = GLn(K)．

2) g = sln(K), G = SLn(K)．

3) g = on, G = On．

4) g = son, G = SOn．

※ 3), 4)に関しては on = sonであることに注意せよ．

5) g = un, G = Un．

6) g = sun, G = SUn．

7) g = {A ∈ Mn(K) | Aは上三角行列 }, G = {A ∈ Mn(K) | Aは正則な上三角行列 }．
8) g = {A ∈ Mn(K) | Aは上三角行列であって，対角成分は全て 0に等しい }，

G = {A ∈ Mn(K) | Aは上三角行列であって，対角成分は全て 1に等しい }．
9) g = {A ∈ Mn(K) | Aは対称行列 }, G = {A ∈ Mn(K) | Aは正則な対称行列 }．
10) g = {A ∈ Mn(C) | Aはエルミート行列 }，

G = {A ∈ Mn(C) | Aは正則なエルミート行列 }

※ 9),10)以外は gはLie環，GはLie群と呼ばれるものの例で，更に，これらは gは Gの Lie

環，と呼ばれる関係にある．9), 10)については expで対応するという意味では関係は同様であ

るが，gは Lie環ではなく，また，Gも Lie群ではない．

問 15.20 ∗∗. n > 1とする．λ ∈ C, λ ̸= 0について，Nn(λ) =



λ 1 0
λ 1 0

. . . . . . . . .
λ 1 0

λ 1
λ

と
置く．

1) expX = Nn(λ)が成り立つような X ∈ Mn(C)を一つ求めよ．
2) λ ∈ R, λ > 0とする．expX = Nn(λ)が成り立つような X ∈ Mn(R)を一つ求めよ．

3) X = (xij) ∈ M2(R)について expX = N2(−1) =

(
−1 1
0 −1

)
が成り立つとする．

a) trX = x11 + x22 = 0が成り立つこと及び，Xの固有値は実数ではあり得ないことを

示せ．

b) Xが a)に挙げた二条件をみたすならば Xは C上対角化可能であることを示せ．
c) expX = N2(−1)をみたす X ∈ M2(R)は存在しないことを示せ．
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※ 1)とは異なることが起きている．n > 2の場合は（ものすごく）難しくなるので

ここでは触れない．

問 15.21 ∗∗. 1) exp: gln(C) → GLn(C)は単射ではないが全射であることを示せ．
ヒント：Jordan標準形を用いるのが簡単である．

2) a) exp: gl1(R) → GL1(R)は単射であるが全射でないことを示せ．
b) exp: gl2(R) → GL2(R)は単射でも全射でもないことを示せ．
ヒント：単射性については回転を表す行列の場合を考えてみよ．また，全射性について

は det expAを考えてみよ．

このように，行列の指数函数の全射性については，実数の範囲で話を済ませようとすると一

般にはややこしくなる．一方で，いくつかの場合には全射であることが比較的容易に示せる．

問 15.22 ∗∗. 1) 問 15.19の 3), 4), 5), 6)の場合について，exp: g → Gが全射であることを

示せ．

ヒント：5), 6)の場合には対角化を考えればよい．3), 4)の場合には単なる対角化ではな

く，問 10.5で調べたような，実数の範囲での扱いを考える必要がある．

2) 問 15.19の 7)の場合について，exp: g → Gが全射であることを示せ．

ヒント：これは地道に考えるのが多分一番簡単である．

注 15.23. 正則行列の対数函数 logも考えることができるが，指数函数 expと比べて気をつけ

ないといけない点が多いのでここでは省略する．

（以上）
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