
２０１６年度線型代数学（理 I 6,7,9,10組向け，足助担当）　演習問題 ５ 2016/7/8（金）

’16/7/8：日付の訂正．問 5.21を追加．

本来は講義で解説したいところであるが，時間の制約により演習に回したものが幾つかある．

それらには ⊚を付した（多少複雑な物もあるが，難易度としては ∗は付かない程度である．単
に易しいので演習に回した物には印は付けていない）．これらについて，なぜそれが成り立つ

かといった原理的なことを理解するのには慣れ（≒時間）が必要なので焦る必要はないが，事

実自体は頻繁に用いるので，例を通じて状況を把握しておかれたい（これは講義のほぼ全般に

ついて言えることである）．

問 5.1. 線型空間 V,W と，V の基底 V = {v1, . . . , vn}，W の元の族（W の元の集まり）W を

以下のように定めるとき，φ(vi) = wi, 1 ≤ i ≤ nを満たす線型写像 φ : V → W を全て求めよ

（nは問ごとに多少変わる）．V が V の基底であることも確かめること．◦が付いている物につ

いては表現行列を用いない φのなるべく単純な与え方も考えよ（必ずしも一通りではない）．

1) V = Kn, W = Km, V = {e1, . . . , en}, W = {a1, . . . , an}．
2◦) V = Kn[x] = {f ∈ K[x] | f = 0 または deg f ≤ n}, W = Rとする．V = {f0, f1, . . . , fn}，
ただし，f0(x) = 1, fi(x) = xi, i ≥ 1と置く．また，w0 = · · · = wn = 1 ∈ R = W とし，

W = {w0, . . . , wn}とする．
3◦) V =W =Mm,n(K)とする．また，V = {Eij}，ただし Eijは (i, j)-成分のみが 1で他の

成分が 0に等しい Mm,n(K)の元とする．wij ∈= Kを wij = Ejiとし，W = {wij}と置
く．本問に関しては φ(Eij) = wijを満たす φを求めよ．

4◦) V =Mm,n(K), W = Kとする．また，V = {Eij}，ただし Eijは (i, j)-成分のみが 1で

他の成分が 0に等しい Mm,n(K)の元とする．wij ∈ W = Kを wij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j
により

定め，W = {wij}と置く．本問に関しては φ(Eij) = wijを満たす φを求めよ．

ヒント：行列を一つ指定する（確定させる）のに，いろいろな方法があったのと同様に，線型

代数を一つ指定するのにもいろいろな方法がある．例えば V,W の順序付き基底を一つずつ固

定し，表現行列を指定すれば線型写像は定まる．これは一つの方法であるが，これがいつも得

策とは必ずしも言えない．また，（この問では V は有限次元としているが，）V が無限次元の場

合には基底の写され方を指定することにより線型写像を指定することはできるが，一般にはこ

れを行列を用いて表すことはできない（サイズが無限大になってしまう）．

問 5.2. 1) A ∈Mm(K)とし，f : Mm,n(K) →Mm,n(K)を X ∈Mm,n(K)について f(X) =

AXと置くことにより定める．Eijを (i, j)-成分のみが 1で他の成分が 0に等しいMm,n(K)

の元とし，Mm,n(K)の順序付き基底 E を

E = (E11, E12, . . . , E1n, E21, . . . , E2n, . . . , Em1, . . . , Emn)
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により定める．f の E に関する表現行列を求めよ．

2∗) V = Kn[x],W = Km[y]とする（記号については問 5.1を参照のこと）．V = (1, x, x2, . . . , xn)，

W = (1, y, y2, . . . , ym)をそれぞれ V,W の順序付き基底とする．ここで f, gをそれぞれ

V,W の線型変換とし，fの V に関する表現行列は A = (aij)，gの W に関する表現行列

は B = (bij)であるとする．また，K[x, y]の部分集合 U を

U = {φ ∈ K[x, y] | ∃αij, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, φ(x, y) =
∑
i,j

αijx
iyj}

と置く．つまり，U は xに関しては高々 n次，yに関しては高々 m次の，Kの元を係数

とする x, yに関する多項式全体のなす集合である．

a) U は K[x, y]の部分線型空間であることを示せ．

b) U の次元を求めよ．また，

U = (1, y, y2, . . . , ym, x, xy, xy2, . . . , xym, . . . , xn, xny, . . . , xnym)

とすると U は U の順序付き基底であることを確かめよ．

c) h : U → U を

h

(∑
i,j

αijx
iyj

)
=
∑
i,j

αijf(xi)g(yj)

により定める．hは線型写像であることを示せ．また，hを U の線型変換とみなし，

U に関する表現行列を求めよ．

問 5.3. Knの基底 V ,W を次のように定めるとき，V から W への変換行列を求めよ1．

1) n = 2とし，V =

((
2

1

)
,

(
1

1

))
，W =

((
3

1

)
,

(
2

1

))
とする．

2) n = 3とし，V =

1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

，W =

0
0
1

 ,

0
1
1

 ,

1
1
1

 とする．
3) V = (v1, . . . , vn), W = (w1, . . . , wn)とする．

ヒント：A = (v1 · · · vn), B = (w1 · · · wn)と置いてみよ．

問 5.4. V = W = K3とし，V = {v1, v2, v3}, W = {w1, w2, w3}を以下のように定める．W
の順序付き基底 W ′は適宜定め，V の順序付き基底 V ′を標準的な順序付き基底とした場合と，

(v1, v2, v3)とした場合の φの (V ′,W ′)に関する表現行列をそれぞれ求めよ．

1V から W への変換行列は通常は（この講義・演習でも）W = V P を満たす P ∈ GLdimV (K)とするが，ま
れに W P = V を満たす P ∈ GLdimV (K)とすることがある（これはこれでそれなりに筋は通っている）ので，ど
うも話がおかしいと思った場合には思い出すと良い．
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1) v1 =

2
0
1

 , v2 =

2
1
0

 , v3 =

0
1
2

，
w1 =

 5
1
−3

 , w2 =

6
3
0

 , w3 =

 0
3
−6

．
2) v1 =

 1
−1
0

 , v2 =

 1
0
−1

 , v3 =

1
1
1

，
w1 =

2
1
0

 , w2 =

3
3
3

 , w3 =

 3
0
−3

．
問 5.5 ⊚. V,W,U を K-線型空間，f : V → W, g : W → U を K-線型写像とする．V ,W ,U を

それぞれ V,W,Uの順序付き基底とし，Aを fの (V ,W )に関する表現行列，Bを gの (W ,U )

に関する表現行列とする．このとき，g ◦ f : V → U の (V ,U )に関する表現行列は BAで与え

られることを示せ．

問 5.6 ⊚. ここでは次の定理を，段階ごとに問にしつつ証明する．なお，「また」以下は以前示

したので省略する．� �
定理. V,W を K-線型空間とし，f : V →W を K-線型写像とする．すると，以下は同値で
ある．

a) f は K-線型同型写像である．
b) V,W のある順序付き基底に関する f の表現行列は正則である．
c) V,W の任意の順序付き基底に関する f の表現行列は正則である．

また，これらの同値な条件が成り立つ時，dimV = dimW が成り立つ．� �
dimV = n, dimW = mとする．

1) a) =⇒ b)が成り立つこと．

V ,W をそれぞれ V,W の順序付き基底とし，Aを f の (V ,W )に関する表現行列と

する．

i) f−1 : W → V の (W ,V )に関する表現行列を Bとすると，BA = En, AB = Emが成

り立つことを示せ．

ii) i)を用いて n = mであって，A ∈ GLn(K)が成り立つことを示せ．

2) b) =⇒ c)が成り立つこと．

i) 仮定を用いて n = mが成り立つことを示せ．

ii) 基底の取り替えにより，表現行列は A ∈Mn(K)から P−1AQ，P,Q ∈ GLn(K)，と

変化することと，A ∈ GLn(K)ならば P−1AQ ∈ GLn(K)が成り立つことを用いて

c)が成り立つことを示せ．

3) c) =⇒ a)が成り立つこと．
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a) V ,W をそれぞれ V,W の順序付き基底とし，Aを f の (V ,W )に関する表現行列と

する．このとき，Aは正則であって n = mが成り立つことを示せ．

b) gを (W ,V )に関して A−1で表されるような線型写像とすれば g = f−1が成り立つ

ことを示せ．

これで定理が示せた． □

問 5.7. A ∈Mm,n(K), B ∈Mn,l(K)とする．このとき t(AB) = tBtAが成り立つことを示せ．

問 5.8. P ∈ GLn(K)とすると tP ∈ GLn(K)であって，(tP )−1 = t(P−1)が成り立つことを示

せ．また，tP ∈ GLn(K)ならば P ∈ GLn(K)が成り立つことを示せ．

問 5.9. V,W を線型空間，f : V → W を線型写像とする．また，dimV = n, dimW = mと

する．

1) V,W の順序付き基底 V = (v1, . . . , vn)と W = (w1, . . . , wm)が存在して f の (V ,W )に

関する表現行列は行階段行列であることを示せ．

2) V,W の順序付き基底 V = (v1, . . . , vn)と W = (w1, . . . , wm)が存在して f の (V ,W )に

関する表現行列は列階段行列であることを示せ．

3) V,W の順序付き基底 V = (v1, . . . , vn)と W = (w1, . . . , wm)が存在して f の (V ,W )

に関する表現行列は
(
Er O1

O2 O3

)
の形であることを示せ．ここで，O1 ∈Mr,n−r(K), O2 ∈

Mm−r,r(K), O3 ∈ Mm−r,n−r(K)はそれぞれ零行列である．また，r = 0の時には全体が

O3である（即ち，サイズが m× nの零行列である）と考える．

問 5.10 (系 1.8.7). A ∈ Mm,n(K)とする．rankA ≤ min{m,n}が成り立つことを次の方針に
従って示せ．f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定める．

1) rankA = dim Im f ≤ dimKmが成り立つことを用いて r ≤ mが成り立つことを示せ．

2) r = rankAとし，{w1, . . . , wr}を Im f の基底とする．このとき，v1, . . . , vr ∈ Kn を

wi = f(vi)が成り立つように選ぶと，{v1, . . . , vr}は線型独立であることを示せ．また，
このことを用いて r ≤ dimKn = nが成り立つことを示せ．

講義では系 1.8.7は階段行列を用いて示したが，実際にはこのように階段行列に関する議論

は不要である．

問 5.11. A ∈ Mm,n(K), w ∈ Kmを用いて Av = wで与えられる v ∈ Knに関する方程式を考

える．(A w)に左基本変形を施すことは，Av = wを vの成分に関する連立一次方程式とみな

した場合どのような操作に対応するか説明せよ．

問 5.12. 次の行列を左基本変形で行階段行列に変形せよ．
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1)


3 0 7 0 4 11
2 0 4 3 3 6
1 0 3 0 4 5
0 0 1 1 5 2

 2)


4 0 9 −1 3 14
2 0 5 4 8 8
1 0 3 0 4 5
0 0 −2 3 −5 −4


問 5.13. A ∈ M4,6(K), w ∈ K4を以下のように定め，v ∈ K6に関する方程式 Av = wの解空

間を Vwと置く．Vw = ∅であるならばそのことを示し，そうでなければ v1, . . . , vs, u ∈ K6を

Vw = {v ∈ K6 | ∃λ1, . . . , λs ∈ K, v = λ1v1 + · · ·+ λsvs + u}

が成り立つように定めよ．ただし，v1, . . . , vsは sがなるべく小さくなるように定めること．

1) A =


1 0 0 0 −8 −1
0 0 1 0 4 2
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0

 , w = o．

2) A =


3 0 7 0 4 11
2 0 4 3 3 6
1 0 3 0 4 5
0 0 1 1 5 2

 w = o．

3) A =


3 0 7 0 4 11
2 0 4 3 3 6
1 0 3 0 4 5
0 0 1 1 5 2

 , w =


0
0
0
1

．

問 5.14. A =


4 0 9 −1 3 14
2 0 5 4 8 8
1 0 3 0 4 5
0 0 −2 3 −5 −4

と置く．また，w =

w1
...
w4

 ∈ K4について Vw =

{v ∈ K6 |Av = w}と置く．Vw ̸= ∅であるための wに関する必要十分条件を w1, . . . , w4を用

いて表せ．また，

W = {w ∈ K4 |Vw ̸= ∅}

と置くとき，W を求めよ（問 5.13の Vwのように表せ）．

問 5.15 ⊚. ここでは� �
定理. 1) A ∈Mm,n(K)について P ∈ GLm(K)が存在して PAは行階段行列である．講

義の定義 1.8.2の記号の下で，rankA = rが成り立つ．また，得られる行階段行列は
Aにより定まり，P に依らない（一般には P は一意的ではない）．

2) A ∈Mm,n(K)について Q ∈ GLn(K)が存在して AQは列階段行列である．講義の定
義 1.8.2の記号の下で，rankA = rが成り立つ．また，得られる列階段行列は Aに
より定まり，Qに依らない（一般には Qは一意的ではない）．� �

の証明を，段階ごとに問にしつつ行う．記号は講義の定義 1.8.2の物を用いる．

証明. まず 1)を示す．

i) Aに左基本変形を適当に（適切に）施すと，Aは行階段行列に直せることを示せ．
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従って主張のような P は存在する．得られる階段行列が P に依らないことを示す．まず次を

示す．

r = rankAが成り立ち，また，j1, . . . , jrは変形の仕方に依らないこと．

ii) A = (a1 · · · an)と，列ベクトルを用いて表し，V0 = {o}, Vi = ⟨a1, . . . , ai⟩とする．この
とき，V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vnが成り立つことを示せ．

iii) di = dimViとし，{v1, . . . , vdi}を Viの基底とする．すると Vi+1 = ⟨v1, . . . , vdi , ai+1⟩が成
り立つことを示せ．

iv) もし ai+1 ∈ Viならば di+1 = diが成り立つことを示せ．

v) もし ai+1 ̸∈ Viならば v1, . . . , vi, ai+1は線型独立であることを示せ．また，di+1 = di + 1

が成り立つことを示せ．

さて，f : Kn → Kmを f(v) = Avにより定めれば Vn = ⟨a1, . . . , an⟩ = Im fが成り立つ．従っ

て dn = dimVn = dim Im f = rankAが成り立つ．また，d0 = dimV0 = 0が成り立つ．

vi) 0 = d0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn = rankAと ∀ i, di+1 − di ≤ 1が成り立つことを示せ．

vii) もし dn = 0ならば A = Om,nが成り立つことを示せ．従ってこの場合には Aは初めか

ら階段行列であって，rankA = 0が成り立つ．また，P ∈ GLm(K)ならば PA = Om,n

だから，得られる階段行列は P に依らない．

dn ̸= 0とする．この時には 1 ≤ l1 < . . . < lrankA ≤ nが存在して dlk−1 < dlkが k = 1, . . . , rankA

について成り立つ．ここまでは Aのみで定まることで，P や Lには関係ないことに注意して

おく（PA = Lとすれば Lは行階段行列なのであった）．さて，A = P−1Lが成り立つ．r = 0

ならば L = Om,nなので A = Om,nが成り立つ．この時は証明は済んでいるので r > 0とする．

viii) P−1 = (q1 · · · qm)とし，W0 = {o}, Wi = ⟨q1, . . . , qi⟩とすると，Wi−1 ⊊ Wi ⇐⇒ i =

jk, k = 1, . . . , rが成り立つことを示せ．

ヒント：Lの形に着目せよ．

ix) A = P−1Lであることを用いて，jk = lk, r = rankAが成り立つこと，さらに，このよ

うな P（あるいは P−1）について qk = ajk が 1 ≤ k ≤ rについて成り立つことを示せ．

これで得られる階段行列の大雑把な形（rや j1, . . . , jr）は Aのみで定まることが示された．

次を示せば 1)の証明は完了する．

得られる階段行列が P に依らないこと．

A = Om,nの時には既に証明は済んでいるので A ̸= Om,nとし，形式的に jr+1 = n + 1と

定めておく．P, P ′ ∈ GLm(K)について PA = L, P ′A = L′ とすると L,L′ は行階段行列で

あるとする．すると P ′P−1L = L′が成り立つ．P ′P−1 = Rと置けば RL = L′が成り立つ．

L = (l1 · · · ln), L′ = (l′1 · · · l′n)とすれば RL = (Rl1 · · · Rln)であるから，l′j = Rlj が

j = 1, . . . , nについて成り立つ．
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x) j = jk，k = 1, . . . , rの時には ljk = l′jk = ekが成り立つことを示せ．

xi) R = (r1 · · · rm)とすると

rk = Rek = Rljk = l′jk = ek

が成り立つことを示せ．

一方，jk + 1 ≤ j ≤ jk+1 − 1なる jについて，ljは e1, . . . , ekの線型結合で表される．

xii) lj = λ1e1 + · · ·+ λkekとすると，

l′j = Rlj

= R(λ1e1 + · · ·+ λkek)

= λ1Re1 + · · ·+ λkRek

= λ1e1 + · · ·+ λkek

= lj

が成り立つことを示せ．

xiii) L = L′が成り立つことを示せ．

これで定理のうち，1)の証明は完了した． □

注 5.16 ⊚. P ′P−1 = (e1 · · · er ∗)が成り立つ．言い換えれば P ′ = (e1 · · · er ∗)P が成り立つ．
もし r = mであれば，(e1 · · · em) = Emなので，P ′ = P が成り立つ．一般には r ≤ mなの

で，任意性が生じうるが，それでも P の形はある程度定まっている．

問 5.17 ⊚(定理 1.8.11). V,W を K-線型空間とし，f : V →W を K-線型写像とする．dimV =

nとすると，n− dimKer f = dim Im f = rank f が成り立つことを，次の方針で示せ．

1) V = (v1, . . . , vn)を V の順序付き基底とし，線型同型写像 φ : Kn → V を φ(λ) = V λに

より定める．

a) Im f = Im f ◦ φが成り立つことを示せ．
b) Im f = ⟨f(v1), . . . , f(vn)⟩が成り立つことを示せ．従って Im f は有限生成である．

c) dim Im f = rank f = rとし，Im f の順序付き基底 W を一組選んで線型同型写像

ψ : Kr → Im f を一つ定める．ここで F = ψ−1 ◦ f ◦ φ : Kn → Kr を考えると，

ImF = Krが成り立つことを示せ．

d) Aを F の表現行列とする．Aは f の (V ,W )に関する表現行列であることを確か

めよ．

e) rankA = dim ImF = rが成り立つことを用いて，dimKerF = n − rが成り立つこ

とを示せ．

f) φの KerF への制限は Ker f への線型同型写像であることを示せ．
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g) n− dimKer f = dim Im f = rank f が成り立つことを示せ．

2) {v1, . . . , vk}を Ker f ⊂ V の基底とする．これを拡大して得られる V の基底

{v1, . . . , vk, w1, . . . , wl}について，{f(w1), . . . , f(wl)}は Im f の基底となることを示せ．

問 5.18 ⊚. ここでは次の定理を示す．� �
定理. A,B ∈Mn(K)とする．AB = Enならば BA = Enが成り立つ．特に A,B ∈ GLn(K)
が成り立つ．� �
1) まず次を示す．� �

補題. A ∈Mm,n(K), B ∈Mn,l(K)とする．このとき，

rankAB ≤ min{rankA, rankB}
が成り立つ．� �

f : Kn → Km, g : K l → Knをそれぞれ f(v) = Av, g(w) = Bwにより定める．

a) Im f ◦ g ⊂ Im fであることと，rankA = dim Im f, rankAB = dim Im f ◦ gであるこ
とを用いて rankAB ≤ rankAが成り立つことを示せ．

b) h : Im g → Kmを h(v) = Avにより定める．Imh = Im f ◦ gが成り立つことを示せ．
また，dim Imh = dim Im f ◦ g = rankABが成り立つことを示せ．

c) dim Imh ≤ dim Im g = rankBが成り立つことを示せ．

ヒント：dimKerhや dim Imhは hの定義域の次元と一定の関係にあるのであった．

よって rankAB ≤ rankBが成り立つ．

2) 次に定理を示す．

a) rankA ≤ n, rankB ≤ nが成り立つことを示せ．

b) 補題を用いて n = rankEn = rankAB ≤ min{rankA, rankB}が成り立つことを
示せ．

c) rankA = rankB = nが成り立つことを示せ．

d) A,B ∈ GLn(K)であって，BA = Enが成り立つことを示せ．

主張「A,B ∈Mn(K)とする．AB = Enならば BA = Enが成り立つ．特に A,B ∈ GLn(K)

が成り立つ．」について，まず A,Bが正方行列でない場合を考える．

問 5.19. A =

(
1 0 0
0 1 0

)
, B =

1 0
0 1
0 0

と置く．すると AB = E2であるが BA =

1 0 0
0 1 0
0 0 0


であって，E3には等しくない．

1) A ∈Mm,n(K), B ∈Mn,m(K)とする．AB = Emが成り立つならば m ≤ nが成り立つこ

とを示せ．
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2) 2 ≤ m < nとする．A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,m(K)であって，AB = Emかつ BA ̸= En

が成り立つ物が存在することを示せ．

次に n = +∞の場合を考える．無限サイズの正方行列を考えることは素朴にはできない2の

で，ここでは n次正方行列は Knの線型変換（の表現行列）であると考える．すると n = +∞
の場合に当たるのは無限次元線型空間の線型変換となる．これを踏まえて以下に答えよ．

問 5.20. K[x]の線型変換 φ, ψを f ∈ K[x]について

φ(f) =
df

dx
,

ψ(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt

により定める．

1) φ, ψは線型変換であることを示せ．

2) ψ ◦ φ = idが成り立つことを示せ．

3) φ ◦ ψ ̸= idが成り立つことを示せ．

問 5.21. ここでは問 5.15にある定理の 2)を示す．1)は既に示してあるので，これを用いる．

1) B = tAと置く．Bに 1)を用いることにより，ある Q ∈ GLn(K)が存在して AQは列階

段行列であることを示せ．

ヒント：Q ∈ GLn(K)ならば tQ ∈ GLn(K)が成り立つのであった．

2) Q,Q ∈ GLn(K)について AQ,AQ′が共に列階段行列であるとする．tAQ, tAQ′を考える

ことにより，得られる列階段行列は一意的であることを示せ．

3) rank tA = rankAが成り立つことに注意して，AQが列階段行列であるならば，0でない

列の数は rankAに等しいことを示せ．

（以上）

2適切な仮定の下で考えることは少なくないが，それなりに準備が要る．
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