
２０１５年度数学 II（足助担当）　演習問題 ５ 2015/10/14（水）

全般に Kで Rあるいは Cを表す．

問 5.1. 以下の行列のランク (rank)を求めよ．

1)

1 2 3
2 1 3
1 3 2

 2)


−1 1
1 −1
2 3
4 5

 3)


1 1 1 −3
1 1 −3 1
1 −3 1 1

−3 1 1 1


問 5.2. 以下の行列の行列式を計算せよ．

1)

[
−1 1
−4 2

]
2)

[
5 3

−4 9

]
3)

 1 −1 1
−1 0 1
0 −1 0

 4)

1 2 3
2 0 2
3 2 1



5)

−3 1 0
0 2 1
0 0 −2

 6)


1 3 1 0
3 1 0 1
0 0 2 1
0 0 1 2

 7)


1 1 1 −3
1 1 −3 1
1 −3 1 1

−3 1 1 1



8)

[
2 0

−4 3

]
9)

 2 −1 3
2 3 2

−1 1 −1

 10)

1 1 1
1 2 3
1 4 9

 11)


1 −1 1 0
0 1 0 2
1 0 1 1
1 2 3 4


12)

[
Er Or,n−r

On−r,r On−r,n−r

]
13)

[
On−1,1 En−1

1 O1,n−1

]
問 5.3. 以下の行列のランクを求めよ．また，逆行列が存在するかどうか判定し，存在する

場合には逆行列を求めよ．

ヒント：計算を工夫することで，作業量をある程度減らすことができる．

1)

[
2 1

−1 2

]
2)

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 3)

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 4)

1 3 −4
2 0 −3
0 −1 5



5)


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 6)


−3 2 0 0
4 −2 0 0
0 0 3 −4
0 0 2 3

 7)


1 2 −1 1
3 1 2 −1
1 −2 3 1
2 1 3 −1



8)

1 2 −1
3 1 2
1 −3 4

 9)

1 1 0
1 0 1
1 0 1

 10)

1 1 0
1 0.1 1
1 0 1
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問 5.4. A ∈ Mm,n(K)とする．rankA = 0であることと，A = Om,nであることは同値であ

ることを示せ．

問 5.5. 1) A ∈ Mm,n(K), a ∈ Kmとする．rankA ≤ rank[A a] ≤ rankA+1が成り立つ

ことを示せ．また，a = oならば rankA = rank[A a] = rank[A o]が成り立つことを

示せ．

2) A ∈ Mm,n(K), b ∈ M1,n(K)とする．rankA ≤ rank

[
A
b

]
≤ rankA + 1が成り立つこ

とを示せ．また，b = [0 · · · 0]ならば rankA = rank

[
A
b

]
が成り立つことを示せ．

3) A ∈ Mm,n(K)とする．Aに oに等しい列が k個存在すれば，rankA ≤ n− rが成り立

つことを示せ．また，Aに [0 · · · 0]に等しい行が k個存在すれば，rankA ≤ m − r

が成り立つことを示せ．

4) A ∈ GLn(K)とする．A = [a1 · · · an]とし，1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ nとする

と rank[aj1 · · · ajr ] = rが成り立つことを示せ．また，A =

b1...
bn

と行ベクトルを用
いて表し，1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ nとすると rank

bi1...
bir

 = rが成り立つこと

を示せ．

問 5.6. A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,l(K)とする．rankAB ≤ min{rankA, rankB}が成り立つこ
とを示せ．

ヒント：P ∈ GLm(K)を PAが階段行列となるように選ぶ．P は正則だから rankAB =

rankPABが成り立つ．この時，PABの形をよく観察することにより rankPAB ≤ rankA

が成り立つことが示せる．同様に Bを既約列階段行列に変形することで rankAB ≤ rankB

が成り立つことも示せる．

問 5.7. A ∈ Mm,n(K)について，rankA < nとする．このとき，v ∈ Kn, v ̸= oが存在し

て Av = o ∈ Kmが成り立つことを示せ．同様に，rankA < mならば w ∈ M1,m(K), w ̸=
[0 · · · 0]が存在して wA = [0 · · · 0] ∈ M1,n(K)が成り立つことを示せ．特に，A ∈ Mn(K)

について rankA < nならば（この条件は A ̸∈ GLn(K)と同値である），v, w ∈ Knが存在

して Av = oと twA = oが成り立つ．

（以上）
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