
２０１４年度数学 II（理 I 16,21,22組向け，足助担当）　演習問題 ９ ’14/12/15（月）

以下では特に断らなければ KでRあるいはCを表す．

問 9.1. m ≤ nとし，A ∈ Mm,n(K), B ∈ Mn,m(K)とする．

1) αを ABの固有値，vを αに属する ABの固有ベクトルとする．αは BAの固有値であっ

て Bvは αに属する ABの固有ベクトルであるか，あるいは Bv = oが成り立つことを

示せ．同様に，βを BAの固有値，wを βに属する BAの固有ベクトルとすると，βは

ABの固有値であって Awは βに属する BAの固有ベクトルであるか，あるいは Aw = o

が成り立つことを示せ．

2) 1)において α ̸= 0とすると，Bv ̸= oが成り立つことを示せ．同様に，β ̸= 0とすると

Aw ̸= oが成り立つことを示せ．

ヒント：ABvを考えてみよ．

3) AB,BAは共に K-上対角化可能であるとする．f, gをそれぞれ AB,BAの固有多項式と

すると，g(x) = xn−mf(x)が成り立つことを示せ．

4) （やや難しい）一般に，f, gをそれぞれ AB,BAの固有多項式とすると g(x) = xn−mf(x)

が成り立つことを示せ．

ヒント：広義固有空間（一般固有空間）について 1), 2)と同様のことが成り立つことを

示すことができる．なお，広義固有空間は Jordan標準形と関連が深い．これに関しては

来週以降問題を配布する．

対角化可能な正方行列は射影に重みをつけて足し上げたものと考えることができる．

問 9.2. A ∈ Mn(C)を（C上）対角化可能な行列とし，P ∈ GLn(C)について D = P−1AP は

対角行列であって，さらに D = α1Ep1 ⊕ · · · ⊕ αrEpr が成り立つとする．ここで α1, . . . , αrは

相異なる Aの固有値全体であって，piは αiの重複度とする．そして

Pi = P (Op1 ⊕ · · · ⊕Opi−1
⊕ Epi ⊕Opi+1

⊕ · · · ⊕Opr)P
−1

と置く．

1) P1, . . . , Prは次の条件を満たすことを示せ．

a) P1 + · · ·+ Pr = En．

b) PiPj =

{
Pi, i = j,

On, i ̸= j
.

c) A = α1P1 + · · ·+ αrPr．

このような分解をAのスペクトル分解と呼ぶ．また，条件 P 2 = P を満たす行列を射影

行列，f ◦ f = f を満たす線型変換を射影変換（状況によっては単に射影）と呼ぶ．

2) A ∈ Mn(R)であって，全ての固有値が実数であれば P1, . . . , Prは実行列にとれることを

示せ．

3) fi : K
n → Knを fi(v) = Pivにより定める．fiの像 Im fiは αiに属する Aの固有空間で

あることを示せ．

4) Aのスペクトル分解は Pi達の並べ替えを除いて一意的であることを示せ．
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問 9.3. n > 1とし，∆(x1, . . . , xr) =
∏

1≤i<j≤r

(xj −xi)と置く（これを x1, . . . , xrの差積と呼ぶ）．

α1, . . . , αrを相異なるKの元とし，

fk(x) =
∆(α1, . . . , αk−1, x, αk+1, . . . , αr)

∆(α1, . . . , αr)

と置く．

1) fkは (r − 1)次多項式であって，fk(αj) =

{
1, j = k,

0, j ̸= k
が成り立つことを示せ．

2) f1 + · · ·+ fr = 1が成り立つことを示せ．

3) 1 ≤ l ≤ r − 1の時，αl
1f1(x) + · · ·+ αl

rfr(x) = xlが成り立つことを示せ（任意の a ∈ K

について a0 = 1と定め，また，x0 = 1と定めれば 2)が得られる）．

2), 3)のヒント：例えば直接計算して示すことも可能である．この際には左辺をうまく (r + 1)

次行列の行列式に書き直すと計算がかなり楽になる．あるいは，次の問 9.4を用いることもで

きる．

問 9.4. f を Kの元を係数とする (r − 1)次多項式とする．r個の相異なる Kの元 α1, . . . , αr

について f(α1) = · · · = f(αr) = 0が成り立てば f = 0が成り立つことを示せ．

問 9.5. A ∈ Mn(C)を対角化可能な行列とし，α1, . . . , αr を Aの相異なる固有値全体とする．

r = 1であれば Q1 = En，r > 1であれば f1, . . . , frを問 9.3のように定め，Qi = fk(A)と置く．

A = α1Q1 + · · ·+ αrQrが成り立ち，Aのスペクトル分解となることを示せ．

問 9.6. A ∈ Mn(C)とする．Aがスペクトル分解可能であるとすると，Aは C上対角化可能で
あることを示せ．また，A ∈ Mn(R)であって，Aが実行列の範囲でスペクトル分解可能である

ならば，Aは R上対角化可能であることを示せ．
ヒント：（積が）可換な行列の同時対角化について調べてみよ．また，特に r = 1の場合を考え

ればわかるように，まず射影行列が対角化可能であることを示す必要がある．

問 9.7. 次の行列のスペクトル分解が存在するのであればそれを求めよ．

1)

1 2 0
2 −5 3
0 3 −1

 2)

(
1 1
0 t

)
，ただし t ∈ R 3)

−2 −1 1
−1 −2 1
1 1 3


定理 9.8. V を計量線型空間とし，f を V の正規変換とする．

1) f がエルミート変換であることと，f の固有値が全て実数であることは同値であること

を示せ．特に V が実計量線型空間であって f が実対称変換であれば f の固有値は全て

実数である．

2) f が歪エルミート変換であることと f の固有値が全て純虚数であることは同値であるこ

とを示せ．

3) f がユニタリ変換であることと f の固有値の大きさが全て 1であることは同値であるこ

とを示せ.
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定義 9.9. Aをエルミート行列（実対称行列）とする．Aが正値（半正値，負値）であるとはA

の固有値が全て正（非負，負）であることを言う．また，Aが非退化であるとはAが 0を固有

値として持たないことを言う．エルミート変換・実対称変換に関しても同様に定める．

問 9.10. Aを半正値エルミート（実対称）行列とすると，B2 = Aなる半正値エルミート（実

対称）行列がただ一つ存在することを示せ．この Bを
√
Aで表す．

同様に，fを半正値エルミート（実対称）変換とすると，g ◦ g = fなる半正値エルミート（実

対称）変換がただ一つ存在する．この gを
√
f で表す．

問 9.11. A ∈ Mm,n(K)とする．A∗A, AA∗はそれぞれ半正値エルミート行列（K = Cの時）あ
るいは半正値対称行列（K = Cの時）であることを示せ．

問 9.12. 1) Aを半正値エルミート行列とする．

a) v, w ∈ Cnについて g(v, w) = v∗Awと置く（g : Cn × Cn → Cを g(v, w) = v∗Awに

より定める）と，∀ v, w ∈ Cn, g(v, w) = g(w, v)，∀ v ∈ Cn, g(v, v) ≥ 0がそれぞれ

成り立つことを示せ．

b) 条件

i) Aは正値エルミート行列である．

ii) g(v, v) = 0が成り立つならば v = oが成り立つ．

は同値であることを示せ．

2) Aを半正値対称行列とする．Cnを Rnで置き換え，g(v, w) = tvAwとすると 1)と同様

のことが成り立つことを示せ．

3) ⟨ · | · ⟩を Knの標準計量とする．V を Knの順序付き基底とし，Gを ⟨ · | · ⟩の V に関す

る表現行列とすると Gは正値エルミート行列あるいは正値対称行列であることを示せ．

※ 逆は必ずしも成り立たない（もっと強い条件が要る）．このことについては時間が許

せば講義で述べる．

4) ⟨ · | · ⟩を Knの Lorentz計量とする．V を Knの順序付き基底とし，Gを ⟨ · | · ⟩の V に

関する表現行列とすると Gは非退化なエルミート行列あるいは対称行列であるが，正値

でも負値でもないことを示せ．このように，非退化なエルミート行列あるいは対称行列

で，正値でも負値でもないものを不定値であると言う†1．

問 9.13.

On = {A ∈ Mn(R) | tAA = A tA = En},

Un = {A ∈ Mn(C) |A∗A = AA∗ = En},

O1,n =

{
A ∈ Mn+1(R) | tA

(
−1 0
0 En

)
A =

(
−1 0
0 En

)}
,

U1,n =

{
A ∈ Mn+1(C) |A∗

(
−1 0
0 En

)
A =

(
−1 0
0 En

)}
と定め，順に直交群，ユニタリ群，ローレンツ群，複素ローレンツ群と呼ぶ．

†1正値あるいは負値であることを正定値あるいは負定値であるとも言う．負定値と不定値は大変紛らわしいので注
意を要する．
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1) On，Un，O1,n，U1,nの元はそれぞれ正則であることを示せ．また，A ∈ Onならば detA =

±1が成り立ち，いずれの場合も実際に起きうることを例を挙げることにより示せ．ユニ

タリ群などについても同様の条件を求め，いずれの場合も実際に起きうることを示せ．

2) 三条件 i) En ∈ On，ii) A,B ∈ Onならば AB ∈ On，iii) A ∈ Onならば A−1 ∈ Onが成

り立つことを示せ．また，ユニタリ群などについても同様のことが成り立つことを示せ．

3) ⟨ · | · ⟩を Knの標準計量とする．A ∈ Mn(K)について A ∈ Un（K = C）あるいは A ∈ On

（K = R）が成り立つことと，∀ v, w ∈ Kn, ⟨Av |Aw⟩ = ⟨v |w⟩が成り立つことは同値で
あることを示せ．

4) ⟨ · | · ⟩を Kn+1の Lorentz計量とする．即ち，v =


v0
v1
...
vn

 , w =


w0

w1
...
wn

について
⟨v |w⟩ = −v0w0 +

n∑
i=1

viwi

と置く（K = Rの時にも形式的に同じ式で定める）．このとき，A ∈ Mn+1(K)につ

いて A ∈ U1,n（K = C）あるいは A ∈ O1,n（K = R）が成り立つことと，∀ v, w ∈
Kn, ⟨Av |Aw⟩ = ⟨v |w⟩が成り立つことは同値であることを示せ．

以下では A = (aij) ∈ Mn(K)と t(a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann) ∈ Kn2
を同

一視することにより Mn(K)を Kn2
とみなす．

定義 9.14. X ⊂ Mn(K) = Kn2
を部分集合とする．

1) {Am}m∈N ∈ Xを Xの点列とする． lim
m→+∞

Amが存在して Aに等しいならば A ∈ Xが成

り立つとき，Xは Mn(K)の閉集合であるという．

2) R ≥ 0について，B(R) = {A ∈ Mn(K) = Kn2 | ∥A∥ ≤ R}と置く．ここで ∥ · ∥は Kn2

の標準的なノルムである．∃R ≥ 0, X ⊂ B(R)が成り立つとき Xは有界であるという．

問 9.15 (問 9.13の続き). 5) On，Un，O1,n，U1,nはそれぞれ Kn2
あるいは K(n+1)2の閉集

合であることを示せ．

6) On，Unは有界であるが，O1,n，U1,nは有界でない（非有界である）ことを示せ．

ヒント：有界性については，例えば行列を列ベクトルに分けて考えて，それぞれのベクトル

の標準的なノルムを考えてみよ．閉集合であることを示すためには，例えば f : Mn(R) →
Rを f(A) = tAA−Enにより定める．A ∈ Onが成り立つことと f(A) = Onが成り立つ

ことは同値であることと，f が行列の成分（行列の成分を Kn2
の元の成分と同一視して

いることに注意せよ）に関する連続函数であることを示し，{Am}が収束するのであれ

ば f

(
lim

m→+∞
Am

)
= Onが成り立つことを示せ．ユニタリ群などについても同様である．

（以上）
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